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Uber Permutationsgruppen
die durch Tschebyscheff-Polynome erzeugt werden

Vo

Ruporr LipL nnd WINFrIEDd B. MULLER (Wien)

Sel GF(¢) das Galoisfeld der Ordnung ¢. Bin Polynom f(x)e GF{¢){#] -
heiBt ein Permutationspolynom von I (g), wenn die Abbildung

m: a —~fla), aEGF(g):

eine Permutation der Elemente von GIF(g)} ist. Analog nennt man einen
Polynomvektor

(f( 7”):993 y] (GF ifl’:@/])
Permutationspolynomvektor von GF(g), wenn die Abbildung

w: (@, b) w>(f(cx,b),g(a.b)), (@, b)e GF (g,

eine Permutation der Elemente von GF(g)? ist.

In mehreren bisherigen Arbeiten fiber Permutationspolynome und
Permutationspolynomvekforen hat man sich mit dem Problem befaBt,
abgeschlossene Klassen von Permutationspolynomen und Permutations-
polynomvektoren gegeniitber der Komposition zu finden und die durch
diese Klassen. erzeugten Permutationsgruppen zu studieren. Dabei wurden
vor allem Klassen von Dickson-Polynomen (vgl. [1]) und die aus ihnen
durch Verallgemeinerung folgender Klassen von Tsehebyscheff-Polynom-
vektoren untersucht. :

Das Dickson-Polynom g,(a, #) iiber GF(g) wird fitr natiirliches % defi-
niert durch ' '

J

: : ' & '
(1) | gk(q:“”!";)ﬁuk_}"z;ff

mit aeGF(g) und ue«GF(g"). Mittels der Waringschen Formel bekommt
man die Darstellung o '

=l
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Die in (1) definierten Dickson-Polynome kann man folgenderweise
verallgemeinern: - o

a.’c
& s
grl }(ﬂ, @, y) = LML —py
w ot
(3)
ak a:‘s
() e aghingk
g ay @, y) = who 4 —
. I 2

. & e a
fir ¢ = w20+ P Y =g - E—i——q—)— und ae GF{g), u, ve G (¢%). Wegen
dex Zusammenhanges der Polynome g,(a,s) mit den Tsehebyseheff-
Polynomen T, {u) erster Art (vgl. etwa [£D),

(4) (4, @) = 2(Va)'T, (—;}%—);

werden die _Polynome 9¥{ay @, y) und g% (a, 2, y) nach [3] Tuchebyscheff-
quynome in 2 Verdnderlichen iiber GF(g) genannt. Der Polynomveltor

g, = ( (;ﬁ)(a‘a @y ), g(zk)(ai &, ?/))

wird. als. Tschebyschetl-Polynomvektor bezeichnet. 'Wie im eindimengio-
nalen Fall erhd¥ man mit Hilfe der ‘Waringschen Formel

A I

R C) 22 jm__%k(*l)iaj b—i—24) fit+f\ pwsi-s; i

- ' i i Te—q—gj \ ki J\ i) ¥
(5) =0 =0
k

b
_ [E] 5 o '
e _ \’ B(—~1)a'*™ p i o i\ g ;
¢ a, » — 7 IV i, h—2i—37
(s :9) -2—/-: b—i—2j ( it )(J‘)mly .
. d=0 je=0 -

Bez_e.iehne’n man: nin mit Gq(a) die Menge aller Permutationen von
GF(g), die durch Polynome g,(a, #) dargestellt werden, o wurde in [6]
gezeigh, daB G {a) genan fiv o = 0, a =1 und ¢ = —1 abgeschlosden

beziiglich der Komposition ist, also eine Gruppe bildet. Wbenso wurde .

in [3] bewiesen, daB anch die Menge (@) aller Permutationen von GF(g)Y,

die durch die Polynomvektoren g, — {0, 2, %), ¢¥(a, o, 4)} erzougt

werden, fiir @ =0, a =1 und ¢ = —1 und keine anderen eime Gruppe

bildet. :

_ Die Struktur der Gruppen G,(0}, @,(1) und G, (—1j wurde Dersits
in [ZJ und [6] unfersucht. Hs wurde gezeigt, daf die Gruppe G,(0) isomorph
Zu einer privnen Restklassengruppe der ganzen Zahlen ist qund dafl die
Gl“uppen G, (1) und @ (—1) isomorph zm Faktorgruppen von primen Rest-
_“klaﬁssengruppfm der ganzen Zahlen nach elementar abelschen 2-Gruppen
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sied. In [3] und [4] wurden die von der Klasse der Tschebyscheff-Poly-
nomvektoren erzeugten Permutationsgruppen als Untergruppen der
srymmetrischen Gruppe auf den Elemenien von GF{g)* untersucht.
Dabei stellte sich herauns, dalh G}(0) isomorph zuf Faktorgruppe einer pri-
men Restklassengruppe der ganzen Zahlen nach einer elementar abelsclien
2-Gruppe ist. Die Gruppen (1) nnd G5(—1) xind zueinander und zur
TFaktorgruppe einer primen Restklassengrnppe der ganzen Zahlen nach
der zyklisehen Untergruppe der Ordnung & isomorph. Somit sind also
alle hier untersuchten Permutationsgruppen abelsch.

Das Hauptziel der vorliegenden Arbeit ist e, Beziehungen und
Vergleiche zwischen den einzelnen wvon Techebyschelf- bzw. Dickson-
Polynomen erzeugten Permutationsgruppen herzustellen. Da fiir den
eindimengionalen Tfall vor kmrzem auch alle zyvklischen Pevmutations-
grippen ermittelt werden konnten {[2], [7]), liegt es nahe, auch alle
zyklischen Permutationsgruppen zu bestimmen, welche durch Polynem-
vektoren in 2 Unpbestimmten induziert werden. Dabel stellt sich heraus,
daB im Gegensatz znm eindimensionalen Fall die Gruppen G}(a) mur
mehr fir ,triviale” ¢ zykliseh sind.

Bezeichne im weiteren P(m) stets die prime Restilassengruppe
der ganzen Zahlen modulo einer gapzen Zahl . Aus [3], [4] und
[6] stellen ® wir die folgenden Ergebnisse zusaminen:

(i G,(0) = P{g—1); _
@ o P, —lg g e g 2o,
CG,(1) PP, ~1,q, —q)  fiw g =2
(i) - 6y(—1) EP(-Qi:;—l--) (1, q) fir g = 1modd,

tir g = 3modd,
fiir g = 2%

G, (—1) = P(g*—1)/(1, q)
Go( 1) = &,(1)

(iv) G5(0) = P(¢*=1)/(1, q);
(v) @) 22 PF—1)(¢*+q-+1)/L, g, ¢, ¢ ¢ 65
(vi) Gyl —1) = Gy(1). -

Wie schon in [2] gezeigh wurde, ist G,(1) stefs homomorphes Bild
der Gruppe G,(—1). Wir zeigen nun _ ‘

Sarz 1. Die Gruppe &, —1) ist stets homowiorphes Bild der Grippe
GL(0). Der Homemorphismay ist ein Isomorphismaus genau fir ¢ = 2 und
¢ = 3mod4, :

Beweis. Im folgenden hezelchne 458 gtete, daB B homomorphes
 Bild von A4 izt
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a) g = 1mod4. Dann gilt
. 7 . q2_,_,_|_ qi’a%l
(6) G3(0) = P(@—1)/(L, =Pl =1)/{1, 4, 1+ =5, 9+

¢—1 i
~P( - )/(Lq):Gq(‘ 28

b) ¢ = 3mod4. In diesemn Fall gilt
() G(0) e P(g 1)/ (1, @) 2 By —1).
¢) ¢ = 0mod2. Dann gilt

(8)  @0) = P(¢~1)/(1, ) SP(@—1)/(1, =1, ¢, —q) a2 €y(—1).
Da im Iall a) stets gilt:
- -1 -1
114 3 mod(g®~1), 1 s g—} mod (g? —1),
2__1 . 2,_,,,1
¢ # 1 mod (g -1, g # 0+ ig——mod(qz—l),

ist der Homomorphismug f in {6) nie ein Isomorphismus. Der Isomor-
phismus in (7) ist klar. Fir ¢ = 2 ist der Homomorphigmus f ih (8) wegen
1 = —1mod?2 ein Isomorphismus. Fir ¢ > 2 gilt jedoch stets 1 = —Lmod
(¢*—1) und. 1 == gmod(q —1).

Da die Gruppe &,(—1) nach [2] genau fiir die Zahlen ¢ = 2, 3, 4
nnd B zyklisch ist und bekannt]ich jedes homomorphe Bild einer zyklischen
Gruppe zyklizch ist, bekommt man auf Grund von Satz 1 mach leichter
Rechnung

Sarz 2. Die Gruppe G5(0) ist a,u,f}er Jiir ¢ = 2, 3 nie eyklisch.

SATZ 8. Die Gruppe Gi(0)
Gruppe G:(1).

Beweis. Da fir ungerades s gilt (2%}, 2% - 25.41)
wir folgende Kette von Homomorphismen Dhetrachten:

(1) = P(29-1) (2% 4-2° 1)) (1,

2 [P2Y--1)/(1, 2] @ [P (2% 4-2°-11) /(1 27, 2]
’ SP(—1)(1,2") = G (0),
womit die Behauptung gezeigt ist. '

Bemerkung. Dieselbe SchluBkette 148t sich fiir ¢ = 2 mit geradem

s picht anwenden, da dann wegen 2¥-+9% 41 = O0mod3 und 2*¥—1
= 0mod3 diese heiden Zahlen nicht relativ prim sind.

Barz 4. Die Gmppe Gis(0) ist stets homomorphes Bild der Gruppe
38(1) o

ist fiir ungerades 8 homomorphes Bild der
= 1, lkbonen

ga, 22.9, 2:13’ 243, 253)

(9 P2

a
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Beweis.
Gga(l) gP((328—1)(328+35+1))/(1, 33’ 3‘.’3, 338, 345, 3_55')
e [P(8%—-1)/(1, 3°)] ® [P (3™ +3°+1)/(1, 3°, 3%)]
—+P 3% _1)/(1, 3%) o= G3(0).
Sarz 5. Die Gruppe G5(0) mit ¢ = Bmod6 ist stets homomorphes Bild
der Gruppe G(1).
Beweis.
G3(1) = P(#—INGF + ¢+, ¢, &, &5 ¢4 6
= [P{@*—~1)](1, 1 @ [P(@+g+1}/(1, ¢, )1 5P(g—1)J(L, ¢) 2= GE(0).
Mit Hilfe der Satze 2 bis & und (vi) beweisen wir nun
Sarz 6. Die Gruppen G5(1) und Gi(—1) sind aufer fir ¢ =2 nie
zyklisch.
Beweis. a) ¢ = 25. Wegen |G3(1)] = 2 ist G3(1) zyklisch. Auf Grund

der Sdtze 2 und 3 Kann G3s(1) filr ungerades & >1 nicht zyklisch sein.
Sei alto s gerade. Dann gilt
G3s(1) 22 P(2% —1)(2% +2°+1)) (1, 2°, 2%, 2%, 2%, 2%).
Wegen
2% 1 = (294+1)(2°—1) und 2*+2°4+1=(2°
konnen wir durch Wahl eines passenden e errveichen, daB die Zahlen
| 291 2%42°41

8
-+ 3¢’ 3

—1)243-2°

e+l
, 3

untereinander paarweise teilerfremd sind und somit folgt:

28 —1) (223+25 —I—l))/(l, 23’ 22.9’ 233 ois 255) ) )
. _[8_ 28 8 1 ) )
L[P(2“+1)-/(1,28)]®[P( ¥l )] ®[P(2 zore )/(1, 2, z~ﬂ)] ®

36
. ®[P(3¢+1)/(l, 250J 228, 23.&;, 245’ 255)]'
. (9) gilt stetis

1 (2%t
(10) 250 J

251
Ist nun — = 1, so folgt 2°—-1 = 3% also 2°= 1mod3® Da 2 stets

Primitivwurzel mod3¢ ist, gilt s = #-2-3°"%, mit ¢{>0. Wir erhalten
damit 4%°7'—1 = 3°. Wie man leicht sieht, ist diese Gleichung nur
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fiir ¢ =1 und ¢t =1 erfillt und wir bekommen & = 2. In diegtem Fall

gilt jedoch fiir den direkten Faktor P(2°+1)/(1, 2%) in (9): 2] 4¢(5), womit

wegen (10) im direkten Produkt von (9) swei Fukboren nicht tieilorfremda
Ordnungen besitzen und daher das direkte Produkt keine zyklische Grup-

. . 251 . 251
pe ist. Ist hingegen 5 =1, w0 gilt 2[(;0(”-73';,_— und es haben dann

. . L Y S R L |
in (9) die Ordnupgen von P(”}T") und l’(-----w--»;;u-~~w)/(l,2"‘, 224y

stets mindestens den gemeinsamen Teiler 2,
) g =3 Wie sofort aus Satz 4 folgh, ist G5(1) hochytens dann
. 5 e .
zyklisch, wenn Gys(0) zyklisch ist. Bs bleibt also nur noch zu nntersuchen,
ob ‘

G3(1) =2 P(8-13)/(1, 3, 3%, 8°, 3%, 8%) = [P(8)/(1, 3)] @ [P(13)/(1, 3, 3]
zykliseh ist. Wegen 2 |£¢(8) und 2 |§@(13) it dies nicht der Fall.
¢) ¢ = bmod6. Dann st (1) wegen der Sitze 2 und B nicht zyklisch.
d) ¢ = 1mod6. Durch Wahl eines passenden ¢ konnen wir wiederum
erreichen, dall die Zahlen

i

i
38+ g und

36

. paarweise teilerfremd sind. Dann gilt
(11} 61} 2 Pl —1)(*+q+1)))(1, ¢, &, &, ¢*, ©°)

SPEYAL, 0, ¢, 7 ¢ )] @ [P(gz;)/(l’ q)] ®

2 1
® [‘P (“‘Q":'}'_qu"t%)/(ly 4 qz)]_

1 g4l ' 2_ 2.
Da stets 2|,—qa(g-gi——~ mnd  wegen SIQ—_-}?« anch 2 |;];(p _(:f_,_,_l_

gilt, ha,bep die Ordnungen der beiden letzten direkten Falctoren in {11)

den gemeinsamen Teiler 2, womit gezeigt ist, daB (1) in diesemn Pall
N N . ; T

nicht zyklisch ist. '
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