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0. Einleitung. Betrachtet man total reelle algebraische Zahlkorper
vom Grad » mit jeweils kleingtméglicher Diskriminante d,, so lassen sich
diese fir » = 2, ..., 6 einfach kennzeichner. Ist » Primzahl (n = 2, 3, §),
so erhilt man gie als grofiten reellen Teilkdrper des Korpers der (2n 4-1)-ten
Einheitsworzeln. Fir n = 4, 6 entstehen sie durch Adjunktion von

1/7 +2VB Dbeziehungsweise cog (37/7) aus dem Korper Q(V5). Bei n =1
versagt eine solche Kennzeichnung erstmals, denn der grdBte reelle Teil-
kérper des Korpers der fiinfzehnten Binheitswurzeln besitzt keineswegs
den Grad sieben. Der total reelle algebraische Zahlkdrper siebten Grades
mit Minimaldigkriminante IaBt sich daher nur in der Gestalt F = Q{o)
angeben, wobel ¢ eine Wurzel des normierten irreduziblen Polynoms

(1) F(®) = 0" +af — 60 —Bat+ 80° + 52" — o —1

ist [4]. Seine Diskriminante, sie stimmt mit der Polynomdiskriminante Dy
iiberein, berechnet sich aus den Polynomkoefiizienten zu

(2) dp = 20134393 = 71-283583.

Tn dieser Arbeit wird nun F niher erforscht, indem drei Korperinvarianten:
CGaloisgruppe, Rinheitengruppe und Klassenzahl berechnet werden.

1. Das Rechnen in ¥. Die Rechnungen in F' werden unter zweierlei
Gesichtspunkten durchgefithrt. Zundchst ist F Vektorraum der Dimen-
gion # == 7 iiber Q. Die BWlemente 1, g, ..., ¢* bilden eine Basis, sogar
eine Ganzheitsbasis, da Korper- und Polynomdiskriminante iberein-
stitmen. Jede Zahl # aus F laft sich also in der Form

(3) ge=agtayot ket (8@, i =1,...,7) .
darstellen. Ist & bereits aus Dy, dem Ring der ganzen Zahlen in F, 5o

stammen die Koetfizienten a; aus Z. Hab man zwel Zahlen g, 2 aus Dy

in der Gestalt (3) vorliegen, so lassen sie sich durch ganzzahlige (Integer-)
Operationen addieren, subtrabieren, multiplizieren und —falls y/2¢ Dp -
dividieren, indem man komponentenweise verfihrt und gventuell amnf-
tretende hohere Potenzen g™ (m 2 7) mittels (1) reduziert, da ¢ ja Null-
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stelle des Polynoms f war. Dieses Vorgehen soll imn folgenden ,,arith-
metisches Rechnen” in # heiBlen.

Schon bei der Division sieht man sich allerdings gezwungen, oin
-Gleichumgssystem zu 16sen, was nan normalerweise lisber mit einer
(Heitkominaarithmetik tun wirde. Umstindlich wire auch die Berech-
nung von Normen und Spuren. Deshalb scheint es vorteilhaft, noch anf
eine zweite Avt, ndmlich mit Gleitkommazahlen — etwa double precision —
zu rechnen, wag mit ,analytisches Rechnen” bezeichnet werden soll.
Hierbei wird ¥ alg Teilkorper der reellen Zahlen R betrachtot. Das Poly-
nom f besitzt in R sieben reelle Nullstellen, die sich mit dern Verfahren
von Newton-Maehly [6] schnell und mit grofier Genauigkeit berechnen
lagsen, Den verschiedenen Nullstellen gy = g, g4,..., 0y entsprechen
dann die konjugierten Kérper F = F, F®, ..., FO, Mun speichert
sinnvollerweise die Werte gf (4 =1,...,7; 4 =1,..., 8).

Ist dann etwa z¢ D, durch ein Tupel (@, ..., &) ganzer Zahlen
gemilB (3) gegeben, so lassen sich die Werte ¢ als roelle Zahlen leicht
niherungsweise berechnen und damit auch Norm und Spur von 2 Wie
bereits erwihnt wird man stets anch Gleichungssysteme — mit der nitigen
Vorsicht ~ ,,reell” rechnen und die gesuchte Losung durch Typwand-
lung (besser: Aufsuchen der néchsten ganzen Zahl) erhalten. Unter das
manalytische Reehnen” fallt auch die Bestimmung einer dualem Bagis
Wy 1.y w; nebst Konjugierten durch Losen der Gleichungssysteme

Bp(wie’) = d; '
Splwi') =6, (4 =1,...,7).
Bp (w; 0% = 6, .
Fir die Anwendung der dualen Basis im dritten Abschnitt reichen die
erhaltenen Néherungswerte aus. '

2. Die Galoisgruppe. Entsprechend der Methode von van der Waerden
[7] gelt man bei der Bestimmung der Galoisgruppe G des Kérpers &
80 vor, daf man das gegebene Polynom f fiir eine Reihe Primzahlen P
modulo p faktorisiert. Die Galoisgruppe von fmodulo p ist nimlich
Untergruppe von Gy und 1484 sich leichter berechunen, weil sie zyklisch
ist. Diese Faktorzerlegung von f, fitr Primzahlen. p < B0 mit dem Computer
durchgefithrt, ergibt unter anderem :

(@) mod 2 irreduzibel,
J(@) = (@' 3w+ 19) (0° 4 292* + 120° 4 284" -+ 62 +-13) mod 31,
flw) = (2+13) (a°+252° + 20* + 605° - 4o 4 272 +17) mod 37.

Weil f(x) mod 2 irreduzibel ish, muB G4 transitiv sein. Damit aind die
Voraussetzungen des folgenden Satzes aus [7] erfiills:
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SATE. Fine transifive Permutationsgruppe von Objekten, die einen
Zweierayllus und einen (n — 1)-Zyllus enthdll, ist die symmetrische Gruppe Sy,

Also gilt Gp = &,. :

Der Nachweis 148t sich noch auf eine weitere Art fiihren, wenn man

f(@) mod 3 irrednzibel ,

flw) = (m+2) (mﬁ+-6w5+3w“‘+3m3+2m2+w+3) mod 7,

Floy = (0" 430" +w+1) (2* 325 + 4o - 4o + 4) mod 5
beriicksichtigt. Ang den ersten beiden Zerlegungen folgt, daB G transitiv
ist und einen Bechgerzyklus enthilt. Dann ist Gy auch primitiv. Denn
wiire 6y imprimitiv, so gibe es darin ein Primitivititsgebiet &, mit &, > a, b,
6 5= b und ein Blement ¢¢ . Der unter dem Sechserzyklus fest blei-
bende Index wsei 4. Infolge der Transitivitit existiert eine Permutation
oe Gy miti @’ =4 Weil G5 cinen Sechserzyklus enthiilt, existiert auch
eine Permuﬁa{uion TeGpmits” = 4, b = ¢. Damit folgt aber ae G, NG~
und ¢e 6™ NGy im Widerspruch dazu, daB @, Primitivititsgebiet sein
sollte (). :

Wegen der letzten Kongimens existiert schlieBlich auch ein Drejer-
zyklus in G,; G5 3= A; resultiert nach [2], Satz 4.5 in Kapitel IT. Auderer-
feilis kann 6y = UA; nicht gelten, da G, ungerade Permutationen (Sechser-
zyklus) enthilt. Also muB bereits G = G, geltien, _

Sarz 1. IHe Galotsgruppe des Zerfallungshirpers des Polynoms T aus (1)

i

st die symomelrische Gruppe S,.

3. Die Emheitengroppe. Die Bestimmung der Binheitengruppe eines
Zahlkérpers gliedert sich im allgemeinen in zwei Schritte. Zuerst ver-
sucht man, ein SBystem unabhingiger Binheiten von Maximalrang zu
gewinnen. IHieraus stellt wman dann Grundeinheiten her. Der erste Teil
izt dabel meist sehwieriger. Man hat nidmlich Gitterpunkte innerhalb
eines abgogrenzten Ruumes aufzusuchen, wobel die Abgrenzungen so .
sind, daB sieh day Problem dem rechnerischen Zugritf entzieht. T kon-
kreten Fall ist es ofti besser, ,,seniigend” wviele Minheiten — etwa in der
Banisdarstellung (8) — zu erzeugen und zu prifen, ob bereits maximal
viele unabhiingies darunter sind. !

In I liegen die Gegebenheiten giinstiger. Bei der Bestimmung dor
Minimaldiskriminante dy, in [4] traten zwélf Polynome auf, deren Wurzeln
alle wu F isomorphe Korper erzengen. Unter diesen Wurzeln befanden
sich nun sehon ¢lf Binheiten von . Aug ihnen lieBen sich sechs auswiblen,
die ein unabhingiges Rinheitensystem von maximalem Rang hilden.
Allerdings wird sich herausstellen, daB dieses System fiiv die weiteren |
Rovhnungen noch nicht optimal geeignet ist.

L

) Die Primitivitit von & p folgh auneh direkt darans, daB m = 7 Primzahl ist.
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Aus den sechs uﬁa.bhéi;ngigen Einheiten sollen nun Grundeinheiten
gewonnen werden. Das bendtigte Kriterium entstammt [3].

,,Gehoren g, ..., g, (k = 0, ..., B) einem Grundeinheitensystem von 7
an, so gehort die Einheit ,,, genau dann ebenfalls zu diesem Grund-
einheitensystem, wenn in Dy keine Zahl » existiert mit

(4) &g = Mg (g, me 2,y |m| > 2, 0 < |my| < |m),

i=1,.., k.7

Bemerkungen.

(a) Im Spezialfall & = 0 erhilt man ein Kriterium dadtiir, ob &, iiber-
haupt einem Grundeinheitensystem. angehtrt., Gleichung (4) lantet hier:
gy = hA

(b} Man tiberlegt leicht, daf man schirfer m > 0 (eventuell Uber-
gang 75"y und 0 > m; > —m, i =1, ..., k{eventuell Ubergang #-» Héy)
fordern kann. ‘

Im allgemeinen mufl sogar m =1mod2, also m >3 gelten. Das

_kann man entscheiden, wenn man (4) auch fiir die Konjugierten studiert
(Vorzeichenvergleich).

Ansgangsbasis fir die Rechnungen bilden die bereitx erwihnten
sechs unabhéingigen Hinheiten, die in der Gestalt (3) vorliegen und sy, ..., g,
heifien sollen. Dann ist fir & = 0, ..., 5 festzustellen, ob (4) in Dy losbar
ist.

Dazu betrachtet man bei festem % (4) anch fir die Konjugierten

und erhiilt die siehen Gleichungen:
(5) O = (TR (=1, ., ).

Hieraus gewinnt man Schranken 8; fivr die 4|, indem man

m— 1 fir e <1
l/sz)wmj< / f=1,.... %
l } < [eﬁ"l fiir IEEZ)I -1 (J 1 eees K}y
sowie
L 7 1 fir el <1
%A L ——" . Bemerkung (b
SISV fe st | g (b

abschitzt. Setzt man eine mogliche Lésung » von (4) in der Gestalt {(3) an:
(6) N o= teoto e (geZ,j=1,..,17,

so folgt durch Multiplikation mit Elementen w; (4 = 1, .y 7} der dualen
Basis von F einerseits nach Definition der dualen Basis

(1) Bp(nw:) = D e8p(dw) = ¢

F=1
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und zum anderen
7 7
(8) Spmodl < X PPl < 3 8ol = 1,
=1 =

indem man die im ersten Abschnitt berechneten Werte fiir o) einsetzt.
(7) und (8) rusammen ergeben nur endlich viele Mbglichkeiten fiir die ¢;
(4 =1,..., 7) und damit auch fir . Mittels der gespeicherten Werte off)
bere(f.hpe‘b man fiir diese 5 auf dem Computer alle Konjugierten ,,analytisch”.
Ist g > 8; fir ein ie{l,...,7}, wird n eliminiert. Sonst berechnet
man durch Produktbildung N(y)} und iberpriift N(s) = +1. Pir ver-

“bleibende (Binheiten) u, 188t man nanalytiseh” das Gleichungssystem

(5) in logarithmierter Form mit m,, ..., iy, m als Unbekannten. Exis-
tiert eme Losung me Z, jm|> 2, so untersucht man »arithmetisch®,
ob (4) mit diesen m, my, ..., my,, 5 tatsichlich gilt. In diesern Fall wiire
&, dnrch 4 zu ersetzen. Existiert dagegen keine Losung von (4), 20 erhéht
man L wm eins und beginnt wieder bei (5).

Schwierigkeiten bei der Durchfiihrung des beschriebenen Vertahrens .

ergeben sich daraus, daB mit wachsendem % die Schranken T, fir die
Koctfizienten ¢; so groB werden, daB die Rechenzeit fiir die I"Iberprﬁfung
der méglichen Zahlen 5 auf ein nicht mehr vertrethares Mag anwachst.
Sind fir & =0 etwa 500000 Zahlen 5 zu betrachten, 8o wiren es bei
diesem Vorgehen fiir & = 5 bereits iiber 2.8-10°, was viel zu viel Rechen-
zeit in Anspruch nidbme. Versucht man darauthin, die durchgefiihrten
Abschitzongen zu verbessern, so erkennt man, daB dies in zweierlei
Hingicht moglieh ist. Zundchst sind Auswahl und- Reihenfolge der zu-
grunde liegenden unabhéngigen Einheiten s, ..., e, wichtig. Die Werte
der Konjugiertenbetriige |sf’| sollten moglichst klein sein, das heiBt im

- allgemeinen dieht bei eins liegen; je mehr von ihnen dann unterhalb

eins liegen, desto hesser. Als zweites lassen sich die Schranken 8; ver-

m_ ‘
bessern, wenn man hei den Abschitzungen der V |97 subtiler vorgeht
und etwa e 2" Wille 0 < —my < mf2, m/2 < —my; < m(f=1,..,k)
unterscheidet., Man erhilt:

1 tiv gt <1, 0 —m<m2,

?}f{?) m:j"l“ < I/@ fiby Eaff)l =1, 0 —my < mj2,
. Vil fie ) <1, m2 < —my < m,
et (6P > 1, m2 < —my < m.

Tiine Unterscheidung in noch mehr Fille lisfert natiirlich auch bessere
Schranken, wird aber datiiv sehr aufwendig. :

Betrachtet man die elf gegebenen Einheiten von F und noch weitere,
die in den Anlaufrechnungen (% == 0,1) als Kandidaten 1 auftreten,
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unter dem ersten Gesichtspankt, so wird man nicht wehr o), ..., tg,
sondern.

oy = —2—do+40" +50"— o' — ¢,

oy = — 20+ 80" —4g’ - 6gh+ ¢° - o,

(9) o3 = —3-+20+ 100"~ 46> —12¢° 4 o - 2%,
0y = ¢, ' '
o = —2+¢%

o5 = 2420 --8g" o'+ 6"~ o

als uwnabhéingige Finheiten auswihlen. Der Regulator von o, ..., o
betriigt 14.45. Eine untere Abschiifzung fiir den Roegulator £ von &
gestattet es, den Index von ay,...,0; in ecinem Grundeinheitensystom
von ¥ zu bestimwmen. Die beste mir bekannte Absehditrung [5] Tiefevt
|E| > 0.03627, der Index ist kleiner oder gleich 398, Mogliche Liisungen
von (4) kdnnen also bereits eliminiert werden, wenn fir sic m - 398
ist.

Mit ay, ..., o; liBlt sich nun das beschriebene Verfahren s Crewin-
nung eines Grundeinheitensystems tatsdchlich ohne allzu groen Roclen-
aufwand durchfithren. Bemerkenswert orscheint ed, daf allein Dbeim
sechsten Schrith (k = 5) die Unterscheidung in 2% «= 32 Tille die Anzahl
der méglichen » auf 1/15 der virspriinglichen Anzahl reduziort.

Rechenzeit 145t sich auch noch eingparen, wenn man mehrere Schritte
des Verfahrens simultan durchfithrt. Man berechnet dabei 7 Hir die grobi-
moglichen. Schranken und versucht, (4) gleich fiir mehrere k-Werte zn
losen. Das empfiehlt sich besonders, wenn Dbereits alle Sehranken grof

. 8ind, also etwa fiir & = 3, 4, 5. Man erhdlt schlieflich alx Tresnltat: .

Sarz IT, oy, ..., 00 aus (9) bilden eine Basis der Einheitengruppe dos total

recllen algebraischen Zahlkirpers sichien Grades mit Minimaldiskriminante.

4. Die Klassemzahl. Du in jeder Divisovenklagse vou J oin ranzor
Divisor ¢ mif einer Norri

. Vo
(10) N{a) < l—;— ;/d,z,.] = 27"
Hegh [1], wird man sunichst die Zerlegung aller Primzahlen el 28 in
Betracht ziehen. Dabel inferessioven Primdivisoren vOn 2 bis zum vierten,
von 3 bis zum dritten, von § Dis zum zweiten und von 7,00, 18, 17, 19,
23 nur ersben Grades. Ist p nun ein Primdivisor vom Grad [y der die 1rim-
zahl p teilt, so enthilt Dy/p gerade p/ Tileroente, die sich in dor Gestult

a ‘ -1 p—-1
(11) b =ua +aag—]—...+afgf“l-{-ef (“te{“ ? yeens _FP__N_.._I

2 N

fir ungerade p, a;¢ {0, 1} fir p =2, 4 =1,...,f)
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reprisentieren lassen. Genau eine dieser Zahlen b muB demnach durch p,
ihre Norm durch p’ teilbar sein.

Fiir die Zerlegung aller Primzahlen P = 23 bietet sich daher folgendes
Verlahren an:

Fiir jedet p berechnet man gemil Abschnitt 1 die Normen der o
Zahlen b aus (11), wobei f von eins bis zu einer von p abhingigen, oben
angegebenen oberen Schranke léuts, und priift j edesmal, ob ¥ {b) durch p’
Geilbar ist, T £ = 1 erhiilt man so die Existenz von Primdivisoren ersten
Graded. Dagegen bestimmi fi f=1 nicht unbedingt jede der Zahlen
wit p/| N (d) einen Primdivisor vom Grad f; falls nimlich Primdivisoren
niedrigeren Gurades existieren, kénnten auch. Produkte von ihnen in b
aufgehen und p/{¥(d) hervorrufen. Das lafit sich mittels Division in
By (Abschnitt 1) entseheiden.

By erweist sich als zweckmiBig, die Normen aller Zahlen b gemil
{11) ft';r P =23 zu bestinunen und avf Teilbarkeit durch p’ fiir p < 23
und f =1, 2, 3 zu untersuchen. Fir die Zerlegung einer Primzahl P23
werden dann jedoch nur solche b beriicksichtigt, deren Koeffizienten &,
(i =1,...,f) dem absolat kleinsten Restsystem modulo p angehdren., -

Tm ersten Schritt, f = 1, erhélt man

N{g~8) =17-12627L, N(p—4) = 23593, N(p+2) =7

Weitere Zahlen b = o+a, mit jo]N (b) treten nicht auf. Also besitzen
genatt die Primzahlen 7, 17 und 23 Primdivisoren ersten Grades p,;, pys,
P Py = ¢-+2 ist sogar Hauptdivisor.
Mir f = 2 bekommt man:
N {(g*— 100~ 8) = 235231, -N(e*+70—4) = 172737,

N(gthTo—~1) = 1732887, N (g®+3) = 7:859
und auBerdem,
N(o*—4dp+2) = 7817, .

Wegen (p-+-2)[(p2-~3) enthilt 7 keinen Primdivisor vom Grad zwei.
Forner hiat
¢* - dp-2
(¢--2)(g-+2)
die Normn 17, Damit ergibt sich weiter, dafl der Primdivisor exsten Grades
von 17 die Gestalt
Pur =40’ - 00° 100" + 8" 100 —4p—1
besitzt, also Mauptidivisor ist. Wegen Pirl(@*+To—1) und py; 1 (g2 +Tp —~4)
wird 17 yudem von genau einem Primdivisor zweiten Grades, p,,,,, geteilt.

Daher kann 17 nur noch in der Gestalt 17 = PrPir,Prr,s Mt einem
Primdivisor Pur,a vierton Grades zerfallen. '

== 49" - 605 —10g" +- 80" 4+ 106> — 49 1

7 — Acta Arithmetice XXX.2
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BcehlieBlich ergeben die Rechnungen fiir f == 3:

N(g>—*+8p—2) = 1731613, N (g®--10g°+Tp—1) = 2337,

N(e®—20°+0+1) =5% N{g®—380"+20+3) =T,

N{e®—*+60+4) = 139199, N (g*4-3p--8) = 178149,

N(g®4-9024-904-9) = 233181277
und. zusitzlich .
N(,93-|—392——4@'~4) = 53238, N{o'—p*—-Tpo-4) =139

Also gind 2, 3, 11, 19 in F frige; deun sie besitzen keine Primdivisoren
ersten, zweiten oder dritten Grades. Ferner gilt 5 == PsaPs,e Und 13
= Puasbs,e it Hauptdivisoren psy = ¢®—20%- ¢ 1, i, == @' — 0~
- Tg~~4 von drittem und P4, piy, von viertem Grade. Wegen (0--2)]
(¢°~3¢°+2¢+3) hat 7 keinen PTrimdivisor dritten Grades; es gilt
7 = ppq,¢ mit einem Primdivisor sechsten Grades p,,. Weiter teilt P17
die Zahlen' g*--30+8 und - p®--80-2, was nach den Ergebnissen
des zweiten Schrittes zu erwarten war. Schlieflich ist

Q3+3Q2"‘4Q 4
e —20*+o+1

auch py; also Hauptdivisor. Zum Schlul zeigh sich noeh py 1 (¢ — 10 - 8),
Pual(*—10g%+Tg 1) und Py (e®--902 +90-+9), so dab 23 genan wie 17
zerlegt ist,
Damit hat man aber nicht nur die Zerlegungen allexr Primzahlen
P<23 in F gewonnen, sondern auch :
Sarz ILL. Der total reelle algebraische Zahlkdrper siebien Grades mit
Mindmaldiskriminente besitzt die Klassenzalbl b = 1.

= 40" +20°— 250"~ Tg' + 870" + 0~ 18 = py,

- Die erforderlichen umfangreichen Rechnungen wurden auf der
Anlage Oyber 76-des Rechengentrums der Universitit zn Koln {Abschnifit 2)
und fiber die Datenstation IBM 3780 des Mathematischen Instituts der
Universitit zu Koln an der IBM 370/168 der Kornforschungsanlage
" Filich durchgefiihrt, '
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