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Critéres d’irréductibilite des polyndmes
composés a coelficients dans un corps fini

pa

Hmvon Acou (Lyon)

Dans ce qui suit, on considére un polynéme irréductible monitzlue
FfeF,[X], ot F est le corps fini ayant ¢ = p* éléments, oll p est premier.
On étudie Pirréductibilibté des polyndmes composés flg (X)), obtenus en
substituant divers polyndémes moniques g(X)e F,[X] & X dans f(X)

Je remercie M. L. Carlitz pour les suggestions eb les indujatmns
bibliographiques qu’il m’a cormnuniquées an cours de la rédaction de
oot article.

1. Un lemme fondamental.

1.1, Lmwvs. Soient f, g« F,[X] des polynomes moniquos de degfrésdwe-
spectifs m = L et m3 1y on suppose f irréductible. Pour que 18. .p_olynome
Flg(X)) soit irréductible dans F,[X], il faut et il suffit que les coefficients duns
F [X] du polynéme |

. -1 , . B
X, T) = h (T —X7™) — g(T) +g(0) —( = 1y* X" e F [X] LY ]
k=g . .
appartiennent & Vidéal f(g(X)) F,[X).
On note I, la cléture algébrique L_%’Fp,, de Fy.
fg 3

Montrons que la condition est ndeessaive. Comme [ et f (g(X)) sont

irréductibles, il existe e If,, ot Eell yun tels que

n—-1 : mn—1 F
D =[x et flpX) = ]'U] (X — &9,
j=i i
Puisque & ost racine de
. w—1

Hoxy = [ lo—67),

s,
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< n--1 et tel que g(&) = g7
(0L k<t m—1); on a ainsi

il existe un unique j tel que 0]
de g(X)— 0% sont les & "

m—1

g(x)_agj - ” (_Z— fq]m),

fow 0

Les racines

ﬂq] = g(O) - *1)9351\7—1«',]':;»77.{41"”71(5)

et

(X) - BgJ = g -X) (O) + )m.NFq'mnﬂ“qn(E) .

Ceci montre que £{§, ¥) = 0. Les coefficients dans F [X] du polyndéme &

ont donc & pour racine ef, par suite, sont dmslbles dans I, [X] par le

polyndéme minimal f(g(X) ) de & sur F,.

La condition ext suffisante. Soit & ¥, une racine du polynéme flo(X)

m~1 - .

On a par hypothése k(& ¥) = 0, clest-d-dive ] (X — &2 "y =g(X)—8,
Jowm Q) '

en posant # = g{0)—(—1) Les coefficients du polynéme

g(X)— 0 appartiennent 4 FQ, & V’exeeption peut-étre dn terme constant
m—1

[ (X —g™,

lma0
) dans F sont

§(qﬂm ._lJ‘l(qﬂ __,1)

g{0)— 6. Par suite, pour tout j= 0, on a g(X — 67 =

Comme f(g(&) =0 et g(& =0, les racines de F(X
6, 6% ..., 67" et on a ainsi

n—1 ma~—1

flo@) = [Jlox)— o) = [] (x—e5).

=8 =0
= X" +aX"'+... Daprés Uhypothése, f(g(X
. n—1
le coefficient dominant (dans F,[X]) de h[X, Y], qui est — (@ +w2 X“’m) :
) 0

Pogons ¢(X) ) divise

* . k=
les racines de ce dernier polynéme sont simples puisque sa dérivée est —1.
Par guite f (g(X)) est le polynéme minimal de & sur F,. Dol l'assertion.

1.2, Voiei deux applications du lemme précédent. Soit f(X) = X°+4
+X+1eF,[X]; f est irréductible. Soit g(X) = X*+ X e F,[X] Avec
les notations de 1.1, on a

flgX) =X+ X+ X+ X +1
et
BX,Y) = (X4 + X+ X)L (XL X5 4 1) Y.
Modulo fg(X)), on a X* = X"+ X°+ X +1; d’oht Pon déduit facilement
que

X =X'4+X eof X
et, par suite, que

XL+ X =0 et X1 X4 X041 =0.
Done, X*4L X" X°+ XY +1 est irréductible sur Fg.l

=X5 L X1
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Soient maintenant f(X) = A2+ 1le Fy[X] et g(X) = X*+ X e F,[X]-
Avec les notations de 1.1, on &
flg(X) =X+2X°+X+1 et X, V) = -F(X°+X+1).

Modulo f(g (X)), on & X’ = X +2. D’aprés le lemme 1.1, X*+2X* 4 X* 1
est irréductible sur F,.

1.3. Tutorive. Soif ue F,[X] un polyndme monigue et dirréduciible
et s0it m un diviseur > 0 de deg(u). Pour gu'il ewisie des polyndmes moni-
ques f, ge F [ X] tels que u(X) mf(g(X)) et deg(g) = m, il faut et il suffid
que dans F, [X],

w( - 1)mx(qdeg(u)_1}'|{qlleg(u)fm_1)

soit congru module w(X) & un polyndme monigue de degré m de F, [X],
ayant © pour racine.

Ta eondition est nécessaire. Avec les notations de 1’énoncé, soit u
=f (g(X)) cet irréductible et soit n = deg(f). On a deg(u) = mn. D'aprés
le lemme 1.1, le polynéme —g(X)+g(0)—(—1)™ X€""-0E*-) gppartient
& Pidéal u(X) F,[X].

La condition est suffisante. Soit = = deg(u)/m ef soit ge FQ[X] un
polynéme monique de degré m tel que

9(X)—g(0y = —(— 1" XD mod w(X).

Soit £ une racine de w dans Fypm, on a g(&)e Fpu. Le polynébme
-1

L =JlE-

i=0

(s(&))

appartient & F,[X]. f (g(X)} est un polyndme monigue, de degré mn,
dle F,[.X], dont £ est une racine. Donc f(g(X)) est divisible dans F,[X]
par le polyndme minimal »(X) de ecette racine. Done u =F (g (X)].

1.4. Voici une application de ce 1é=“.u1ta.t (cf. infra 3.1).
Soif

W(X) = X+ X+ X'+ X+ 1e F,[X];

" ce polynéme est irvéductible sur ¥,. Avee les notations de 1.8, prenons

m=2. On a .
: peS-nret-1) oy,
Mais, module %#({X), on a:

_ X =X1+X+X1;
on en déduit que :
: X = X+1,
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done que . '
X =X4+X
" 11 existe par comséquent un polyndéme irréductible f(X)e Fo[X] de
- degré 3 et ae Iy tels que:
w(X) = f(X*+X+a).

En posant f(X} = X+ e+ X+, f{X)

et (X} =1 on a:
() = fla)+ (X + D) fy(a) + (T + X)'fo(a) + (X7 4 XY fu(a),
Par identifieation, on voit que
w(X) = (X4 XP 4+ (X+X) 1l = (X +X+1)P - (XX 1)1,
{On observera que la congruence X*+ X 41 = 0 mod 1(X) redonne, dans
ce cas particulier, du méme coup, Pirréductibilité de «(X) sur F,.)

. Dans les paragraphes suivants, nous allons donner d’autres appli-
cations de 1.1, retrouvant Iy et améliorant des rdsnltats contenus dans
[2], [8], [4] et [6].

. 2, Irréductibilité des polynmdémes f(X™) (cf. [3], § 34).
2.1. Lo, Soient fe F,[ X un polyndme de degré n tel que F(X) = X
et m um entier > 0 divisant ¢ — 1.

(a) Les conditions suivanies sont équivalentes:
(i) Les coefficients dans F,[X] de

m—1

[J o=z v

o=

appartiennent & Pidéal f(X™) F, [X];
(il) Les coefficients dans F,[X] de

= Xﬂ"‘ﬂ: fﬂ(x) =X4u

i)mx(qmn_m(qn_l}e Fa [.X, Y]

m—1

[T (x—x )~y

Rl

appartiennent & f(X™ F 1X7;
(ili) Les coefficients de

U (.X, ¥) = —l)mX('lmn"l)f(&‘"‘—l)—m

m—1

= H (Y%X(Hk"'—l)lm) . Ym___(

Ree=()

] (X, ¥) _ 1)"”‘3’_’((’11”'”“1)/('17”—- 1<
appartiennent & f(X) F,[X].

(b) De plus, si Von suppose f irréductible sur F, et si £ Iy, est une
racine de f(X™), ces conditions sont éguivalentes &
(iv) #(& X) = 0.
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(a) Comme f(X) » X, (i) et (ii) sont équivalentes. Iautre part, si
u, v et we F,[X] et si w n’est pas constant, il ext clair que, pour que %
divise ®, iI faut eb il suffit gue u(w(X)) divise 'u('w(X)). Cette remarque
montre que {ii) et (iii) sont équivalentes.

(b} T1 est clair que (ii) entraine (iv). Inversement, supposons (iv)
vérifide. Les coetficients dans F,[X] de »(X, ¥) ont pour racine £ qui
et racine du polynéme irréduefible f{X). D’olt (iii).

2.2. Tutorime. Soit feF,[X] un polynéme monique, irréductible,
de deqré u et Vexposant () el soit m un entier > 0 divisant " —1 éb tel

n_
g 1) — 1. Alors f(X™) est irréductible sur P,.

que (’m ,

On va montrer gue f vérifie la condition (iv) de 2.1. 8%l en est ainsi,
f vérifie 1a condition (i) c’est-a-dire le lemme 1.1, ol lon fait g (&) = X

ce qui entraine alors le théoréme.

P

Sofent 4 = =

, EcF, une racine de f(X™) et y un générateur

” _ 71_1 J'n?-
de Fi. Comme &% c Fin, ona g = y™ et ona(a, m) = 1. Doncy = o =1

est une racine - ¢me de 1 dans Fpn, d'ordre m.

Comme ™' = z¥, on a
-1 m—L
[] - -y = [T (¥ —of) = Tm—1.
k=i
De plus; i q = &0 on 5
o= — (1"

Mais alors, avec les notations de 2.1, on a u(§, ¥) = —1—(—1)"a
=0.m :

3. Irréductibilité des polyndmes f(X?— X —Bb). On rappelle que l'on
a posé g = p°. ,
3.1, Tméomimz. Soit f(X) = X*+aX " 4.+ a, un polyndme dir-
réductible de F, [ X] ef soit be Fy. Powr que le polyndme f(X'— X —b) soil
irréductible, i1 fout et il suffit que

TrquFj] (@) # ”TI'Famﬁ(b) -
Pour abréger, posons, pour se ¥y,
. -1
TI‘(IL‘) = TrquFp(m) == w-i—ﬂ:p"l—. . -I—.’L‘ps

(1) ¢ est, par définition, le plus peﬁt entier > 0 tel que f(X)

divise Xe¢—1 dans
F 1X). .
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fv'
b
fu=}
[=]
=1

() Dang F,[X, ¥], on a

-1 p=1

[ (¥ — X —Tx(nb ) = (¥ —X) [ | (¥ —X — kT (nb —a))

= Y?—XP— (¥ —X) (Tr(nb —a)).
{b) Pogsong T'(X) = XX ...+ X e, pour k> 0,
Fms-1 . )
W (X) = > X,
im0
On a
S
FX) = 3 (LX) 4. LTI,
I=0

Puisque f{X)

_ est irréductible, on sait que o --7'(
Done ‘

X) = 0 wod f(X)

Y (X) = —kTr(a) mod f(X).
Pour k>0, on a

: kns—1
- kng -
=3 (@ X b)mﬂ)+x+ﬂnrm,,, (b)
=0
o= Vel P — X —b) 4+ X+ nTr (b).
Par suite, poar £ 0, on a

XP" = X 4 kTr(nb —a) mod f(X? — X —).

(¢) Dlaprés 1.1, pour que f{X? —X —b) soit irréductible, il faut et
il suffit que les coefficients dans F [X] du polyndme
pe-1
H (y_Xak”) (TP — T} — (— )P T+t DP
k=0 )

el

:Y) it 1 ]"[ .Ypims

R )

ﬁ T— Xplms ( Yo _

soient congrus & 0 modulo f(X?—X —b). D'aprés (a), cette condition .
ext équivalente & la suivante: '

f(XP—X —b) divise 1 —(Tr(nb~a))*?, ou encore (T (nb —a) ™! =1,
g'est-d-dire Tr{nbd) # Tr{a).

3.2. Te theoréme 3.1 permet de retrouver divers résultats de L. I0.
Dickson.

En prenant f(X

e = X, le théoréme 3.1 redonne le résultat cité dans [31,
P 29. | | |
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Bn prenant & = 0, on retrouve celui donné dans [3], p. 34.

Enfin, soient f = X"+ aX*'--... « F,[X] un polynéme irréductible
e be F,. La méthode utilisée pour démontrer 3.1 permet de déroontrer
facilement les résultats suivants.

Pour que f(X?— X —b) soit irréductible, il faut et il suffit que g == p
et que e % nb; of. [8], p. 30.

Pour que f{ X" — X —Db) soit 11réductible, it faut e’r il suffit que » =1,
g =9 ek a s=b, par suite que X" —X-b)=XF—X—-b+a. _

Ce dernier résultat peut se dédnire d'un thememe dft & A. F. Long
([4], p- 307); on notera que la condition & = b est indispensable dans
ce résultat. Wons allons développer ces dernidres remargues.

4. Trréductibilité des polynémes f(X? — X). On pose tonjours ¢ = p°.
4.1. Levme. Soit fe F [X] un polynéme irvéductible, de degré m.

Soient r un entier > 0 et g = ppem(r, ns). Alors on «

X? X = 0 mod (X — X).

F(X) divise X _ X dans F,[X] Pox suite, f(X¥ —X) divise
(X~ TP (X¥ — X) et done (x—“” P — (X"~ X).

Les congruences suivantes sont écrites dans Iy [X] mod_u]o flxe —x).
Par récurrence sur k= 0, ce qui précéde montle que

(Xpns I)pkr = X pns —X.

D’oll, en faisant kb = ufr,

(X =X X
et, pour tout Az 0:
X = g X
En faisant & = vj{#, sn), on ‘a; done
X =X —X)+ X.

Dol par récurrence sur k20
(4.1.1) XX = (XY — X).
Dol le lemme, en faisant k =

4.2, ILevwvm. Soit fe F, [X] wn' polyndme monigque drréductible de
degrén et v un entier > 0. 81 f(Xl’ — X)) est irréductible sur Iy, alom(w ns) =1,

Soit 4@ un diviseur de (7, ns).

(3) Ona X —X = (Xﬂ"”"’d‘”+....+X)2°‘i—(ﬂ
F(X* — X) est irréductible anssi.

i 1’+ —|—X) Done
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(b) Pour que f(Xpde) soit irréductible, il faut et il snffit, d’aprés
1.1, que la condition suivante soit vérifiée: les coefficients dans I',[X] de

_j)d—«l

ﬂ (X E7™) — (77— ) (-1 o e
o} '

sont dans lidéal f(Xf’d—X ) F [ X].
(¢) D’aprég (4.1.1), on a, pour k=0,

X7 = X+ h(XP™ — X) mod FX—X),

puisque le ppem de 4 ef de sn est sn.
D'autre part, dans F,[¥, 7], on a (théoréme de Guuss-Wilson)
nl-1 : ‘
[] (¥—12) = 7" (=t yy,
fem .

En substituant X7 —X & Z, on voit que la condition de (b) s'éerit;
encore: les coefficients dadns F,[X] de ¥— Yl’d_l(X?mm X)e-129t gong
congrus & 0 m?dulo J(X* —X). Cette dernidre condition est équivalente
44 = Let (X7 —X)"™! =1 mod f(X? — X) ou encore s d = 1 et f{X? — X)
est irréductible. : o

Diol (r, ns) = 1.

4.3. Le lemme 4.1 donne des précisions supplémentaives. En effef,

“avec les notations de ee lemme, f(X* —X) divise X —X. Comme 'n

divise 22 = 27

: (7, ns)

Maiy alors on a7 =1 ou bien p = 2, » = 2 et us est impair. D’ol e théo-
réme suivant. ' '

» Duisque f(X¥" —X) est irréductible, on a "™ = r.

4.4, Todorine. Soit fe Fy[X] un polyndme monique de degré n el
soif ¥ un entier > 0.

On suppose que f(X? —X) est irréductible sury K,

Pour que f(X* —X) soit trréductible, 4l faut ef 4l suffit que Vune des
deux conditions swivantes soit vérifide:

(1) r=1;

() p =2, 7 =2 et ns est impaoir,

Compte tenu de ce qui précéde, il reste 4 prouver que si ne est impair,
FIXE—X) est irréductible sur Fys. Or ceci résulte de 3.1, car X*-.X
= (X - X —(X*-X) dans F[X] et le coefficient de X! dans
FIXE—-X) est n. .

4.5. Comme il m’a été signalé par le rapporteur de cet article, ce
résultat se déduit facilement de théorémes dts & A. T Long [5], p. 63,
th. 5.1 ef 5.2, en procédant de la manidre suivante:

icm
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Avee les notations de [5], pour que f(X* — X) soit irréductible, il
est nécessaire que ' = 1. Maig alors la seule valeur de ¢ est ¢ == 1 et done
N1, p%/1 = p% mais p? 5 1 pour d > 1. Les conditions du théoréme 5.1
ne sont donc pas réalisées. :

Dans le théoréme 5.2, nous devons avoir ! =1 ef par suite ¢ = 1.
Pour établir que f{X? —X) est irréductible, nous devons écrire que

N, prayp*tt =1.

Alors p*d = k+1 et nous obtenons les deux solutions, en remar-
gquant que d = (r, sn):

(a) K =0,d=1, r =1;

Mp=2 k=1 d=1¢e r=2

CUe qui donne les conditions du théordme 4.4.

5. Irréductibilité des polyndmes f(X?—aX).

5.1. Nous allons maintenant généraliser un résultat de O. Ore ([6],
p. 262).

THEOREME. Soient fe F [X] un polyndme monigue, irréductible, de
degré n et ae Fy . Pour que f(X?—aX) soit irréductible, il faut et il suffi
gue § =1, o =1 et que f{X) ne divise pas

b AN AT €
{a)-Par hypotheése f(X) divise X“ﬂ—X; done
(X0 —aX)® —(X?—aX) = 0 mod f(X?—aX).
On en déduit par réeurrence sur % > ¢ les congruences suivantes modulo-

JiX—aX):

-

aflm -1 , a’kn _ an )
P o X o X s & #1,
X 45X —X) i =1

(b) Bupposons a® = 1 (done g s 2). Supposons f(X?— aX) irréductible.
Le lemine 1.1 montre alors que

g—~1

> X7 e 0 mod f(X?— aX).
k=0

= X _x
; on & done

1)
Drapres {a), modnlo f(Xq__ aX) on a Z.lq == —m
Je==0
X" _X =0, ce qui est absurde. Done o™ =1.
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Placons nous dans ee cas. Pour que F(X?—aX) soit irréductible, il
faut et il suffit, d’'aprés (1.1), que les coefficients dans F,[X] de

g1

n (¥ — X e (Y= aX)—(— 1) pe@" =m0
k=0

soient congrﬁs 4 0 moduloe f(X!—aX).

Compte fenu de (a) et du théoréme de Ganss—Wilson, cette condition
est éguivalente & la suivante: les coefficients dans F,[X] de aX¥ —
—(X'—‘”—2!?)(”"1’1”'""1Y-f”;_1 sont congrus & 0 medulo f(X?—aX) cest-i-dire
48 =1et

(X" — X = a mod f(X* —aX).
Posons alors
. WX) = X X" e X
on &
w(X)P —au(X) = X" — X = u(X* —oX).
La condition précédente s'écrit encore
4%(X? —aX)?" = ¢ mod f(X¥ —aX),
c’est-d-dire ‘
w(Xy" = o mod f(X)
ou encore f(X) ne divise pas w(X). m
5.2. TEBORIME. On suppose 8 pair. Soit f(X) = X*—aX"'—... —a,
um polynéme irvéductible de F,[X]. Pour que f(X” + X) soit irréductible sur B,
il faut ef 1l suffit que

Z(—l)j“laps_j # 0.
&

(a) On a '
nE—1 :
T = (3 (—1 2P 4 (-1
o= .
Posons
ns—1 .
%&(X) — 2 ( . 1)aws--k+1 ka,
Jemal)
8 -1
iy S -0
b=2(_1)i 1% 7 et T(X)ﬂE-A."”s,
On a = ' =t

w(X) = P (—1yT(x*
. j=1

‘On 2 done, modulo f(X* + X),
. Xpns =h +.X;

i, pour 5= 0 .
X{,Ims = kb—l—.x
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Dlautre part, le théoréme de Wilson montre gue
P-1
[] (¥ -2 = 77— X —(¥ — X)b*'mod f(¥* + X).
k=0 .
(b) D’aprés 1.1, pour que le polyndme f(X?--X) soit irréductible,
il faut et il suffit que les coefficients dans F [X] de
p—1
n (Y_X «-n.) _ pr_ 17_( _Ql)PXJ-"l'--»'i'QH(p_l)
Jewn ()
soient congrus & 0 mod f(X?+X). D’aprés (a), cette condition s’6crit
»P1 41 =0, ce qui équivaunt & b = 0, puisque ¥4 b = 0.
5.3. Les résultats obtenus dans les paragraphes 3, 4 et b sont liés
4 l'observation suivante: le probldme essentiel est d’exprimer le reste
dans la division euclidienne de x" par [ [g(I)). Ceci est théoriquement
possible [1], mais les formules obtenues sont compliquées. Cependant,

X" = u{g (X)) +v(X) (o, ve F[X],u o 0,0 =0 ondeg(v) < deg(w))

ot si 4(X) = 0 mod f(X), on a alors X*™ = o*(X)(%) (modulo f(g(X)})

pour tout % > 0; on obtient alors des expressions plus ou moing maniables
m—1

pour ledit reste, selon que les coefficients dans F,[X7 de [] (¥ —2*(X))

g'expriment plug ou moins facillement modulo flgxy).  *°

() v¥(X) signitie oo (2(X)).
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