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Polynome mit nicht durch Restklassen
beschreibbaren Primteilermengen

yon

Vorxur ScEuLze (Clausthal-Zellerfeld)

Ist f(#) ein irreduzibles Polynom aus dem Polynomring Z[z] der
ganzen rationalen Zahlen in einer Unbestimmten z, so bezeichnen wir
mit

Py = {p: p Primzahl, es gibt ein acZ mit pif{a)}

dic Primteilermenge von f(w), mit K, den Zerfdllungskorper tiber dem
Kiorper € der rationalen Zahlen und mit & die zugehorige Galoisgruppe.
Ist £ eine Nullstelle von f(#), vo igt P; bekanntlich bis auf endlich viele
Ausnahmen gerade die Menge aller Primzahlen, die in Q(£) wenigstens
einen: Primidealfaktor ersten Grades besitzen. Eine einfache Charakferi-
sierung von P; ist nur in Spezialfillen bekannt, in denen P, durch Rest-
Klassen beschrieben wird. Eine notwendige nrd hinreichende Aussage
dariiber, wann dies moglich ist, ergibt sich leicht aus den Zerlegungs-
gesetzen fiiv Primideale in algebraischen Zahlkérpern. Nach [3] sind die:
Deiden folgenden TEigenschaften gleichwertig:

X,: Bs gibt einen Modul m derart, daf Py bis auf endlich viele Aus-
nahmen aus allen Primeahlen besteht, die in gewissen Restklassen des Mo~
duls m legen.

B,: Die Menge H aller Automorphismen aus G, die eine Nullstelle:
von flo) festlassen, ist Normalteiler in G mit abelscher Faklorgruppe.

Ist @ abelsch, so ist dies offenbar hinreichend, aber nicht notwendig
dafiir, daf f(a) die Eigenschaft E, erfiillt. Die Bigenschaft B, erweist
sich fiir den TFall, daB die Galoisgruppe nicht abelsch ist, als sehr ein-
schneidend. Vereinzelte Beispiele von irreduziblen Polynomen mit nicht-
abelscher Galoisgruppe und der Eigenschaft B, werden in [1], [2] und [3]
angegehen, wnfangreichere Klassen goleher Polynome sind dagegen nicht
bekannt. Umgekehrt lassen sich jedoch Klassen von irreduziblen Poly-
nomen bestimmen, welche B, nicht erfillen. Eine Aussage in diese Rich-
tung macht der folgende Satz. Interessant an ihm ist, daB iber die Strulktur
der Galoisgruppe G nur vorausgesetzt wird, daB G nicht abelsch ist.
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Sarz, Hin irreduzibles Polynom von Primzahlpotensgrad mit nichi-
abelscher Galotsgruppe erfiillt nicht 1,.

Beweis. Wir filhren die Annahme zum Widerspruch, daf das irre-
duzible Polynom f(#) von Primzahlpotenzgrad p* eine - nichtabelsche
Galoisgruppe G besitzt, und die Menge H aller Automorphismen aus @,
die eine Nullstelle von f(z} festlassen, ein Normalteiler mit abelscher
Falktorgruppe ist. Dann ist der H zugeordnete Zwischenkorper Ky nor-
mal tiber @, und wegen der Irreduzibilitdt von f(a) ist H == G. Das Poly-
nom f{z) zerfillt demmnach in Ky in irreduzible Polynome gleichen Gra-
.des, also in Polynome von Primzahlpotenzgrad, d.h. fiir den Zerfillungs-
kérper K, von f(z) iber @ gilt

(1) : PIE;: Kyl
‘Weiter gelte
[E;:Ql=mp', (p,m)=1.

Dann besitzt ¢ nach dem ersten Sylowschen Satz eine Untelgluppe der
Ordnung p?, der sin Zwischenkorper K’ mib

2) ' [K:Ql=m, [EpK]=p"

zsugeordnet ist. Wir betrachten K’ als neuen Grundkérper.
{[E':Q],p) =1 gilt fiir eine Nullstelle & von f(x)

pU|[E'(§): K], .

Wegen

d.h. f(x) ist irreduzibel itber K'. Die K, ither K zugeordnete Galoisgruppe

&' ist p-Gruppe. Die Menge
H =G&nH

aller Automorphismen aus ¢, die eine Nullstelle von f(») festlassen, ist
otfenbar Normalteiler in . Der H' zugeordnete Zwischenkorper K. ist
also normal iiber K'. Weiter gil

|H'| = &' ~nH| > 1
also ‘
(3) p|iH|,

denn anderenfalls wére (K'y Kg) = K, und damit wegel, (2)

PALE,: Ky
im Wldelspluch zu (1),

Wir zeigen nun, daf es einen iiber X' normalen Kmpe] K gibt mit
Ky = K und [Epx K] = p. Zundchst ist die Anzahl aller Kérper B mit

(4) 'KII’ = R = KJ«, [Kf:R] m_'p
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gleich der Anzahl aller Untergruppen der Ordnung p von H’'. Wegen (3)
gibt es eine solche Untergruppe, und nach dem dritten Sylowschen Satz
ist ihre Anzahl kongruent 1mod p. Da K5 normal iiber K’ ist, besitzt
mif B auch jeder zu R iber K’ konjugierte Korper die Bigenschaft (4).
Weiter ist die Anzahl der zn B iiber K’ konjugierten Eorper wegen

[B: K] = pf~!

Vielfaches von p, falls B nicht normal ist tiher K’. Insgesamt folﬂt die

‘Txistenz von I

Hieraus ergibt sich nun ein Widerspruch. Einerseits muB nimlich
jeder Automorphismus von K,| K als Automorphismus aus H' eine Null-
stelle von f{a) festlassen. Andererseits ist dies fiir einen von der Identitdt
verschiedenen Automorphismns von K;|K nicht méglich, da K als von
K, verschiedene normale Erweiterung von K’ keine Nullstelle des iiber
K’ irreduziblen Polynoms f(2) enthalten kann, und auBerdem fiir eine
Nullstelle £ von f(x) gilt K(£) = K.
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