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then the above argument gives A~ = 2¥2(2%._1)¥a*® in the theorem
above. We may compare this w1th Karatsuba s uniform estimation [21
with respect to k and &;

Ay (@) <€ o~ Rlog gk,

where a ig the same as above and B is some positive abgolute constant.
We may remark here that a slight improvement of the above theorem
can be obtained by choosing A(b) = (2(78b)**— 78(78b)'*--2)"? in the
above argument.
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Fonctions g-additives et formule asymptotique pour
la propriété (n,f(n)) =g

par

Mriopsn Ouvier (Bordeaux)

1. Introduction. Un théoréme bien connu de Cebyiev dit que la
probabilité que deux entiers n et m soient premiers entre eux vaut 6 fr2;
.autrement dit:

On peut s’attendre & ce que ce résultat reste vrai si les entiers =
et m gont tels que n = f(m), ont f est une fonetion arithmétique & valeurs
entidres, pourva que f ne conserve pas les propriétés arithmétiques de
I’entier #. Plusienrs résultats de cette nature ont été obienus notamment
par G Tn.. Watson [14], Erdss et Lorentz [4], T. Bstermann [5], ®. R. Hall
[8], [9], [10], et enfin par A. S, Fainleib [6].

Axu contraire, si la fonction arithmétiqne f préserve certaines pro-
priétéy arithmétiques, on peut espérer un résultat différent. (Pest ce qui
a été démontrd pour les fonctions multiplicatives par P. XHrdds [3] el
par B. J. Scourfield [13].

Dans ce qui wuit nous étudions sous cet abpect une fonction g-addi-
tive. Cette notion a été introduite par A. 0. Gelfond [7] et développéde
entre autres par J. Bésineaun [1], H. Delange [21 et M. Mendés-France [11].

Si g est un entier > 1, on dit que la fonction arﬂhméhque f.est g-addi-
tive si, quel que soib k> 0, on a: :

Flagh4-b) = flagh) +f(b) pour O0<a<g—1et 0<b<g~1.

On dit que la fonction arlthmethue F est g—n1u1t1p11eat1ve &, quel
que soit k= 0, on a:

B

Flagt+b) = Flogh)-F(b) pour O0<a<g—1et 0<b< g —1.
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En particulier F{0) =1 si F n’est pas identiquement nulle. En
outre, F est completement déterminée quand on connait s valeur sur
les entiers de la forme ag® (k> 0, 1< a << g —1). Il suffit d’écrive Lentier »
dans le systéme de numération & base g:

n = Zsk(%)g"’, avee O e {n)<<g—1 pour tout ¥ =0
E=0 . :
La valeuwr #(n) est donnée par: *
o0
Bn) = [[Flep(n)g").
k=0

Un exemple simple de fonction g-additive est fourni par Ia fonction
wsomme des chiffres en base ¢g” définie par:

s(n) = D ey(n).
k=0

Dang la soite nous évaluons en particulier la probabilité pour que
[, s(n)) = 1.

8i 4 est np ensemble d’entiers positifs, nous noterons d(4) sa densité
&l elle exigte, €4 le complémentaire de 4 dang N*,

La relation n divise m sera notée n|m, la relation » divise exactement m,
n|lm. '

La lettre p désignera tonjours un nombre Dremier.

SBoient m et g des entiers positifs donnés.

Soient M(m} et 8(g) les suites d'entiers suivantes:

M{m) = {n] n = a (mod m)},
= {n| s(n) = b (mod 0}

- a et b étant des entiers queleonques.

Nous savons grice & Gelfond [7], que les ensembles Mim) et S(q)
sont , statistiquement indépendants” si et seulement si (g, g—1) =1,

Plus précisément d(M (m)) et d{8{q)} existent et valent respecti- .

vement 1/m et 1/g. En outre:
' d,(_M(m)nS(g)] = @{M (m))- d{8(g).
Un nombre premier p étant donné, définissons la suite B (p) par:
B(p) = {nl pl(n, s(n))}.
Le résultat précédent montre que %1 p ne divise pag §—1,

1
d(E(P)) = Pt -
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D’autre part, il est aisé de démontrer que si p divise g—1,
n = s(n) (mod p),
de telle sorte que dans ce cas: '
1
p)) = —

»

8i on admet que les ensembles (CE(p)]p sont ,indépendanis”, on obtient:
ANCEp) = [ [a(CB(»))
B [

Le premier membre de eette épalité est la densité de Iensemble des entiers
n tels que (n,s(n)} = 1.
1 est facile d’évaluer le second membre:

[TalcEw) = []alCEw) [] a(CE®).

» -1 pie—1

a(B

Remplagons d(CE p)) par &a valeur:

[Jaesen- [16-3) [T6-3)

Plo—-1 otg—1

Compte tenu du fait que:

nous obtenons:

d({nl (12, s(n)) = 1” =

6 1\
= H (1 + _) .
T ple—1 P :
C’est un des résultaty gque nous démontrerons.

Trtorkme 1. Soil s{n) la somme des chiffves de Dentier n éerit dans

~ la base g; soit ¢ un entier positif.

Soit: Blg—1, q) 0 tel que pYlg et p*THg—1}. On a,

pour tout s > 0:

= {p| il emiste a =

_:E)_

—1
1+ —1—) + Of{logw)~"*+9).
P

< " peE(g—-1.0)

(,,, 3(%))
En particulier, si g = 2 et ¢ =1, on obtient: La probabilité que 7

soit premier & la somme de ses chiffres en hase 2 vaut 6/=%
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Enfin, notons e, les nombres réels définis au théoréme 1 par:

@, = 11111# E 1.
gca & 1o
(n.s(n))=a

THEEOREME 2. Les nombres réels a, sont lels que:

Remarquons gue, tout raisonnable que p&raisse le résnltat du thé-
oréme 2, il n’est pas une trivialité en ce sens que la densité n’est pas o-
addisive. On peut construire une partition de N* en sous-ensembles de
densités positives, dont 1a somme des densités est inférieure & 1.

La démonstration des théorémes 1 et 2 est faite an paragraphe 4.
Au paragraphe 3 nous évaluons Pexpression 3 1 & partir des quantités
Sm(m) = 2 L (nj;f(:ﬁ:q

l€n<z
nz=g(n)=0(mod m)

11 s'agit done daps la deuxidéme partie de caleuler 8, (x) selon les
différentes valeurs de m. Dans ce but nous serons amends & maJmer des
produits finis du fype

n—1

[l

2, Quelques résultats préliminaires. Nons notons [#] la partie entitre
de w, {»} 1a partie fractionnaire de iﬂ, ll# la distance de ¢ & 'entier le plus
proche. :

Proros1TION 1. Soient ¢ un entier supérieur on egal a 2, ¢ un nombre
réel compris (strictement) endre 0 ¢t 1/2, p un nombre premier lel que g < p'*—*
Pour tout couple dentiers z et ttel que p ne divise pas 1, et toul entier naturel k,
on peul trouver un entier i safisfaisant leg relations:

logp]
+1,
logg

tgk 4z
oS T

ﬁ)k<i€k+ﬁ:@wjn:[

g+ =z
T |
- Démonstration. 1) Remarquons que D'indgalité 4g < p**~* agsure
que p est premier & g; par conséquent p ne divise pas ig%. Quitte & effectuer
le cha.ngement de variable tg —1, on peut supposer que % est nul.

2) D’autre part, on ne réstreint pas non plus la généralité en sup-
- posant ¥ positif et inférieur & p/2.

(i) I8N > p~H, en posant f; =

icm
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“On peutb en effet éerire 4 sous la forme:

t = ‘to‘l*]l._'p’
0 <ty < p/2, ) entier.
On a: .
gtz tog -+ 2 N C gtz
C +zgii i
P [
Nous allons dore démontrer la proposition 1 dans le cas:
{1) E=0, 0<t<p/2.

3) Htablissonzs d’abord le résultat dang la cas partieulief k=0,
2 = 0.

Nous allons démontrer un peu plus, & savoir gu’il existe un entler
1) tel que ||3;] soit supérieur & 2p~12+e,

Posons 7 == [(Iogg)‘liogf—t]; on @ en vertu.de (1):

b<ig [(logy)“llog%] < [(logg)~Mlogp] = jy—1.

Dlauntre part: !

tluga)*llog%
< g ",

)

—Hop L
(logg)~ 1oz 4 ~1 i

e’estééu-dfre:

P
_— t:f
2g<g

L\';]h:

Par suite |8 est c;upérlmrus 4 1/2¢, e qui, compte tenu du fait que 4g
est inférieur & p2~% assure que [|B;]] est supérienr & 2p~'RF,

4) Dans le cas général (1), on va raisonner par Pabsurde et supposer
gue pour tout indice ¢ (0 <<4i<{j), on a:

1B < p~ i,

Poﬁr tout indice ¢ (0 < i << f,—1), on a alors:

B2 — Ball < 2724
Mais. f8;,, — f8: vaut ¢(g—1)g'/p. On en déduit done:
@ U | gy,

pour tout ¢ compris entre 0 et f,—1.
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Dantre part, Pinégalité ig < p'~° assure que p est supérieur & g;
par conséquent p est premier & g —1, donc & #(g—1).

Si donc on effectue dans Dinégalité (2) le changement de variable
t{g—1)—t, on est en contradiction avec le cas particulier 3.

Ce qui é4tablit la proposition.

ProrosrTioN 2. Soient g un entier supérieur on égal & 2, q un entier
positif ne divisant pas g—1 tel que (§—1, q) = 7- Pour tout couple d'entiers 2
et t tel que q ne divise pas z et 2 non multiple de ¢' = q/r, pour toui entier k
positif eu nul, on a1

' 1
Bl = ——
51+1 == 2gg 4

B 2—_59%57 o

en posant: _
tgf e
PR

Be =

Démonsgtration. Remarquons que la condition ¢ ne divise pas g—1
impligue que ¢ est un entier supérieur oun égal & 2.
Dlautre part:
' #
98— Brn EE(Q“l):

de telle sorte gu’en posant g—1 =r(g—1) avee ({g—1), g’} =1, on
obtient: '

(9—1)
Gh— Py = 2
'S
Puisque 2 n’est pas multiple de'¢’ on a:
1
(3) g Bre— Bl = ra

Cette inégalité implique la proposition. En effet, si

1 1
AR 7T et Bl < O
I'inégalité triangulaire permet d’éerire:
1 1
lg B — Bryall < Eva +—297, 7"

ce qui contredit Iinégalité (3).
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LevuE 1. La forction f définie continue sur R ielle que:

sin 7 ge

flo) =

ginwa

posséde les trois propridtés suivamies:

(i) 0 << flw) < g pour tout ;

(i) f est décroissamie dans Vintervalle [0,1/2g], f est mowsamte dang
Dintervalle [1—1/2¢,1];

(ifi) 0-<< f(@) < f(1/29) dans Dintervalle {1[Ag,1 1/2¢].

Démonstration. Puisque fla) f(nmll) il suffit d’étudier f sur
Vintervalle [0, 1.
En outre,
Jsin (24 9)| < jsins| 4 oy

implique {i).
Dans Lintervalle ]0,1/2g] on a:

CORTgR COSTY |, - -
(@) = m R TIC T (yigma—tgmgo),

sin?ra

expression qui est du signe de:

: L —)a
ghgrs—tgmgn = gf(ecus2 " costgy Y

Tintégrale étant négative, on en déduit (ii).

L, 1 1 1
.Enfm, 8t the 2—g’ %g ’

= mf(w—),

ce qui prouve (111)
PROPOSITION 3. Bn reprenant les notations et les hypoméses de la pro-
position 2, posons:

=1 .
sinwy fy
Q“ h Q ginm b, )
On a:
Q< ghm
1 (Q5g"’1) (Q:g 1)
(4)  Afg) = 270 (1og (Q'Sl]lﬂ o ) log (Sln'rc 20
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Démonstration. Grice & la proposition 2, on peut affirmer que
pour tout k=0,

1
(Bl = W on  (Ifpull = FaoT

En outre, le lemime 1 permet d’éerire:

f—1

Qn = Hf(ﬂk):

0
avec:

1030 S B < 01

On obtient la proposition 8 en posant:

— gzzl(Q) .
29¢' )

ProposIrTon 4. Avec les mémes motations e les mémes hypothises

of(5

Q@’d la proposition 1, posons: (s) = p~1*+e
a1
- sinwg gy,
= Q sinw gy )

On a:
Q. <p .g.ﬂlz(za)+1j

+ !
(jo-+1)1logg

Démonstration. En vertu de la proposition 1, parmi j,+1 termes
consécutifs de la suite (84)4mq, il ¥ €n a au moins un pour lequel:

18,1 = 1 (8)

Utilisant le lemme 1, on éerit:

T8l -

(B)  Aglp) = =2

Jo-t1 (log (sin =g (&)) —log (sinmn(e)))

FBrssy) < g0f (n(e)).

Enfin, si on pose:

gD — gif(n(e)),
on obtienf: '

(F-FL)As(m) [5‘%] 7
Qa < (ghorHaPlyliet gl
ce qui, compte tenu de la valeur de j,, s’éerit:

Qﬂ. g g""’:}(ﬂ)'l‘lﬁ .

icm
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La proposition 4 est ainsi démontrée.
ProposrrioN 5 (Gelond).

8oit F(n) une fonclion g-multiplicative
telle que pour tout entier m, '

)| < 1.
On a: .
—1 a1 a1 ) log ¥
CEEE ORI DRI

Démonstration. Voir Delange [2].

PROPOSITION 6. Le nombre véel A, (q) élant défini par la formule (4}
de la proposition 3, on a:

—1
2 1 (q,ggﬂ )

1=z
nemg(n)=0 (mod g)

93

I (w1042,
l/g el

<

On remarquera que le nombre réel A,(g) vérifie les indgalités:
F<i(g)<1. '

Avant de démontrer ce résultat, établissons un lemme.

Luvme 2, Reprenant les nototions ef les hypothéses de la p'roposiﬁm 2,
on o

(8) (04119 41,

. 5
e(tn+zs(%) ) < g
q Vg—1
J1(q) étamt défini par lo formule (4) de la proposition 3, e(a) désignant g
Démonsiration. "Posons,

1<z

Vt,z (m) =

(tn-—i—zs(n))
ef——m—}.
g

JEt 8]
Ecrivons ’entier [#]41 dans la base g:

[l 1 = ot 10+ -on +88"
, ) eb v vérifiant les conditions:

g, # 0.

Ies enfiers ¢; (1 = 0,1,....
0<g<y—1,
La fonction arithmétique F définie par:

-+ zs(n
F(n)=e (_i__w,(_))
g
est g-multiplicative, de telle sorte que 'on peut apphquer 1a proposition 5: -
© =1 g—-1 .
Tidla 92[1!21"% |1
n=0 k= 8=
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Dlautre part:
_ sinmgfy,
o Sinﬂ‘ﬂk )

Par conséquant, avec les notations de la proposition 3,

Vis@) < g Zcml

n==0

La proposition 3 permet de conclure que:

Ve o(@) < g Zy"’ q’+1

ou, de fagon plus précise:

911(Q)Cv+1) -1

Viel®) < g° WS +1.
Compte tenn de la remarque faite & Ia fin de la proposition 6 et du fait
que g* < w+1,
3
Visle ﬁ_ (@411 1.

Démonstration de la proposition 6:

Premier cas: g divise g— 1. Eerivons D'entier % dans la base g:

no=gteagt ... +e,o™

de telle sorte gue:
. n—s(n) =& (g1} ... —|—sm(g.—1)(1+g+ e g™y
La condition ¢ divise ¢ —1 impligue done:

n = s{n} (mod g).
Par congéquent:

2 2l

IgnSx 1<

n=8(5)==0 (mod q) n=0(modg)
d’otr:
O @
| - 2],
| l<n<z q

n=g{n)=0{mod g}

résultat bien meilleur que celui de la formule (7).

icm
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Deuxidme eas: g ne divise pas g—1. Posons:

8,(m) = 2 1.
lny
n:=a(n)=0 (modg)
8, (@) peut se metbire rous la forme:

g=1 g-1

(9) >—12 2 (tn+~S( )).

t=0 z=0 l€n<Ca

Décomposons §,(») en deux parties:

(10) 8 {@)

aved:

= T (@) + Ty (#),

-5 3

te(l 1<h<r
s#ly (OQIS?*—I)

;1 ( t%+és(n) )
L2 E— H
2 :

g

q-1

“—2 2 Ze(m-lmzs(n)).

b= 0 g=0 I
g=lg' (0<I<r—1)

1) Ma:j oration de lTl(m)]..

mo=tS

wtly’ (D£L<.r 1)

Vﬁz ﬁ),

ce que I'on peut encore majorer par:

|7 ()] < max"V,,(m),

1,8

le max™ étant pris sur les # non congrus & 0 mod ¢'.

Nous sommes dans les conditions d’applications du lemme 2:

. : . | ,
(1) 1Ty (m)) < ]/_g " (m+1)11(a)+1‘ .
g_‘ .

2) Oalcul de Ty(z).

g1 w1

Ty (x) :F:;TQZ Z 2 e(y;, 9?;'{'%3(’"‘))1.'

=0 =0 1<y

] § — Acta Arithmetica XXXI.4
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par conséguent:

l<n<w
la somme ¥ Stant faite sur les entiers ntels quen = 0 (mod r¢’) et s(n) =0

(mod 7).
Mais r divige g— 1 de telle sorte que:

s(n) = n (mod 7},

autrerment dit:

1 \ i 1@
2 To(@)=— 137——7{—7}'
(12) . o) PG ) 7\
n=0 (modry’)

Réunizsant les formuleq (10), (11), (12), on obtient la proposition 6.
PROPOSITION 7. Les notations élant celles des pr oposmons 1et4, ona:

&
(13) l > -

! 1snssn
naag{n)=0{mod p)

22 a4 1)s® 2 (p41)4®
<2 —p (w+1>wu 2 g ST S
Vg—1 Vg—1 P Vg—1 P
_ S 1
Jot1  (Jo+1)logyg

1 (log (sinﬂ) —log (sin i)),
logp P ¥y

(leg [sinmgy(s ()) —log (sins ?7(5)))

+2,

(log(sinngay(a)) ~log{sinmy (é))):

(14)  Z(p) =

(15) i(p) =
J<hipy <l (i=2,3,4).

Btablissons un lemme préparatoire:

LeMME 3. Reprenant les notalions et hypothéses de la proposition 1,

Tes indgalités suivantes ond lieu:
) B Ll<tgp—1 e 0Kosp—1s
- )
ye(tn+zs(n))g EANT YNy
Lt p : .
I<hs

1/g—1
() Jit=0el<esp—1:

e(zsm)) <
P

92

S (1) L,
Vg—1

lner
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(iil) 8% ¢ = 0 ot pltt= <z<p_191/2+a

. (zs (n) ) ]/_——

Démonstration. Ta technique est la méme gn’an lemme 2.
. Eerivons: [#]+1 = gy+ 2,9+ .. ctegt 0<<g<g—1, ¢ £0
{(t =0,1,...,0).

La démonstration de (i) repose sur Ia proposition 5 et la proposition 4.

(m+1)4@ 1,

l<nge

Vial#) < g ZQ +1,
n=0

d’oll:

”
Vis(@) <pg® Y g™ 41,

n=90

Il reste & remarquer que ¥ < 4,(p) < 1; on obtient:

Viam)<?]/— (m+1) N

D’autre part, appliquant la proposition 5 & Vo,o(@):

. -2
v -1 8D TH—

Voo S [Tk | 1,
n=0 k=0 Smﬂ_z_

Le lelpme 1 et le fait que [lz{p|| > 1/p permettent d’éerire:

<)

Le résultat (i) en décoale si on pose:
ginw s

D — p

1
sinm—
‘ r
Enfin, si on limite ’étude précédenté aux entiers z tels que:

P1f2+a < z.< P ___pljz-l-s,
aon a:

H%—“BW(&).
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11 suffit alors de poser:

jun _ HRTg6)
sinzn (g}
pour obtenir (iii}.
Démonstration de la proposition 7. Soit 8 {a) = 2 1
n=s(ﬂ:)§%(€1:§0dp)

Eerivons §,(#) sous Ja forme:

p—1 p-1

800 =~ >-1 (m+zs(n ),

== 1<n<_~n

Ol encore,
| 1 1 =1 1 D—1
3

3 _ el S v
(16) lSp(m) DS + P ;} 1 a,z(m}-l- £ ; Vil
Gréaee au lemme 3 (i), on a:

10T

(17 = Z’ pla+1yo L1,

! P* ; gl V/g"

Décomposons la premiére somtme du deuxidme membre de (16) en deux

parties:
n—
L 1
—2_5_] 2 Voulaht == > Voslo),
z=1 zeI(p,e) (D)
-avec: :
Ip,e) ={el 1<e<p™™® ou p—p gL p-1},
J(p, g) = {zl p&+1I2 <z <_p”‘ﬁ‘+”ﬂ'}.

En vertu du lemme 5 (if) et (iii):

2g% . 2
(18) = (@) <l ) gy 21
P ST Vg—1 P P
1 g2 (mHD® 1
(19) = Y Voo < -2 J
P W Yg—1 P P

Réunigsant les formules (17), (iS), {19}, on obtienf la prbposition 7.
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LevvEe 4. Les nombres réels 3,{q), A.(p),
formules (4), (B), (14}, (15), sont fels que:

25(p), A (D) finis par les

‘ 1
Aale) zlma‘%-w( )
a 1
2 — — 2
() (Jo+1)p" % (3 2 ““)’
1
As(p) =1——°—E‘°‘;+o(?),

quand q et p tendent vers Pinfind,
On peut préciger les valeurs de o; (1 =1,2,3, 4):

na(l 11
By = -
48 7/ logg’

(g —1)
6logg '

a2=a3=a4=

3. Probabilité pour que lon ait (fn,, f(n)) = ¢. Soit f une fonction
arithmétique & valeury entidres.

Soit ¢ un entier positif; on note 2, I'ensemble des diviseurs premiers
de ¢. SipeD,; a(p) est 'exposant de p dans ia décomposition de ¢. D’autre
part, 57 @ est un nombre réel tel que:

(20) . w > max{p| ped,},

on désigne par of (n, w) ’ensemble suivant:
8i p*®|(n, f(n)) pour tout peP,:

A, o) = {p < ol pl{n, f(n)) et ¢}
Si il existe pe@, tel que p“® non||(n, f(n)):
d(n, 0) ={p< ol plln, f(n)) ot péB)uUI,.
Enfin, nous notons [ (n, @), I(w) et II*(w) les entiers définis par:

[] 5 mw=[]s Tw-mu([]s)"

pesd(n, o) pLo . 'pEQ

H(n, o) =

Tmywe 5. On o II(n, o) =1 gi e seulement si {n, f(n)

q

)) est divisible
par q et le quotiend wa que des facteurs premiers plus gé‘md@,

que o.
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Démonstration. La définition de IT{n, w) implique que II(n, 0} =1
gi et seulement si &{n, v )=Q5.

Or s(n,w) =0 équivant &: pour tout peB,, p°P|(n, f(n)) et les
antres divisenrs premiers de (n, f(n) )} sont plus grand que «.

ProrosITION 3. Soii:

21 B = > 1.

<<
A=f(m)==(modm)

(n,f(m)=q
On a ‘
%k
T(@) = D (=1 3 > am) Sy ay (@) +0( 3 8,00,
=0 DyppenesPyy W) B

ok = eard @, et od le domaine de sommation de 3" est Vensemble des l-uplets
(Pigs -2 Dy tels que Dy, €Dy, les P éant deun & deus distinots.

Demonstr&twn Utilisons Ie lemme 5 de f&g,on & éerire:

T(a) = ) 1— 31,
l<n<ne lsn<w
i, w)=1
Ia somme Y dtant effectuée sur les entiers » tels que {n, f(n)) soit divi-
gible par g et que le guotient (n, f(fn)) /g n’ait que des facteurs prermiers
plus grands que w ef en ait au moins un. Par conséquent:

0< Mi< M,
lnsy Isn<sz
le domaine de sommation de ¥ étant constitué des entiers » pour lesquels
il existe un nombre premier plus grand que w qui divise (fn‘, 7 (n)).
On peut donc éerire: '

(21) T = Y 148 N1,
lsa<y 1=n<z
Hin,m)=1

oll

—1l<0 =0z, a) <0,
Tl est aisé de voir que:
; 2 1< Z‘Sp(m)
. 1@_n<m Do
La formule {21) devient:

pX 1—)—0(28_.,,(03)).

I<nss P>0
(n,w)=1

(22) C T =

icm

.P@)Hn;'f'(”)
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11 reste & évaluer

Toiw)= 3 1.

ln<
i, )=l

Tyw)= 3 3 uim).

l<nsgr mil(n,o)

On a:

Décomposons T, (w) en deux parties:

(23) T} = 2y~ 2,
avec:

Zy = 21 2 uimy, I, = 22

I mill{n,o)

E. p{m),

l<n<a mid(n,0)
la somme X, étant étendue aux entiers n tels que:
pour tout pedy, pP{n, f(n),
ia somme X, aux entiers n ponr lesquels
il existe pe@, tel que p*@nonfi(n, f(n}).

1) Traitons d’abord X,. La définition de II(n,w) et les con-
ditions de sommation impliguent que m divise IT(n, o) sl et senlement sim

divise (1, f(n)) et m divise II*{w).
. Dlolt:
Z= ) ulm D1,
{1 (w) 1<n=z
la somamation Y, veffectmant sur les entiers # tels Jque: ¢

7 = f(n) = 0 (mod m},

et pour tout pe,, pPl(n,f(n)).

Te caleul de X, se fait en sommant d’abord sur les entiers n tels gne
p“®|(n, f(n)) pour tout p e P,; puis on retranche la somme sur les entiers #
pour lesquels il existe pe2, tels que p"®(n, f(n)) et pour tout pe,,
). Ceci s'éerit: ,

z = m;(w) p (1) By () — ;| ;{m}mm) K;';;*l’
la somme ), étant étendue aux-entiers » tels que:
n = f(n) = 0 {mod m), |
n = f(n) =0 (mod p°®)
n = f(n) =0 (mod p"®*)

pour pour tout pe@g, ) -
pour an moins u:n@z.%. '



378 M. Olivier

Cette derniére somme peut se mettre sous la forme:

-

1 %

(—1y+

pm(m) Smpil"‘pil (@),
Dy (e

H

il
M

le domaine de définition de > étant celui défini dans 1’énoncé de Ia pro-
position. '
Finalement, i on réunit les deux termes, on obtient:

E

(24) =D (~

s {m) S"‘W’-"h”"’ﬁ (@)
i f’w "y, i)

Pt

2} Monfrons que
(25) 2, =0.

La. définition de I7{n, w) et les conditions de sommation sur # 1mp11-
quent gue ’on peut éerire m sous la forme: :

r
m =pi1...pilm,

awvec:

0<I<k; W w), wl(n,fn),

et cette décomposition est um'qué. Dootr:

* r
Z= D (-1} ) LN um),
i<k p,,:l,m,ptl Ll m' T (w)
‘ |

Tl suffit @intervertir les signes de sommation et de remarquer que:

ST1 =0
. <<k ByppesPiy
ce quni démontre (25).
Les formules (22), (23), (24), (25) donnent la proposition 8.

COROLLATRE. La proposiltion 8 appliquée & la fonetion ,,sémme des
chiffres en base g montre qué si @ est supérieur ou égal & g°77,

E
T(m):Z(ﬁl)l 2* ZM(M)SW‘ 2 Sp(m)),
i=s

Pypser Py M (@) a<pgelog

(@40

_aves @ = gflogyg.
Démonstration. Il suffit de remarquer que 5i p divige s(n), alors p
est infériewr on ég&l & 3{n). .

icm

.(26) : logw =
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Les entiers # étant inférieurs ou égaux & @, s(n) ne peut excéder

g—1 .
1 —1).
Iogg ogz+(g—1)

que & est supérienr & g7~

Cette expresgion est plus petite aque glogs dés

Ceci termine la démonstration du corollaive.
4. Démonstration des théorémes 1 et 2

Démonstration du théoréme 1. Nous reprenons les notations
du paragraphe 3. Décomposons g—1 en facteurs premiers:

g—1 =pii...pftgl ... ¢ls,

wtebg (5 —1,2,
s bt 4

ol les entiers p; (¢ =1, 2, ..
les exposantsy; (¢ =1,2,...
4 0. De plus:

., §) sont premiers, et ol
(§j = 1,_., ...; 8) sont supérieurs

Pied, (P =1,2,..,1) e g¢9, (3=1,2,...,8).

T.e nombre réel o infervenant dans les caleuls sera choisi convenablement
4 la fin de la démonstration.

La proposition 6 s'éerifi:
1
8,.(®) :L—’-vg———)m-{—R (#),
ga Ap(m}
[ B (#)] € —=——(@+ 1)1 42,
Vg—1

De méme la proposition 7 peut se mettre sous la forme:
m 0]
By (z) = I + By (),

2 ' 2¢* @+ 1)h®
S p(a+1)a 4 ,—g ?5'(8)( ) +
Vg—1 Vg—1 P

gt (w1)®)

Vg—1 P

|By{m) <

Remplagons 8,,(z) par sa valeur dans le corollaire de la proposition 8:
k

Tiw) = (=1 3 3 uim)((mgpy, ... pgy g~ 1) (mapy, - py) P+

{==0 pil""‘p'iz ny| H*(w)

- @& .
+RMi1---PiI(m)) +0 ( ’ Z (_2 +Rp(m))):
wpsplogs
& condition que: : ' :
(§—e) " log(4g).
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Désignons par T, (x} le terme principal et T, (o) le terme résiduel.
Premidre partie: évaluation de T':(w).

I .
= (1) 2* > (m)((map;--

I=0 Bypae e e Py W)

T, (=) Dip §—1) (gD py) "+

+ ng’pﬁ. . .jﬂil(w)) -

Nous allons d’abord évaluer le terme principal, ensuite nous majorerons
le terme du aux quantités B, 1..-1:',-:(6!?)-

Tenant compte des conditions sur m, 4, Py (§=1,2,...,) on a:

1
(mgpy, ... Py g—1) = (m, g—1)-(g, g—1) n Py
le prodmt T étant étendu aux indices j pour lesquels pf®? divise y—1,
avee B(i,§) = inf(af Py) ,y,j)-}—l

Apres simplification on obtient:

CONEAPEPR ”2 1)‘ Z (]_[ Py} (B - 24)™ X
Teo By =
x 2 pim)(m, g—1)m ™"+ (a),
)

ol &, (%) est le terme résiduel.
Calculons pour commencer le terme

o= D plm)(m,y—1)m™
mil*a)
" On éerit m sous la forme:
m=gq..qm avec O<r<s, glg—1 (I=1,..,7),
w/ | T (@), avee I () =(g...q) 1" (w)
En remplacant dans Z,, nous obtenons: .
. .
* ‘ [ -
Z, = (-1y D mlmym Mg .g)7
fe=0 Giyre s, m ()
¢’egt-b-dive:
we ] J3) 5 pe

¥ (a)

a condition de choisir w.de telle sorte que:

(28) o> max{g, j =1,2,..,s}.

icm
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Finalement:
&
1\ 6 13\
oo [Tl 20 I 3ot
3 2 2
i=1 Gl ™ Plgo-1) P

Remplagons dans la formule (27) X, par sa valear:

- 1 1y 1
T, (@) = — NVl B - i —
o) = (e, g1 | | ( qf)ﬂ.!(l)(l ?2) Q(l pﬁ)+
+0{zo~ (logw) ™ + 2, (#),
avec; -
gt ® p"Plig et p*PHg—1,
12 sinon. :

Par conséquent, en simplifiant et en utilisant Ies notations du théoréme 1:
—1 1\t @ :
&o=1) (1+—) +o( )+9e1(m)-
P wlogw

q%
Nous pouvons d’autre part majorer |#,(®)] p

EACIES 2 © D gy @)

103::.,,1 ,p,zmgﬂ(m)

(29)

6
Tl(m) = m-ﬁ

peB{g~1,q)

puis, en utilisant la majoration de |E,, («}| donnée an début, aprds avoir
remarqué que la fonetion m—4,{m) est croissante:

(28, ()| < I (@) (ZED,
ce qui transforme la formule .(29) ens

(1+3) o+

+0 (i

Deuxiéme partie: majoration de T'y(a).

Ty(@) = 0( (% +R;(m))).

(!Z,g 1)

30 =
(80)  Tyo) =o =7

pef(g—-1,4q)

) +0 (ﬂ(m)wiz(ﬂ’(w))).

wapaelogy

Nous utilisons essenticliement la proposition 7.

3;) +o( By

a<pploge

T, () = o(

m@é?lﬂgm

IR;(W)[ = (pa;’z('ﬂ)) 4 0 ( -’; ) 35(13)) 40 (p 1.4(31)).
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A prés avoir remarqué que les fonctions p—A;(p) (i = 2, 3, 4) sont crois-
santes, on écrit: '

1
Tz (m) — O (_:n_) + O(Iogzm_a:lﬂ(mlug’x)) + O ( 1/.“:_8) + O ( Ogm 9}14(93102'2)) .
N [/ w

Pour & suffisamment grand et o = (logm)m,_ les conditions (20),
(26), (28) sont satisfaites, ainsi que les inégalités:

t ” L
iloz) 4 < (w) < g2lozz) !4-_

Ttilisant le lemme 4 on obtient:
(31)  Ty(a) '

= Oz(logm)™ V) + 0 (e —o0os Y Qoglogy ™1y 1 O{w(loge) )+ 0 (meb0ogary

a et b étant deux constantes positives.
Réunissant les formules (30) et (31),

_5 ee—b

TC2 qz

1 -1
(@) (1+_) +0fa(loga)),
peE(g—-1,0) P
ce qui démontre e théoréme 1.

Démonstration du théoréme 2 Nous avons démontré au théo-

réme 1 que:
6 -1 1yt
gy = 19=1) [ (1+—) ,

2 2
= g pei(g—1.q) 4
Blg—1,9) = {»l 11 existe a3 0, p%g et p**ilg—1}.

Définissons les nombres réels ¢, de la mani¢re suivante:

a, 1
(32) =0 =(g,9-1) [] (1+—),
25 P
peF(p—1,4)
plg—-1
Flg—1,q) ={p| il existe a>'1, p%lg et p“** fg—1}.

La fonetion arithmétigne g—c, est multiplicative, c’est-a-dire:
6 =1, € = oy sitét que (g, ¢') = 1.
D’autre part, en vertu de Ia formule (32), le théoréme 2

o SE[IR)

g=1 Pplg—1

dquivaut a:

icm
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La multiplicativité de g—¢, permet d’écrive:

- €
o S5-Il

Calculons ¢ , pour k> 1, p premier.
Bi(p,g—1) =1, ck-—lpom tout %=
Si P divise g— 1

%

gquand 1<k a(p)—1,

P
e -
| pew) (1_;_ i) quand k> a(p),

a(p) étant Vexposant de p dans la décomposition de g—1 en faeteurs
premiers.
Remplagons dans la formule (34) ¢ i DAr 52 valenr:

A3

{(p,5—1)=1 plg~-1

1L, 1
+(1+}; "'1“9’;+ pa+2'1""' s

en posant a = a(p).

On encore:
e ILb-A e 3
=1 ¢ (1&!—17%1 ﬂ

1\ {1y
-+ 1—%-—10— b2 7 )
expression qui peut s’écrire: *

= [10-5) T105)

ply—1

I~

ce qui démontre la formule (33) et le théoréme 2.
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A problem of Schinzel on lattice points
by
L. Low {Adelaide, South Ausfralia)

1. Introduction. Let I be a lattice in R* and for any hasis B
= {a,, ..., a,} of B" let ¢(B) be the cone with basis B, that is,

n .
o(B) = (@1, ...y @) = X h@] A eR, 4> 0 Vi
]
By an L-cone we shall mean a cone ¢ of the form ¢ = ¢(B) such that B
is & basis of B" and B = L. _
Any L-cone ¢ has a unique such basis B which satisfies the further
condition that each vector a, in B is primitive (i.e., @; + sx for integral s

greater than 1, and @ in I); and we define the index of an L-cone € (with

respect to L) as the index in L of the sublattice generated by this primi-
tive basiz of 0. We shall eall an T-cone  basic (with respeet to L) if
its index is 1, that is, if ¢ = ¢(B) for some basis B of the lattice L.

W. M. Schmidt [1] (veviewed MR #1408, Vol. 39, Feb., 1970) showed
that if L is a sublattice of the integer lattice Z" then the non-negative

. orthant

Bt = {xeR" #;20 Vi}
can be written as ' v
Bt = _LJIC(Bi)J
=
where each B, is  basis of L, that is, ¥ is a finite union of bagic L-cones.
This result had been conjectured by Schinzel, and Schmid’s proof makes
nse of a compactness argument. In this paper, T shall give a simple con-
structive proof of the following theorem, from which Schmidt’s theorem
follows.
TaEOREM. If € is an L-cone of index m in L, where L 15 a lattice in B,
then O i a union of af most N = n™ non-overlappi?v,g: ba‘?ic L-cones (i.e.,

basic L-cones such that any two distinct ones have disjoint interiors).
Tf L is a sublattice of Z" of index r, then B* is an I-cone gince

H¥ =o(re, ..., 1e),



