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Eine Erweiterung der NGB-Mengenlehre als Grundlage
der Kategorientheorie *

yon

Gerhard Osius (Bremen)

Abstract. We introduce in NBG set theory with urelements a 1-1-correspondence between
urelements and certain proper classes (together with further axioms), which enable us to regard
these proper classes as “elements” in a new sense. The theory thus obtained is shown to be con-
sistent (using new kinds of inner models) iff a weakening of a standard set theory is consistent.
Finally our theory is proposed as a set-theoretical foundation for category theory and its advantages
over standard foundations is outlined. :

§ 0. Einleitung und Uberblick

Angeregt durch eine Arbeit von A. Oberschelp [S] soll hier eine Erweiterung
der Von Neumann-Bernays-Gddel’schen Mengenlehre mit Urelementen (kurz:
NBG-Theorie), wie sie etwa in Rubin [8] dargestellt ist, betrachtet und als mengen-
theoretische Grundlage der Kategorientheorie vorgeschlagen werden. Die- Grund-
idee dieser Erweiterung soll schon hier kurz skizziert werden. Wir wollen eine
eindeutige Zuvordnung zwischen Urelementen und gewissen eigentlichen Klas-
sen herstellen, die es dann gestattet, solche eigentlichen Klassen iiber die
zugeordneten  Urelemente wieder als ,Elemente” aufzufassen. (Die Idee,
eigentliche Klassen und Urelemente in Verbindung zu bringen, geht auf Ober-
schelp [5] —man vgl. auch [6] — zuriick; unsere Theorie weicht allerdings von
der aus [5) ginzlich ab.) Es wird daher ein Operator ,C” in die NBG-Theorie
eingefiihrt, der jedem Urelement cindeutig eine eigentliche Klasse zuordnet und
(aus technischen Griinden) auf den Mengen identisch operiert. Dadurch wird jedem

cigentliche eigentliche
Klassen Klassen
eig. C-Klassen i

g > C-Klassen'

Mengen e Mengen
E]_cmente < ............................... :
Urelemente |/~ Urelemente

* Neufassung gleichnahmiger Aufzeichnungen an der Universitdt Bielefeld (1970).
1 — Fundamenta Mathematicae, t. XCIX
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Element x eine Klasse Cx zugeornet, und die Klassen dieser Art nennen wir C- Klas-
sen (nicht jede Klasse wird C-Klasse sein).

Bezeichnen wir die inverse Operation €™ kurz mit ,e”, so konnen wir fiir
Klassen y und C-Klassen x die Beziehung ex e y als ,,x ist Element von y” (in einem
allgemeineren Sinn) auffassen. Dies entspricht sogar der vom ,,working mathema-
tician” geiibten Praxis, Klassen wieder als Elemente zu verwenden, sofern man
dabej die ,innere Struktur” der Klassen ,vergiBt”, und dieses Vergessen leistet
gerade der Operator ,e”.

Wir geben jetzt noch einen kurzen Uberblick iiber unser Vorgehen, In § 1 witd
die NBG-Theorie mit Urelementen skizziert, der Begriff des Fundaments von
Klassen wird eingefiihrt, und es werden innere Modelle betrachtet. Dann wird
in § 2 die ,C-Erweiterung” dargestellr, und die Idee C-Klassen wieder als ,Ele-
mente” aufzufassen gibt AnlaB zur modulierten Theorie (die durch Identifikation
von C-Klassen x mit den Elementen ex entsteht). Der Wunsch, mit C-Klassen
dhnlich umgehen zu kénnen wie mit Mengen, filbrt zu den C-Klassenbildungs-
axiomen. Die so entstandene Theorie nennen wir C-Theorie. Es wird dann eine
aufsteigende Familie (A,),eq von C-Klassen definiert, das AbschluBprinzip ,, A,

aef

el

= E (Klasse aller Elemente)” formuliert und seine relative Widerspruchsfreiheit
gezeigt. Die weitere Entwicklung der C-Theorie wird noch angedeutet. In § 3 be-
schiftigen wir uns mit der Frage der Widerspruchsfréiheit der C-Erweiterung.
Unser Hauptresultat ist, daB die C-Theorie genau dann widerspruchsfrei ist, wenn
eine modifizierte NBG-Theorie widerspruchsfrei ist. Die modifizierte NBG-Theorie
ist hierbei im . wesentlichen die reine NBG-Mengenlehre (d.h. ohne Urelemente)
mit einem abgeschwichten - Ersetzungsprinzip und einer unerreichbaren Kardi-
nalzahl >o bzw. mit einem Universum. AbschlieBend erliutern wir in § 4
kurz, inwieweit die C-Theorie eine zufriedenstellende mengentheoretische Grund-
lage der Kategorientheorie sein kann und welche diesbeziiglichen Vorteile sie
" gegeniiber den Standard-Mengentheorien hat.

§ 1. Die NBG-Mengentheorie mit Urelementen

L0. Formulierung der Axiome. Die Grundlage unserer Betrachtungen bildet
die NBG-Mengenlehre mit Urobjekten, die hier in einer fiir uns zweckm#figen Wei-
se skizziert wird, Es handelt sich hierbei um eine Theorie mit Standardformalisierung,
die wir jedoch nicht formal darstellen, mit den folgenden drei Grundbegriffen:

€ (Elementbeziehung), zweistelliges Pridikat,
El (BElementpradikat), einstelliges Pridikat,
Cl (Klassenpridikat), einstelliges Pridikat.

Als logische Zeichnen verwenden wir wie iiblich:

71 (nicht), A (und), A (oder), = (impliziert), < (dquivalent), A\ (tir alle),
V (es gibt).

©

icm

Eine Erwelterung der NGB-Mengenlehre als Grundlage der Kategorientheorie 175

Unter den Formeln verstehen wir dann genau die Zeichenreihen, die man aus
den sogenannten atormaren Formeln x ey, Elx, Clx unter Verwendung obiger
logischer Verkniipfungen auf Standardweise bilden kann.

Die Gleichheit soll hier nicht als logischer Grundbegriff aufgefaBit, sondern
nach einem Verfahren von Quine definiert werden durch

(1.0.0) x =y i< (Blx<Ely) A(Clxe>Cly) A A ((ze xevz € y) A(x € 2y € 7)) .

Es gelten dann die charakteristischen Eigenschaften der Gleichheit
(1.0.1) X =x.
(1.0.2)  Fiir jede Forimel A(2): x = y=(A(x)<AQ)).

Die Rahmenaxiome und das Extensionalitétsaxiom lauten:
Rl: xey=ElxaCly, :
R2: Elx=\/xey,

Y

RBR3: ElxvClx,
EXT: Clx,yA A\ (zexwzep)=x = y.

Der Begriff ,El” ist nach R1, 2 durch ,&” definjerbar. Wir filhren jetzt Mengen,
Urelemente und eigentliche (proper) Klassen ein.

(1.0.3) Mgx <> Elx AClx,
(1.0.4) Urx <> Elx A 7I1Clx,
(1.0.5) Pclx ;<> JELx AClx .

Der von uns betrachtete Bereich von Objekten zerfillt also wie folgt:

eigentliche
Klassen (Pcl) |\

) Klassen (Cl)
Mengen (Mg) '

Urelemente (Ur)

Elemente (El) <

Dié Klassenbildung wird gesichert durch das folgende

Klassenkomprehensionsaxiomschema: '
KOMP:  Fiir jede Formel 2(x) im engeren Sinn (d.h. in 2A(x) sind Quantorer:
aul EBlemente beschrinkt: A, \/) ist die Formel " l\y/ E/l> (x e y=U(x))

Elz Elz
ein Axiom.
L
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Es ist bekannt (vgl. Godel), daB man dieses Axiomschema unter Verwendung
noch folgender Mengenbildungsaxiome #quivalent durch eine endliche Zahl von
Axiomen ersetzen kann. !

Nach einem Vorschlag von Quine fordert man gelegentlich auch ein stirkeres
Komprehensionsschema KOMPS, indem man in KOMP auf die Nebenbedin-~
gungen an A(x) (daB gebundene Variablen auf Elemente relativiert sind) verzichtet.
Die so verschirfte Theorie werden wir nur am Rande betrachten und sie kurz als
NBGQ-Theorie bezeichnen.

Nach KOMP und EXT 14Bt sich fiir jede Formel 2[(x) im engeren Sinne im
Bezug auf die Variable x cine Klasse {x| 2[(x)} definieren durch:

(1.0.6) [\ 7 (o] U=

Jeizt werden unter Verwendung von Standard-Definitionen die (nicht voneinander
unabhingigen) Mengenbildungsaxiome formuliert.

Axiom der leeren Menge:
LM: Mg@.

Zweiermengendxiom:
ZM: EBlx,y=Mg{x, y}

Vereinigungsmengenaxiom:
VM: Mgx==Mgu x.

Potenzmengenaxiom:
PM: Mgx=>MgPx.

Aussonderungsaxiom:
AUS: MgxACly Aycx=Mgy.

Unendlichkeitsaxiom:
UN: Mgo.

Unter Verwendung des Begriffs des geordneten Paares von Elementen und
des Abbildungsbegriffs 148t sich das Aussonderungsprinzip nach Fraenkel ver-
schirfen. zum

Ersetzungsaxiom:
ERS: f: x-y Abbildung AMgx=>Mgflx].

Die so beschriebene Theorie soll im. folgenden als NBG-Theorie bezeichnet
werden, obwohl noch einige ,Axiome” fehlen, die wir hier als ,Prinzipien” noch
notieren und deren Gebrauch jeweils notiert wird (z.B. in (1.1.14)).

‘

Fundierungsprinzip:
FUND: ClxAx # A /\ng:\/ynx = Q.

yex yex

©
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Auswahlprinzip fiir Mengen
AM:  Mgxa /\ (MgyAy # @)=’ V'  ASOey.

yex T x— UxAbb yex
Auf die Darstellung weiterer Binzelheiten der NBG-Theorie kdnnen wir auf-
grund der zahlreichen Literatur verzichten und die wichtigsten Resultate im fol-
genden voraussetzen.
Fiir den spiteren Gebrauch treffen wir noch einige Definitionen

(1.0.7) B: = {x| Elx},
(1.0.8) U: = {x| Urx},
(1.0.9) Vi = {x| Mgx}.

Fordcrt man ,U = @ (was weder beweis — noch widerlegbar ist) als’ Axiom,
so erhilt man die (iibliche) reine, NBG-Theorie.

1.1. Der Begriff des Fundaments. Ist X eine beliebige Klasse, so interessieren
wir uns fiir die Klasse der Urelemente, die zum ,,Aufban” yon X bendtigt werden.
Zundichst definieren wir die transitive Hiille von K als Klasse aller Elemente aus
denen K ,aufgebaut” ist
(1.1.0) TrK = {x| \/ X = Xg€EXy €

1w (X0ym0y%n) €EMHE

wex,ek}.
Fiir eine Menge L 148t sich eine andere Beschreibung der transitiven Hiille geben.

Hiera definieren wir rekursiv die n-fache Vereinigung:

(1.1.1) /\ yrtiL =y U'L.

neo

UL :=1L,

Es gilt dann

(1.12)  MgKk= A U'K={x X=X, EX €..e€X, €K},
new (X0, 0nes%n) 5_1_3"'*1

(1.1.3) Mgk = Trk = U UK,

(1.1.4) MgK = MgTi K,

Das Funduament von K wird nun als die Klasse der zum Aufbau von K bendtigten
Urelemente definiert:
(1.1.5)

Ist nun umgekehrt UecU eine Klasse yon Urelementen, so suchen wir nach allen
Klassen, deren Fundament in U liegt. Definieren wir

FdK:=UnTrK.

(1.1.6)
1.1.7

V(U) = Vy = {x| MgxAFdx<=U},
E(U):=Ey:= vuV()
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so gilt die wichtige Bezichung
(1.1.8) KcE(U) < FdK<U.

Beweis (1.1.8):

> SeixeFdK, also x = xpex;€...ex,e K und xeU. Fiir n =0 ist
xeKnUcEWU)n U = Uund fiir n>0 ist x,€ Kn V=V (U) und x e Fdx, = U.
Also FdK<U.

<"1 Es gilt Kn UcFdK<U und fiir Mengen x € K ist FdxcFdK< U,
also x € V(U)." Also K<E(U).

Speziell fiir X = E(U) erhlt man aus (1.1.8)

(1.1.9) FAE (V) = U.

Die Klassen E(U) lassen sich auch ohne Verwendung des Fundamentbegriffes
kennzeichnen, denn fiir eine beliebige Klasse K -gilt:

(1.1.10) PK=KAV<K=EFdK).

Insbesondere gilt also fiir UcU
(1.1.11)

Beweis (1.1.10):

»=" Man zeigt Fd K< K und erhilt mit (1.1.8) KcE(FdK) und E(FdK)=K
nach Vor. - —-

»<=" Anwendung von (1.1.8) auf Mengen K.

Beweis (1.1.11): Anwendung von (1.1.9) und (1.1.10) auf K = E(U).

Bevor wir im nichsten Abschnitt die wichtigsten Eigenschaften der Klassen
E(U) (normales inneres Modell zu sein) entdecken, geben wir (unter Verwendung
des Fundierungsprinzips) noch eine weitere ,rekursive” Charakterisierung dieser
Klassen.

Fiir eine Menge L definieren wir die Konstruktionsabbildung Xp: Q-V re-
kursiv durch:

PE(U) = V(U).

(1.1.12) N K@) i= {JL U PKy(D).

ae) b<a -
Fir UcU erhilt man durch Induktion sofort (falls U Menge ist):
(1.1.13) 4 Q= Kyld)=E(V). ‘

. Weiter kann man zeigen (worauf wir hier verzichten):

(111470 % K@) = E(U).

1.2. Innere Modelle. Fiir spitere Zwecke werden jetzt innere Modelle einge-
fiihrt (die nicht genau mit denen von Shepherdson [9] iibereinstimmen).
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Im folgenden sei K eine fest gewihlte Klasse. Dann kann man die Grundbegriffe
der NBG~Theorie iiber dem Bereich der Elemente und Teilklassen von K wie folgt
Linterpretieren”:

(1.2.0) Obgx i< x€ Kv (Clx AxcK),
(1.2.1) xegy > xeyAyck,

(1.2.2) EBlgx > xe K,

(1.2.3) Clyx <« Clx AxcK.

Rekursiv iiber den Aufbau 1Bt sich dann jeder NBG-Formel o ihre Relati
vierung Wy auf K zuordnen (v, =, <, \/ seien wie iiblich definiert):
(xe))x:=xey,
(Elx)g 1= Elgx,
(Clx)g := Clgx,
(M A)g := 4k
(d AB)x 1= Ag ABg,
( /x\ Ag = N\ Ak

Obxx

(1.2.4)

Zundichst stellen wir fest, daB bei der durch (1.2.0)-(1.2.3) gegebenen In.tcr-
pretation der NBG-Grundbegriffe die Rahmenaxiome R1-R3 gelten, d.h. ihre
Relativierungen R1,-R3j, gelten:

(1.2.5) Obgx, yAxegy = Blgx ACky,

(1.2.6) Obygx AElx = \/ xe ¥,
Obxy

1.2.7) Obygx = Blgxv Clgx .

Die durch (1.0.0) gegebene Gleichheit liefert bei der Interpretation iiber K wieder
die Gleichheit, d.h.

(1.2.8)

Hieraus folgt die Giltigkeit des Extensionalititsaxioms und des Klassenkom-
prehensionsaxiomschemas bei unserer Interpretation iiber K:

Obyx, ¥y = ((x = Ygeox = y).
(1.2.9) Clex, A \ex X zex)=x=J.
Elgz

(12.10)  Fiir cine NBG-Formel (%) im engeren Sinn gilt:
CleK  {x] W}y, A EecKn{x] We(x)) = Ug(2)) -
Elgz
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Man kann nun jede Definition der NBG-Theorie, die nur auf der Giiltigkeit
der Axiome R1-R3, EXT, KOMP basiert, durch die ,Interpretation” (1.2.0)-(1.2.3)
auf K relativieren (vgl. Godel [1], Shepherdson [9]). Die Relativierung eines Begriffs
wird durch den Index ,,K” bezeichnet. Aus (1.2.10) erhdlt man z. B. die relativierte
Klassenkomprehension:

(1.2.11) {x] We)}g = K n {x] Wg(x)} .

Begriffe, die auf den K-Objekten mit ihrem relativierten Begrifl' iibereins timmen
heiBen auch absolut bzgl. K (vgl. {1}, [9].

Absolute Begriffe sind z B. die Elementrelation (vgl. (1.2.1)), die Gleichheit
(vel. (1.2.8)). Wir werden die Absolutheit einiger elementarer Begriffe stillschweigend
benutzen, ohne sie explizit zu erwihnen.

Die Begriffe Klasse, Menge, Urelement sind im allgemeinen nicht absolut:
(1.2.12) Urgx <> xe KAax¢PK, Ug=K\PK,

(1.2.13) Mggx<xeKrxePK, Vy=KnPK.

Es erhebt sich jetzt die Frage, ob auch die Relativierungen aller Mengenbil-
dungsaxiome gelten bzw. unter welchen Voraussetzungen an K dies der Fall ist.
Wir geben die Resultate ohne Beweis an:

(1.2.14) LMy < @ek,
(1.2.15) Mg« A {x,y}e Kk,
x,yeX
(1.2.16) VM < Uxek,
x ¢KNPENPPK
(1.2.17) PMy< A KnPxek,
xeKNPK
(1.2.18) AUSy = /\ PxckK,
xeKNPK
1.2.19) UNy <« weKnPK,
(1.2.20) My = (ERSg < A A flxleK).
x¢KNPK i1 x=K .

Beziiglich der Giiltigkeit des relativierten Fundierungs- und Auswahlprinzips
. bemerken wir:

(1.2.21)
(1.2.22)

FUND = FUND,,
ZMy AAM = AM .

. K soll jetzt ein inneres Modell heifien, wenn die Relativierungen aller NBG-
Axiome gelten, d.h. (unter Beriicksichtigung von (1.2.5)-(1.2.10):

(1.2.23) K heiBt inneres (NBG-) Modell <
(LM AZM AVM APM AAUS AUN AERS);.

icm°®
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Mit (1.2.14)-(1.2.20) erhélt man:
(1.2.24) K inneres Modell == w e K 0 PKA

A A\ ((xePK= UxeK)APxe KnPKAr N flx]eK)).
x eKNPK Jix—K

Tonere Modelle, bei denen der Begriff Urelement absolut ist, nennen wir normal
(sie entsprechen den. ,super-complete models” aus [9]).

(1.2.25) K normales inneres Modell <> K inneres Modell AUg<=U.

Fiir normale innere Modelle sind fast alle Begriffe absolut. Als Beispiele fiir
normale innere Modelle geben wir an:

(1.2.26) PK = K nY = K normales inneres Modell,
(1.2.27) UcU = E(U) normales inneres Modell,
(1.2.28) UcU = U Ky(4) normales inneres Mociell.

aeQ

Man beachte, daf diese inneren Modelle eigentliche Klassen sind. Innere Modelle,
die Mengen sind, wollen wir klein nennen. Sie entsprechen bei Verwendung des
Auswahlaxioms AM unerreichbaren Mengen, die ¢ als Element enthalten (vel.
Tarski [11], Kiiharich [2]).

§ 2. Die C-Exrweiterung der NBG-Theorie (C-Theorie)

2.0. Der neue Grundbegriff C. Wir erweitern jetzt die NBG-Theorie um eine
Konstante € (Klassenfunktion) und nennen die Formeln der Brweiterung C-Formeln.
Als neue Axiome fordern wir zunichst die Rahmenaxiome R4-T:

R4: CICACcEXE.

Die Relation € 148t sich als Operator interpretieren, der jedem Element x die Klasse
Cx := C[{x}] = {3l (v, eC} zuordnet. Der Operator C soll eineindeutig sein
und Urelementen eigentliche Klassen zuordnen:

RS: Eix,yAlx =Cy=x=p,

R6: Urx = PelCx,

R7: Mgx=»x = Cx.

R7 ist technischer Natur und wird dureh eine Definition erweitert:
(2.0.0) Pclx == Cx 1= x.
Dann gilt also

(2.0.1) clex.
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Die ,,Bilder” der Elemente unter € nennen wir C-Klassen:

(2.0.2) C-Clx i \/ x=Cy,
Ely

2.0.3) C:Pelx 1« \/ x = Cp.
Ury

Nach R5 148t sich die Zuordnung € auf den C-Klassen umkehren. Die Um-
kerzuordnung bezeichnen wir mit e (Elementfunktion)

(2.0.4) C-Clx = Elex ACex = x .

Aus technischen Erwigungen definieren wir e auch noch fiir Urelemente

(2.0.5) Urx = ex 1= x.
Dann gilt:
(2.0.6) C-Clxv Urx = Elex.

Die Wirkungsweise von € und e 148t sich im folgenden Diagramm veranschaulichen:

Pcl A T1C-ClL
cl ¢ e Pcl

/‘ C-Pcl \
A N
Ur / Ur \\ Ur

Aus den bisherigen Axiomen 148t sich die Existenz von Urelementen und eigen-
tlichen C-Klassen noch nicht beweisen, denn die reine NBG-Theorie mit
{(x, Wy €x} als ,,C” ist ein Modell der bisherigen Axiome. Bevor wir jedoch die
Existenzgewisser eigentlicher C-Klassen fordern, soll die Grundidee dieser Arbeit,
eigentliche C-Klassen als Elemente zu interpretiercn, prdzisiert werden, woraus

sich dann in natiirlicher Weise eine Reihe von Axiomen fiir dic Bildung von
C-Klassen ergeben.

2.1. Die modulierte Theorie. Im Uberblick haben wir bereits gesagl, wie wir
eine C-Klasse x wieder als Element auffassen wollen: wir interpretieren ,ex & y”
als ,,x ist Element von y”. Dies lduft gerade darauf hinaus, daB wir die €-Klasse x
mit dem zugehdrigen Element ex identifizieren und dann die Elementrelation mo-

(}ulo dieser Identifizierung betrachten. Die Identifikation wird durch die folgende
Aquivalenzrelation geliefert:

(2.1.0) L x=yeC=Cy.
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Wir betrachten jetzt afle Grundbegriffe der NBG-Theorie modulo der Aquivalenz-

¢ » . . .
relation =" (lies: c-gleich) indem wir definieren:

< c
@.1.1) xe,y eV @E=ury =vAuet),
w v
2.1.2) © Elx e\ (% = uAEld),
u
(2.1.3) , Clx < \/ (x = uAClz).
L]

Damit ist eine ,Jnterpretation” der NBG-Grundbegriffe in der C-Theorie gegeben
und es liegt nahe zu fragen, welche NBG-=Axiome bei dieser ,,Interpretation” geltefl.
Hijerza definferen wir (analog der Relativierung bei inneren Modellen) rekur.sw
iiber den Aufbau zu jeder NBG-Formel ¥ ihre Modulation %, die C-Formel ist:
(Blx), := El.x,
(Clx), := Cl.x,
(T14), 1= 4.,
(AAB), :=4.AB,,

(/x\A)c:E/x\Ac‘

Zuniichst stellen wir fest, daB die Modulationen der Rahmenaxiome gelten:

2.1.4)

@.1.5) , XEY>XEY,

(2.1.6) Elx = El.x,

@.1.7) Clx = Cl.x,

(2.1.8) xey=ELxACLy, . (R1)
(2.1.9) El,x = \y/ XE Y, R2,)
(2.1.10) CBlx v Clx. (R3,)

Bovor wir die ,,modulicrte” Theorie weiteruntersuchen, stellen wir einige elementare
Eigenschaften zusammen, die im folgenden laufend bendtigt werden.

¢

.11 x = Cx,

2.1.12) Elx, yv Clx, yv Mgx=(x =p<x=1J),
(2.1.13) Clx = (x =y¢>x=€y),

2.1.14) El,x < Urxv C-Clx.
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Somit ist e fiir alle x mit El,x definiert!

(2.1.15) xe ywexely,
(2.1.16) Clx,

(2.1.17) xevy¢>V(x;uAueCy),
(2.1.18) Elx = (xg,y<xely),
(2.1.19) ElxACly= (xeg,y <> x€ey).

Die Eigenschaften sind per Definition trivial oder folgen aus den jeweils vor-
angegangenen. Wir zeigen jetzt, dafl (erwartungsgemiB) die modulierte Gleichheit
.. . . ¢ . . . .
gerade die Aquivalenzrelation ,,=" ist, und daB das modulierte Extensionalitiits-
axiom gilt: '

(2.1.20) L x=pex = Vv,

(2.1.21) ‘ NGe xwze,y)=x = y. (EXT,)
z

Beweis (2.1.21): Man betrachte nur Elemente z und wende (2.1.18) an.
Beweis (2.1.20): ,=" mit (2.1.21), ,,<=" ist klar!

Speziell folgt, daBl ¢-gleiche Objecte in modulierten C-Formeln 2, dquivalent
durcheinander ersetzbar sind. Hieraus erhélt man fiir C<Formeln 2:

(2.1.22) AU, = /\ Aq,,
Clox

(2.1.23) AU A\,
Elgx Elx

(2.1.24) A, = /\ o, .
Elex

Die Beweise von (2.1.22)<(2.1.23) sind klar. Bei (2.1.24) beachte man (2,1.14) und
daBl Urelemente zu €-Klassen ¢-gleich sind.

Es soll jetzt gezeigt werden, daBl auch das modulierte Klassenkomprehensions-
axiomschema giiltig ist:

(2.1.25)  Fiir eine C-Formel 9 (x) im engeren Sinn gilt:

Cl{x| A}, A (ze, {x| Ux)} < AL2).
Blyz
Beweis (2.1.25): Man bcach'te,v daf die Quantoren in 2, (x) genau dann auf El,
relativiert sind, wenn 2(x) Formel im engeren Sinn ist.

Man kann nun wieder jede Definition der NBG-Theorie, dic nur auf der
Giiltigkeit der Axiome R1-R3, EXT, KOMP basiert, durch die ,Interpretation”
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bzw. ,,Modulatlon” (2.2.1)-(2.2.4) bzgl. ,,=" modulieren (analog dem relativieren
bei inneren Modellen). Die Modulalmn eines Begriffes wird durch den Index ,.¢”
bezeichnet. Aus (2.1.25) erhilt man z. B. die modulierte Klassenkomprehension:

{x] A0} = ¥ W)

Begriffe, die in der modulierten Theorie mit ihrer Modulation iibereinstimmen,

(2.1.26)

heiBen absolut (bzgl ;). So ist z. B. die Klassenkomprehension absolut, aber die
Gleichheit und die Begriffe El, Mg, Cl nicht.

Es taucht jetzt die Fragé auf, ob auch die Modulationen der Mengenbildungs-
axiome giiltig sind. Hierzu zeigen wir zun#chst:

(2.1.26) g, =0,

2.1.27) El,x,y = {x, »}. Z {ex, ey},
(2.1.28) ch ——yé_) EJ’ ;

2.129) xc,peely,
(2.1.30) P.x < {y| CyeCx}.

Auf die einfachen Beweise unter Verwendung von (2.1.26) und (2.1.5)-(2.1.14)
kénnen wir verzichten,

Hierans erhilt man die Giiltigkeit der Modulationen vom Axiom der leeren
Menge und Zweiermengenaxiom:

(2.1.31) Mg, O, , (M)

(2.1.32) Elx,y = Mg.{x,}.. ™) -

Unter Beriicksichtigung von (vgl. (2.1.16))
(2.1.33) Mg.x <> El . x

erhdlt man init (2.1.24) die folgenden Kriterien fiir die Giiltigkeit der Modulauonen
von Vereinigungs-, Potenzmengen- und Aussonderungsaxiom.:

(2.1.34) VM, < A ¢-Cl UCp,
C-Clx yex

(2.1.35) PM, < A C-Cl{y| Cyex},
c-Clx

(2.1.36) AUS, = A\ A(yex=CCly.

C-Clx Cly
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AbschlieBend untersuchen wir noch die Modulationen von Unendlichkeit- und
Ersetzungsaxiom, es gilt:

2.1.37) 0, = @,
(2.1.38) Mg.o,, (UN),
(2.1.37) ERS, = A A A C-ClfBx. (ERS),

C-Clx Cly f: x—y
Die Beweise ergeben sich aus den entsplechenden Definitionen. Bisher haben wir

gesehen, daB die Modulation bzgl. = als Prézisierung der Idee, Klassen und Ele~
mente zu identifizieren, wieder ,fast” eine NBG-Theorie ist. Die fehlenden Eigen-
schaften VM, PM,, AUS, werden wir daher als Axiome fiir C-Klassen im néichsten
Abschnitt fordern (warum ERS, ausgelassen wird, zeigt sich spéter).

2.2. Die Axiome der C-Klassen-Bildung. In Anlehnung an die Betrachtungen
der modulierten C~Theorie (insbesondere (2.1.34)-(2.1.36)) formulieren wir jetzt
einige Axiome zur Bildung von C-Klassen:

Vereinigungsaxiom fiir C-Klassen *
€-Clx = €-Cl U Gy.

xay

VC:

Potenzaxiom fiir C-Klassen
PC: C:Clx = C-Cl{y| Cycx}.
Aussonderungsaxiom fiir C-Klassen

AUSC: C-Clx AClyAycx = C-Cly.

Wir formulieren auch gleich noch das Ersetzungsprinzip fiir C-XKlassen, fordern
es aber nicht als Axiom:

Ersetzungsprinzip fiir C<Klassen
ERSC: C-ClxACly Af: x—yAbb = C-Clf[x].

Analog der Russell’schen Antinomie erhéilt man aus AUSC sofort die Existenz von
Klassen, die keine C<Klassen sind.

2.2.0)
2.2.0

-c-cly,
-IC-CIE.

Beweise: R := {{x}] {x} ¢Cx}=V<E ist keine C-Klasse, denn sonst wilrde
gelten: {eR} e R < {eR} ¢ R.
Fiir eine Klasse L kénnen wir Relationen KcLxE als ,,Familicn
(K(Z.) = K[{Z}])ZGL
von Klassen” auffassen.

icm
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Mit dieser Terminologie ergibt sich:

(2.2.2) Fir cine Menge x und eine Familie (X,),., von Klassen gilt:

AC-CIK, = €:Cl U K, .
yax yex

Beweis (2.2.2): Nach dem Ersetzungsaxiom ist {eX,| yex} eine Menge,

also C-Klasse, und es folgt, daB () CeK, = | K, eine C-Klasse ist.
yex yex

Aber auch durch die neuen C-Klassen-Bildungsaxiome ist die Existenz von
eigentlichen C-Klassen (bzw. Urobjekten) noch nicht gesichert. Es bleibt also zu
iiberlegen, von welchen Klassen man fordern sollte, daB sie C-Klassen sind. Im
Hinblick auf die Verwendbarkeit der C-Theorie als mengentheoretische Grundlage
der Kategorientheorie sollle zumindest die Klasse V(&) = E(@) der Mengen,
die ohne Urelemente aufgebaut sind (also die Klassen aller Mengen in einer reinen
NBG-Theorie) eine C-Klasse sein. Aber das wird noch nicht ausreichen, sondern
wir wollen, daB mit jeder Menge x von Urelementen (bzw. von C-Klassen in der
modulierten Theori€) auch die Klasse E(x) aller mit Hilfe von x aufgebauten Men-
gen eine C-Klasse ist. SchlieBlich kann man noch einen Schritt weitergehen und
fordern, daB fiir jede C-Klasse Uc U die Klasse E(U) noch eine C-Klasse ist. Wir

geben eine dazu dquilvalente Bedingung an, die wir dann als Axiom formulieren:

2.2.3) N (C-CLU = C-CIE (V)

vey

Beweis (2.2.3):
=": C-CIFd(x) AxcE(Fd(x)) = C€-Clx.

<=” FAdE(U) =

Damit kommen wir zum letzten A)uom fiir die Bildung von C-Klassen:

< A (C<CIFd (x) = C-Cix) .
Clx

Fundamentaxiom fiir C-Klassen

FD: ClxAC-ClFd (x) = C-Clx.
Analog (1.1.1)<(1.1.5) erhilt man die leichte Verschérfung:
.24 Clx = (C-Clx < C-CIFd(x)) .

Weil E = E(U) keine C:Klasse ist, kann jetzt auch U keine C-Klasse mehr
und erst recht keine Menge mehr sein:
(2.2.5) -C-ClU.

Wir wollen jetzt die Stirke des Fundamentaxioms etwas niher kennenlernen.
Zu jeder C-Klasse 4 erhdlt man mit FD eine wesentlich groBere C Klasse

- E({ex] Pclxaxcd}).
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Durch Iteration erhdlt man cine Folge Ay, 4, ... von C-Klassen mit:

Ao =E@), 4y :=EUnPA,)

wobei allgemein P K := {y| Cy=CK} fiir C-Klassen K, vgl. (2.1.30).
Nach (2.2.2) ist aber auch A4, := |) 4, eine C-Klasse, und das Verfahren 145t
new
sich weiter fortsetzen. Wir prézisieren dies in'der folgenden Definition:
(2.2.6) Die Familie (Azeq von C-Klassen wird rekursiv definiert:

A Ad=EU n UPAy.
aeQ b<a

@

Zur Vereinfachung definieren wir:

@2.7) ABai=UnA,=Un UPA,.

asQ b<a

Dann gilt fiir ae Q:
(22.8) A, ist normales inneres Modell mit U, = B,.

Fiir a,b ¢ Q notieren wir noch einige Folgerungen:

(2.2.9) agb= A,cAyAB, B,
(2.2.10) PA, = ANB,,
(2.2.11) By =4,

(2.2.12) a Limeszahl = B, =b<U B,,
(2.2.13) C-CIA,, B,

(2.2.14) UnPA, =By,
@.2.15) PoA, = Bory U PAC A,
(2.2.16) Ue A A, -

Beweise (2.2.9)-(2.2.16): (2.2.9)-(2.2.12) ist klar, (2.2.13) folgt durch In-
duktion, (2.2.14) ist klar, (2.2.15) folgt aus (2.2.14), und. fiir (2.2.16) zeigen wir,
daB fiir xe A, gilt: Cxcp,. Falls x Menge ist, folgt mit (2.2.10) Cx = xcA,.
Falls x Urelement ist, so ist xeB,, und es gibt ein b<a mit xe P A,, also
CxeA,cA,. - -

Die sukzessive Konstruktiou der A, und B, 14Bt sich im folgenden Diagramm
veranschautichen:

©

icm
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Pcl A T1C=Pcl Pel A T1C-Pel
C-Pcl C-Pcl
PclcA, N e Pelc Ay
.Y Aa Y, _éa+ 1
Eﬂ \ En-l-i
u U

Jetzt haben wir mit (A ,)seq cine relativ ,,groBe” Familie von C-Klassen gefunden
Es taucht daher die Frage auf, ob es auBer den Teilklassen der A,’s {iberhaupt noch

weitere C-Klassen gibt. So braucht z.B. {J A, keine C-Klasse mehr zu sein, auBer
ae

wenn wir das Ersetzungsprinzip ERSC voraussetzen. Im néchsten Abschnitt werden
wir zeigen, daB die Existenz von C-Klassen, die keine Teilklassen der A/'s sind,
nicht aus den bisherigen Axiomen folgt.

2.3. Das AbschluBprinzip. Jetzt formulieren wir das AbschluBprinzip (bhne es
aJs Axiom zu fordern), welches besagt, daB jede C-Klasse bereits Teilklasse einer
C-Klasse der Form A, ist:

Abschlussprinzip
AP C-Clx=\/xcA,.

agQ

Wir werden zeigen, daB AP relativ widerspruchsfrei zu den bisherigen Axiomen
ist und dann einige Konsequenzen von AP andeuten. Zunichst definieren wir:

(2.3.0) AQ) := Q}Aa,

2.3.1) B@) =A@ nU=UB,.

a2
A(Q) is normales inneres Modell mit B(Q) als Klasse der Urelemente..
(2.3.2) E(B@) =A@.
Beweis (2.3.2): Fir Urelemente x gilt:
xeE(B(Q)®xeB(@«=xeA(Q).
Fiir Mengen x gilt:
xeE(B(Q) < Fixc B(Q) < \/Q‘Fdxc/_B_,, @\/ﬂx eE(B) =A,»xecAQ).

2 — Fundamenta Mathematicae, 'T. XCII
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Damit haben wir zwei dquivalente Formulierungen des AbschluBprinzips gewonnen.

@3.3) AP > E=A(@ = U=B(Q).

Beweis (2.3.3): Die zweite Aquivalenz folgt aus (2.3.1)-(2.3.2) und zur ersten
zeigen wir allgemeiner:

(2.3.4) xeA(Q) < \/CxcA,.

aef

Beweis (2.3.4):

=71 Bs gibt ein 46 Q mit xe A,, also Cx U A, <A, (vgl. (2.2.6)).

w="1 Bs ist xe P A,cAcAQ) (vel. 2.2.5).

Die relative Widerspruchsfreiheit von AP 148t sich jetzt wegen (2.3.3) leicht
unter Verwendung der Standardmethode der inneren Modelle zeigen. Zunichst
ist A(@) nach (2.3.2) ein normales inneres Modell der NBG-Theorie. Wir inter-
pretieren auch noch € iiber A (©2) und zeigen, daB A (2) dann Modell der C-Theorie
mit AbschluBprinzip ist. Hierbei gehen wir etwas allgemeiner vor, indem wir € auf
eine beliebige Klasse K relativieren.

(2.3.5) C:=Cn (KxK).
Nach (1.2.4) und (2.3.5) kénnen wir jetzt auch jeder C-Formel % ihre Relativierung
W, zuordnen.

Falls K abgeschlossen bzgl. € ist (d.h. fir x.e K ist CxcK), so gelten die
Relativierung der Rahmenaxiome R4-R7;

(2.3.6) K heiBt C-abgeschlossen: < /\ Cxc K,
xeK
(2.3.7) K C-abgeschlossen = (R4 AR5 ARG ART),.
Zum Beweis von (2.3.7) geniigt es, festzustellen, daB € absolut ist:
(23.8) K C-abgeschlossen = /\ Ccx = Cx.
’ xaK

Die Relativierungen der C-Klasserbildungsaxiome gelten nicht fiir jedes C-ab-
geschlossene K. Falls K normales inneres Modell ist, so hat man aber folgende
Kriterien:
(2.3.9) - Ist K C-abgeschlossenes, normales inneres Modell

@ VCxe A C-Cl UG,

C-Clgx yex

(B  PCye A C-CLiy Gex},
C-Clgx

() AUSCx<« A Ays x=C-Cly),

C-Clxx Cly
(d  FDge A (C-ClgFd(x)=> C-Clgx).
Clxx !

, so gilt

icm®
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Beweis (2.3.9): Folgt aus (2.3.8) und der Absolutheit von Elementrelation,
Vereinigung, Inklusion und Fundament fiir normale innere Modelle.

Als Ergénzung zu (2.3.9) stellen wir noch fest
(2.3.10) K C-abgeschlossen = (C-Clgx < C-Clx Aex e K).
Diese Ergebnisse wenden wir jetzt auf K = A(®) an und erhalten:

(2.3.11)  A(Q) ist C-abgeschlossenes, normales inneres Modell,

(2.3.12) C-Clygyx < \/ xcA,,
aeQ
(2.3.13) (VC APC AAUSC AFD), ) -

Beweis (2.3.10)-(2.3.11): vgl. (2.3.4) und (2.3.10).

Beweis (2.3.13): Anwendung von (2.3.9) und (2.3.12). Zu VC und PC betrachte
man (2.2.15) und (2.2.16), AUS ist klar, und FD erkennt man wie folgt: Ist
Fd(x)< A, fiir eine Klasse x, so folgt Fd(x)=B,, also x<E(B,) = A, (mit 1.1.8).
Damit ist A(®) in natiirlicher Weise ein Modell der C-Theorie. Es bleibt noch zu
zeigen, daB die Relativierung des AbschluBprinzips gilt:

(2.3.14) AP,

Beweis (2.3.14); Man zeigt, daB A absolut ist, dh. A =A@ indem man
schrittweise die Absolutheit der zur Definition von A bendtigten Begriffe beweist.

Nachdem nun die relative Widerspruchsfreiheit von AP zu den Axiomen
gezeigt, bleibt es uns iiberlassen, ob wir es als Axiom fordern wollen oder nicht.
Der Haupteinwand gegen AP als Axiom ist, daB es dem Ersetzungsprinzip
fiir €-Klassen widerspricht.

(2.3.15) ERSC = AP.

Beweis (2.3.15): Nach ERSC wire A(Q) eine C-Klasse, also A(Q) # E (2.2 1
und somit "JAP (2.3.3).

Ob man AP oder ERSC als zusitzliches Axiom fordern soll hingt davon ab,
was man dadurch erreichen will. Fiir eine zufriedenstellende Entwicklung der
Kategorientheorie innerhalb der C-Theorie zum Beispiel, sind weder AP noch
ERSC unbedingt erforderlich (vgl. § 4) und wir verzichten daher auf sie als Axiome.

AbschieBend geben wir noch eine fquivalenie Formulierung des AbschluB-
prinzips an, die modelltheoretischen Charakter hat und besagt, daB es keine nicht-
trivialen C-abgeschlossenen Modelle der Form E(U) mit UcU gibt.

(2.3.15) Die folgenden beiden Formeln sind dquivalent
(a) AP.
(b) Fiir jedes U=U gilt:
E(U) C-abgeschlossen A(VC APCAAUSC AFD)gy = U = 1.

2%
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Beweis (2.3.15):

(a) = (b). Durch Induktion zeigt man B,c U fiir ae Q, und erhdlt mit 2.3.3
U =B@cU. .

(a) < (b): Fiir U = B() folgt wegen (2.3.11), (2.3.13) sofort U = B(R) und
somit AP nach 2.3.3. ‘

2.4. Die weitere Entwicklung der C-Theorie, Es soll jetzt in einigen Stichpunkten
auf die weitere Entwicklung der C-Theoric eingegangen werden. Hierbei geht es
in erster Linie darum, die fiir Mengen bekannten Begriffe und Eigenschaften auf
C-Klassen auszudehnen. Dies geschieht unter Verwendung der modulierten Theorie
und ganz grob kann man sagen, daB alle Begriffe und Eigenschaften der Zermelo’
schen Mengenlehre sich auf C-Klassen iibertragen lassen. Um die Leistungsfihigkeit
der modulierten Theorie zu verdeutlichen, geben wir einige exemplarische Beispiele.

Zunichst stellen wir fest, daB kartesische Produkte von C-Klassen wieder
C-Klassen sind und kénnen dann die Klasse aller Abbildungen zwischen zwei
C-Klassen definieren.

(2.4.0) C-CIK,L=C-CIKxL,

2.4.1) C-CIK, L = Abb(K, L) := {ef| f: K—~LAbb}.

Man beachte, daB man fiir beliebige Klassen K, L die Klasse der Abbildungen
K-»L nicht unbedingt bilden kann. Bs soll jetzt gezeigt werden, daB man fiir
C:Klassen auch ein geordnetes Paar definieren kann, welches ein Element ist, so

daB man dann auch Abbildungen mit C-Klassen als Argumente und Werte hat
(in [3] sind geordnete Paare von Klassen wieder Klassen).

2.4.2) C-Clx,y = (x, ), := (ex, &),
* (2.4.3) C-Clx,y,u, vA(X, ) = (U, V), =X =u,y=0.

Eine Abbildung f: K— L kann nun auch interpretiert werden als eine Abbildung
zwischen den C-Klassen Cx mit x e K und den C-Klassen Cy mit y e L.

Neben diesen elementaren Begriffen wollen wir uns noch mit einem etwas
komplizierteren Begriff fiir C-Klassen beschéftigen: ihre GroBe bzw. Michtigkeit.
Definieren wir

(2.4.4) CIK,L= (K= L :«\/ F: K~ L Bijektion)
F

so erhdlt man den Cantor’schen Satz:

(2.4.5) CClx=>x2Px.

Beweis 2.4.5: In der Sprache der modulierten Theorie ist (2.4.5) gerade der
Cantor’sche Satz ,Mgx = x % Px”. (Man kann (2.4.5) aber auch direkt beweisen).
Somit haben wir in der C-Theorie auch eigentliche Klassen verschiedener
»G16B8e” und es liegt daher nahe, den Begriff der Kardinalzahl auf C-Xlassen zu

e © :
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erweitern, d.h. wir wollen jeder C-Klasse x ein Element card (x) zuordnen, so daB gilt:
C-Clx, y = (card(x) = card(y) <> x = y).

Das lduft aber gerade darauf hinaus, in der modulierten Theorie Kardinalzahlen
(fiir Mengen) einzufithren. Dies erscheint ohne Ersetzungsaxiom aussichtslos, ist
aber unter Verwendung des AbschluBprinzips méglich. Etwas allgemeiner zeigen wir:

(2.4.6) Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Klasse K< A (@), so gibt es cine
Abbildung Fo: K—E mit A F.(x) = F.()) & x~p.
xyeK
Beweis (2.4.6): Wir definieren zuerst eine Abbildung a: K—Q durch
a(x) :=min{a] [¥] n A, # O}, wobei [x] die Aquivalenzklasse von xe K ist.
Dann 148t sich F.: K— E definieren durch F.(x) := e([x] n Ay) fir xe X, und
man zeigt leicht fiir x, y e K: Fo(x) = F.(y) = x~.

Zur Konstruktion der Kardinalzahlen von C-Klassen betrachten wir auf E die
Aquivalenzrelation ,x~y <> Cx = €” und mit dem AbschluBprinzip AP kann
man (2.4.6) anwenden. In analoger Weise lassen sich auch Ordinalzahlen fiir wohl-
geordnete C-Klassen einfiihren.

§ 3. Widerspruchsfreiheitsffag‘en

3.0. Das Fundamentaxiom in der modulierten Theorie. Zur Motivation von
Vereinigungs-, Potenz und Aussonderungsaxiom fiir C-Klassen haben wir die
modulierte C-Theorie betrachtet. Um die Existenz nichttrivialer C-Klassen zu
sichern, haben wir dann noch das Fundamentaxiom formuliert. Damit ist das Funda-~
mentaxiom offenbar das stirkste der C-Klassen-Bildungsaxiome und es liegt daher
nahe, die Auswirkungen dieses Axioms in der modulierten Theorie zu betrachten.
Hierzu untersuchen wir zunichst einige modulierte Begriffe:

(3.0.0) E. - E

(3.0.1) El.x,y=(x,)), - (ex, &),

(3.0.2) fiir jede C-Formel A(x,y) im engeren Sinne gilt:

(G2 ) W Mo = {0, 9] A, 9D}

(3.03). Mx N = CMxCN,

(3.0.4) £ M—NAbb, < Cf: CM—CNAbb,
(3.0.5) J: M—~NAbb,Ax €, M = ef(x), = (Cf)(ex),
(3.0.6) f: MoNAbBb, AX M = flx], = 0],
(3.0.7) M, NeCMCN.
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 Auf die einfachen Beweise verzichten wir und wollen jetzt die Eigenschaften

von Ao = V(@) in der modulierten Theorie untersuchen. Da A, kein Urelement

enthéﬁt, ist zu erwarten, daB sich viele Eigenschaften von A, in die modulierte

Theorie iibertragen:

(308) xeoéo‘i’xeéo H
(3.0.9) xeAo= U = U xAP.x = Px,
(3.0.10) xeAgAS: x>AoAbb = flx], = fx].

Beweise (3.0.8)-(3.0.10): vgl (2.1.15), (2.1.28), (2.1.30), (3.0.4), (3.0.6).
Hieraus folgt mit (2.1.37) und (2.2.13).

(3.0.11) A, ist in der modulierten Theorie ein kleines inneres Modell.

Wie schon frither angedeutet, soll das Ersetzungsprinzip in der modulierten
Theorie nicht gefordert werden (vgl. (2.1.37)), aber unter Verwendung von A,
kann man ein abgeschwichtes Ersetzungsprinzip beweisen.

(3.0.12) x €, Ay Aft x—»E,Abb, = Mg, f[x], .

Beweis (3.0.12): Nach (3.0.8) ist x Menge und wegen (3.0.0), (3.0.4), (3.0.6)
folgt Mgf[x]..

Interessant ist nun, daB man auch das Mengenpridikat ,Mg” unter Ver-
wendung von A, und des Auswahlprinzips AM in der modulierten Theorie charakte-
risieren kann:

(3.0.13)AM Mgx<'\/ x=,y.
y&e Ao
Beweis (3.0.13):
»=" Wegen QcA, und AM gibt es ein ye A, mit x = y.
»<=" Man hat mit (3.0.7) Cx = Cy, und da ye A, (vgl. 3.0.8) eine Menge ist,
mufl auch Cx und x eine Menge sein.

Definiert man allgemein:

(3.0.19) Xz \/ x.y
YE€ozZ

$0 hat man etwas prdgnanter:

(3.0.134% Mgx < x &, A, .

Unter Benutzung dieses Resultats sind wir nun in der Lage, fiir eine Xlasse K
-den Begriff des Fundaments von K in der modulierten Theorie auszudriicken:

GO FIK = f{x] x4, Agn \/

nec W (X0 %Xn)o €c E:'"

Xis s Xy €, Ag A
1

c
AX = Xo € X1 €, € Xy €, K}, .
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Beweis (3.0.15): Fiir Elemente x gilt

xeFdK< Urxa\/ X=XgEX; €. €x, €K
ne o (xa,...,xn)eg"'”
<« IMgx A \/ MEXy, ooy X, AX = Xg €EX; E..€Xp€ K
new (xo,...,xn)eE"“ .
c
@ xé,AgA N Kip s Ky Eo Mg AX = X €, X1 €, ... €, %, €K

E"+ 1

g Og (X0yeen¥n)o@ B,

(Die letzte Aquivalenz folgt aus (3.0.13) und bisherigen Resultaten aus der mo-
dulierten Theorie), Damit ist Fd X = {xl x & AgA..} und mit (2.1.26) folgt (3.0.15).
Damit 148t sich das Fundamentaxiom in die modulierte Theorie formulieren;

(3.0.16)"™ Mg, Fdx = Mg,x .

Beweis (3.0.16): Nach (3.0.15) ist (3.0.16) von der Form ¥, fiir eine C-For-
mel 2 und somit geniigt es, wegen (2.1.16), (2.1.22) den Fall ,,Clx” zu betrachten.
Es gilt dann :

Mg, Fdx = C-ClFdx=> C-Clx = Mg, x .

Damit haben wir das Fundamentaxiom mit Hilfe von A, in die modulierte Theorie
,Jjiibersetzt”. Um die Rolle dieses Axioms in der modulierten Theorie weiterver-
folgen zu konnen, ,vergessen” wir die C-Theorie und betrachten im folgenden
Abschnitt die modulierte Theorie als selbstindige Theorie, d.h. als eine reine
NBG -Theorie — ohne Ersetzungsaxiom — mit einem kleinen inneren Modell (als
Analogon zu Ao) und einem (3.0.16) entsprechenden Fundamentaxiom (mit einem
(3.0.15) entsprechenden Fundamentbegriff).

3.1. Die modifizierte NBG-Theorie (M-Theorie). Entsprechend den Be-
trachtungen des vorigen Abschnitts, wollen wir jetzt die in 1.0 angegebene NGB-
Theorie leicht wie folgt modifizieren:

Modifikation 1¢ Das Rahmenaxiom R3 wird verschirft zu

R3: Clx.
Damit fallen die Begriffe Element und Menge zusammen und wir haben eine reine
NBG-Theorie.

Modifikation 2: Bine Konstante M wird als neuer Grundbegriff mit fol-
genden Rahmenaxiomen eingefiihrt:

RML: MgM,

RM2: McPM,

RM3: weM,

RM4: xeM= Ux, PxeM,

RM5: xeMAf: x—+MADbb = fIx]e M.
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Die Rahmenaxiome besagen genau daB M ein kleines inneres Modell ist (vel.
(1.2.24) und (1.2.25)).

Ferner definieren wir (analog (3.0.15)) das M-Fundament fiir Klassen

(3.1.0) xeze\ x2y,

yez

(.11 FdyK:={x] x¢MA Y

Xisves Xy € MA
NE@ (x05%p)8VAFL

AX =Xy €X €. €X, €K}

und fordern (analog (3.0.16)) das M- Fundamentaxiom
FD,,: MgFdyK = MgKk.

Modifikation 3: Das Ersetzungsaxiom ERS fiir Mengen wird durch das
folgende, wesentlich schwichere Ersetzungsprinzip ersetzt:

ERSM: xeMAf: x— VAbb = Mgf[x].

Die durch die Modifikationen 1-3 bestimmte (reing) NBG-Theorie bezeichnen
wir im folgenden kurz als die M-Theorie.

Bevor wir die M-Theorie weiter untersuchen, stellen wir fest, da8 vermdge
der Interpretation von g, El, CLM durch €, El,, Cl,, A, im Rahmen der C-Theorie
die modulierte C-Theorie ein ,,Modell” der M-Theorie bildet, denn in 2.1 und 3.0
wurde die Giiltigkeit der Axiome der M -Theorie bei dieser Interpretation bereits
festgestellt. Folglich haben wir das

Widerspruchsfreiheitstheorem 1. Die M -Theorie ist relativ wiederspruchsfrei
zur C-Theorie. B ‘

Die Umkehrung dieses Theorems, daB auch die C-Theorie relativ wieder-
spruchsfrei zur M -Theorie ist, zeigen wir nach einige Vorbereitungen in 3.3. Ins-
besondere bendtigen wir dafiir noch ein schwaches Auswahlprinzip, das wir schon
hier formulieren, ohne es als Axiom zu fordern (jeder Gebrauch dieses Prinzips
wird explizit gekennzeichnet).

M-Auswahiprinzip:
MA: xeMAAGeMay#@)= \/ A f»ey.
Yex

Jix~»Ux yex
Als Erginzung zum Widerspruchsfreiheitstheorem 1 formulieren wir das
Widerspruchsfreiheitstheorem 2. Die M -Theorie mit M-Auswahlprinzip MA jst
relativ widerspruchsfrei zur C-Theorie mit Auswahlprinzip AM fiir Mengen.

Beweis: Wir verwenden wieder die Interpretation e,, El., Cl,, A, lir die
Grundbegriffe €, Cl, El, M und miissen nur noch zeigen, daB MA erfiillt ist, d.h.

xecéo/\/\(}’?céo’\yc¢c@c)= V /\f(Y)cecy'

Y€ X S X% UcxAbbe yeo X

icm°®
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Die Giiltigkeit dieser Formel erkennt man (unter Benutzung von AM) luicht mit
(3.0.13) und weiteren Resultaten aus 2.1 und 3.0.

AbschlieBend beweisen wir noch, da8 in der M-Theorie ohne M -Fundament-
axiom das M-Fundameniaxiom aus dem Ersetzungsprinzip fiir Mengen und dem
Fundierungsprinzip folgt. Insbesondere ist dann die M-Theorie relativ widerspruchs-
frei zur reinen NBG-Theorie mit Fundierungsprinzip und einem kleinen inneren
Modell.

(3.1.2)  In der M-Theorie ohne FDy, gilt:

FUND AERS = FDy,.

Beweis (3.1.2): Bs sei K cine Klasse, deren M -Fundament Fdy K eine Menge
ist. Unter Verwendung des Ersetzungsprinzips definieren wir rekursiv eine Menge L
und zeigen dann mit dem Fundierungsprinzip durch Induktion iber €, daf K<L
gilt. Nach dem Aussonderungsaxiom ist X dann eine Menge.

Fiir m 1= M N Q ist meQ cine Limeszahl. Die Abbildung F: m—V wird
rekursiv (unter Verwendung von ERSM) definiert durch:

F(d) = FdyK U U PF(b) .
- b<a

Dann ist L 1= {J F(d) nach dem Brsetzungsprinzip eine Menge. Durch e-Induktion

a<m
zeigen wir jelzt: ye K=y L.

Fall 1: y ¢ M. Dann ist y e FdyK = F(0)<=L.

Fall 2: y e M. Dann gibt es ein xe€M und cine Bijektion f: x—y. Da yeL
nach Induktionsvoraussetzung gilt, JdBt sich eine ,Rangabbildung” r: y—m de-
finieren durch r(z) := min{a| z € F(4)}. Insgesamt haben wir also eine Abbildung
x5 Yo,

Da M inneres Modell und m gerade die Klasse der Ordinalzahlen in M ist,
hat das Bild von if cine obere Schranke, d.h. es gibt ein a<m mit rf(u) <a fiir alle
ue x. Damit ist auch r(z)<a bzw. z e F(d) fir jedes ze y. Also ist y= F(a), und
da m Limeszahl ist, folgt ¢+1<m und y e Fla+1)=L. .

Bs sci noch erwihnt, daB die Widerspruchsfreiheitsiesultate erhalten bleiben,
wenn man zur C-und M -Theorie das starke Klassenkomprehensionsaxiom KOMPS

Modulationen implizicren.

3.2. Tnnere Modelle in der M-Theorie, In diesem Abschnitt sollen einige Vor-
bereitungen zum Boeweis der Widerspruchsfreiheit der C-Theorie relativ zur M-
Theorie, den wir unter Verwendung innerer Modelle fiihren werden, getroffen
werden. Da die C-Theorie Urelemente hat, die M-Theorie aber nic{lt, kommen
daber fir den Widerspruchsfreiheitsbeweis nur nicht-normale innere Modelle in-
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frage. Wir wollen daher einige nicht-normale innere Modelle konstruieren. De-
finiert man

(3.2.0) mi=ManQ

so gilt (wie bereits im Beweis von (3.1.2) ausgefiihrt):

@B.2.1) me Q Limeszahl ,

(322) xeMAS: xom=\/ Af)<a.
a<m yex

Zunichst wollen wir jetzt zeigen, daB es zu jeder Teilmenge von {m} xV ein
kleines inneres Modell gibt, dessen Urelementklasse gerade diese Teilmenge ist.
Im folgenden betrachten wir also eine feste Teilmenge Lz {m} x V. Zur Abkiirzung
setzen wir

(3:2.3) _ M, := {x| xeM}

und definieren jetzt die Komstruktionsabbildung Kf‘:m—»_\f rekursiv durch
(3.2.4) Q,, X = y (L v (M, nPK)).

Erweitern wir (3.2.4) noch durch

(3.2.5) K@) =Ky = UKS

so gilt wegen (3.2.1): -

(3.2.6) K% =b<t’)" (L v (M, nPKP).

Es soll nun gezeigt werden, daB K (L) ein kleines inneres Modell mit L als
. Urelementklasse (d.h. K(INPK (L) = L) ist. Dies erfolgt in drei Schritten, indem
wir zeigen:
(1)  K(L) ist eine Menge (das folgt micht aus dem Ersetzungsprinzip ERSM).
@ KONPKD =L |
(3)  K(L) ist inneres Modell.

Im_ ersten Schritt zeigen wir, daB das M-Fundament von K (L) im M-Funda-

ment von L liegt (das eine Menge ist) und erhalten dann (1) mit dem M-Funda-
mentaxiom

327 Fdy(M, N Px)=Fdyx,
(3.2.8) Fdy Ux<= U FdM; R

M o
(329 Fd_,![(x Uy = Fyde U Fdyy ,
(3.2.10) . Mgx = MgFEMx , -
(3.2.11) asm= FdMg;FdML ,
(¢212) MgK(Z).
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Beweise (3.2.7)-(3.2.9) folgen unmittelbar aus der Definition des M-Funda-
ments. '

Beweis (3.2.10): Mit ERSM kann man Fde analog (1.1.1)-(1.1.5) kon-
struieren,
Beweis (3.2.11) folgt durch Induktion iiber a aus (3.2.7)-(3.2.9):

FdMKf, = Fde\é)u Lv (M—E ~ PXD)
=Fdy(L u U (Mg 0 PKD)
= FdyL v Fdy U (M, 1 PKS)
C.F'dML v} FCIML (nach Induktionsvoraussetzung).

Beweis (3.2.12) vgl. (3.2.10) und (3.2.11). Damit kommen wir zum zweiten
Schritt, bei dem wir wesentlich von der Inklusion L<{m}xV Gebrauch machen,
wit zeigen:

(3.2.13) mao({myxV)=@amé{mixV,
(3.2.14) agm = acKiNLAd¢ Ky,
(3:2.15) asm=({mxV)nPK} = @,
(3.2.16) LnPK(L) =@,
(3217 K(LNPK(L) = L.

Beweis (3.2.13): Fiir jede Menge x ist me {m} e ({m}, {m, x}) = (m, x) und
somit (m, x) &m und (m, x) % m wegen me Q.

Beweis (3.2.14): Induktion iiber a. Fiir b<a bzw. b ea ist nach Induktions-
voraussetzung b<'K}, also b e M, 0 PKEcKE, und somit folgt acKg und nach
(3.2.13) sogar acKENL, weil Lcj{m}x_\_/. Angenommen, es ist ae‘E{;, alsci nach
(3.2.13) sogar a e KA\L, so gibt es nach (3.24)-(3.2.6) ein b<a mit a=Ky und
somit b e}_(_’,; im Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung,

Beweis (3.2.15): Angenommen, fiir eine Menge x ist (m, %) = ({m}, {m, x})
€ PKY also {m}eKY und wegen {m}éLe{m}xV sogar {I:l} e%’;\L Nach
(32%)—(3.2.6) gibt es dann cin b<a mit {m} € PK}, also me Ky<Ky, im Wider-
spruch zu 3.2.14.

Beweis (3.2.16) folgt aus (3.2.15) fir a = m.

Beweis (3.2.17) folgt aus (3.2.16).

Yetzt wird im dritven Schritt gezeigt, daB K (L) ein inneres Modell ist. Es werden
einige Hilfssiitze iiber M, bewiesen und dann wenden wir das Kriterium (1.2.24) an.

(3.2.18) A‘?M = Px gM,
(3.2.19) fi x—y injektiv AyeM=xeM,
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(3.2.20) - fix—y subjektiv AxeM=yeM,
(322" xeMAxe M= UxeM.

Beweis (3.2.18): Zu x € M gibt es ein y € M mit x & y. Dann ist auch Py ¢ M
und Px & Py, also PxeM.

Beweis (3.2.19): Es gibt ein ze M mit y = z. Wegen x = f[x]<y gibt cs cin
ucz mit ¥ & u, also ue M und damit x e M.

Beweis (3.2.20): Es ist bekanntlich y = {f~*[{v}]| ve p}=Px. Nach (3.2.18)
ist Pxe M und nach (3.2.19) folgt ye M.

Beweis (3.3.21): Zu jedem y e x gibt es nach MA ein bem mit y & b, also
gibt es eine Abbildung h: x—>m mit A(y) = min{d| y = b} = y. Jetzt wenden
wir MA auf {Bij(h(»), y)] ¥ € x} = x an — hierbei sei Bij(L, N) die Menge der
Bijektionen L— N fiir Mengen L, N —denn fiir jedes y e x ist Bij(h(y), y) # @
und Bij(2(¥), ») = Bij(h(), 2(»)) € M. Somit haben wir eine Abbildung g: x—V
mit g(y): h(p)—>y Bijektion fiir jedes y € x. Dann konnen wir eine Subjektion

U h(»)— U x definieren — hierbei bezeichnet () die disjunkte Vereinigung — die

yex

auf jedem A(y) mit g(y) iibereinstimmt. Nun ist L_')h(y) €M wegen 2(y) e M und
yex -

xeM (in M gilt ERS). Mit (3.2.20) folgt ) xeM.

Jetzt sind wir in der Lage, zu zeigen, dal K (L) ein inneres Modell ist:
(32.22) K(INL = M, n PK(L) = K(L) n PK(L),
(3.2.23M4 K (L) ist inneres Modell mit Auswahlaxiom AMg,.

Beweis 3.2.22: Die Inklusionen K (L) n PK (L) =K (LN\L=Me n PK (L) folgen
aus (3.2.16), (3.2.5) und (3.2.6). Zu zeigen ist noch: M. n PR (L)cK (L) n
0 PK(L). Sei also x<=K (L) und x € M. Fiir die ,,Rangabbilduné” r: x —m, definiert
durch r(y) = min{a| ye KL}, gibt es nach (3.2.2) ein a<m mit r(3)<a baw.
y e&f fiir alle y € x. Dann ist aber xcE’;, also xe M. N P_K_f; <K (L). Den Bewels

von (3.2.23) kdnnen wir mit (3.2.22) auf den wesentlich allgemeinen Satz zuriick-
fiihren.

(32244 KN PK= Me N PK = Kistinneres Modell mit Auswahlaxiom AM,,,

. Beweis 3.2.24: Wir wenden das Kriterium (1.2.24) an, Durch Induktion zeigen
wir a<m=>a e K n PK, woraus insbesondere we K n PK folgt. Nach Induktions-
voraussetzung ist <X und somit ae M, N PK. Sei nun xe K n PK d.h. xe M
und xc K. Fir yox folgt y<K und y eM (3.2.19), also y €M, n PKcK,

Dami_t ist Px< K und Px €M (3.2.16), also Pxe K n PK. Fir “eine Abbildung
f:'x—>K' 1st‘f[x] €PK (nach ERSM!) und f[x] €M (3.2.20), also f[x] e K n PK.
Gilt S'Chllt?Bllch x=PK so ist fiir jedes y & x auch y e K N PK, also y e Mund yck.
Folglich ist UxeM (32214 und (JxcK, also Uxe X n PK. T

a © ’
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Folglich ist K ein inneres Modell. Es bleibt die Giiltigkeit von AMy zu zeigen,
die jedoch leicht aus MA und K nl’KcMs~ folgt.

AbschlieBend zeigen wir noch, dafl in dem Modell K.(L) auch das Fundierungs-
prinzip gilt:

(3.2.25) Definiert man die Rangabbildung r: K(L)~m durch
A r() = min{a xeX5},
xak(L)

so gilt
A (rey=rm<ry).
xya KN\

(3.226) In K (L) gilt das Fundierungsprinzip (d.h. FUND}(L)).

Beweis (3.2.25): Wegen y € _Ig‘(,.)\b gibt es ein a<r(y) mit ycKJ, also x & KX
und somit r(x) <a<r().
Beweis (3.2.26): Dic Behauptung folgt leicht aus (3.2.25).

3.3 Die relative Widerspruchsfreiheit der C-Theorie. In diesem Abschnitt
wollen wir das Widerspruchsfreiheitstheorem 2 verschdrfen zu

Widerspruchsfreiheitstheorem 3. Die C-Theorle mit dem Auswa..hlprinzip AM
tisr Mengen ist genau dann widerspruchsfrei, wenn die M-Theorie mit dem M-Auvs-
wahlprinzip MA widerspruchsfrei ist.

Es ist also zu zeigen, daB die C-Theorie mit AM relativ widerspruchsfrei zur
M-Theorie mit MA ist. Hierzu geben wir eine Klasse K an, die Voraussetzung
von (3.2.24) erfiilit und zcigen, daB bei ciner geeigneten Interpreta?;ion von €, K
sogar ¢in Modell der C-Theorie ist. Die Idee, welche der Kons.truktlon von K zu-
grunde liegt, geben wir kurz an, Mit M haben wir ein kleines inneres l\ff'[odell‘ (der
reinen NBG-Theorie), in der die Elemente von PM\M gerade die eigentlichen
Klassen sind. Betrachten wir nun die Abbildung (m, —): PM\M—-»:{m}xY, so
haben wir mit K({m}x (I’M\M)) wieder ein kleines inneres Modelll (einer NBG-
Theorie mit U}Elen‘\cnten), dessen Urelemente gerade den eigenthchen Klassen
von M entsprechen und deren cigentliche Klassen jetzt die Elementfe von
PK ({m} x (PMNMONK. ({m} x (FM\M)) sind. Dieses Verfahren zur Gewinnung
never Modelle mit jeweils mehr Urclementen 148t sich 1t<=ir1erer}. Bezeichnen wir
dic Abbildung (m, —): V= {m}xV kurz mit. ¢, so laBt sich eine Folge Kleiner
innerer Modelle definieren durch:

Agi=M, g1 = K (e[PANALD -

Die L Urelementc” von A, entsprechen vermdge ¢ gerade den ,eigentlichen (}(laLst-1
sen” von A,. Wir seizen die Konstruktion der Modelle noch auf ganz m fort, durc

A, = K (U e[PANA])  fiir Limeszahlen a<m.
T b<a
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Dann ist 4, := U 4, das gesuchte Modell, wobei die Interpretation von € im

a<m
wesentlichen durch die Umkehrabbildung e~ gegeben ist.
Nach diesen Erérterungen kommen wir zum formalen Beweis. Aus suggestiven
Griinden definieren wir:

(3.3.0) Die Abbildung e: V- {m}xV sei definiert durch
Nex = (m, x),

Mgx
Jetzt wird die Familie (4,),<, definiert
(3.3.1) Die Abbildung 4: m—V wird rekursiv definjert durch:’
N4y = Kgg‘ e[PANA]) -

a<m

Zur Abkiirzung setzen wir gleich:

(3.3.2) A B, = Uel[PANA4],

am b<a
(3.3.3) Ani= U,
(3.3.4) B, =a9mB,, = UelPANA,].
Also ist
(3.3.5) a<m=4,=XK(B,),
(3.3.6) agb<m= A, A, AB,cB,.

A, soll nun das gesuchte Modell werden. Bevor wir € iiber 4,, interpretieren, zeigen
wir, daB} 4,, ein inneres Modell ist, dessen Klasse von Urelementen gerade B, ist.

(33.7) ANPA, = B,,

(33.8) Ay VP4, = M, A PA, = U (4\P4,),

agm

(3.3.9M 4, ist inneres (NBG-)Modell mit Auswahlaxiom AM.

Beweis (3.3.7): Mit (3.2.17) hat man

APy = ) ANP | A,= U (Aa\PAn) = {J B, = B, .

a<m a<m a<m a<m

Es bleibt noch zu zejgen B,, N PA,, = @, und wir beweisen allgemeiner {myx V)
NP4, = @. Angenommen, fiir eine Menge x ist {{m}, {m, x}} = (m, x) & PA,,,

icm°®
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also {m} € 4,,. Dann gibt es ein a<m mit {m} e 4, und somit (m, m) = {{m}}
€ P4, im Widerspruch zu (3.2.15) (fiir a = m, L = B,).

Beweis (3.3.8): Mit (3.3.7) und (3.2.22) hat man

A"l n ‘PAmCAhl\BmC U Aa\ U Bac U (Aa\BB)

a<m a<m a<m .
= U (Aa\PAa) = U (M_E nPAE)CMI gl PAm d
a<m a<m - ~

Da trivialerweise | (4, n PA) <4, n P4, gilt, bleibt nur noch zu zeigen:
a<m

M, NP4, U (4,0 PA,). Sel also xeM und x < 4,,. Definiert man die ,,Rang-
~ a<m

abbildung” r: x—m durch r(y) = min{a| y € 4,}, so gibt es nach (3.2.2) ein a<m
mit r(y)<a bzw. y e 4, fiir alle y e x. Also ist x e M, 0 P4, = A, n P4, (32.22).

Beweis (3.3.9) folgt aus 3.2.24¥* mit (3.3.8).

(3.3.7) and (3.3.8) besagen gerade, daB die Klasse der Urelemente (bzw. Mengen)
in A,, genau die Vereinigung der Klassen der Urelemente (bzw. Mengen) in den 4,’s
sind. Speziell sind die eigentlichen Klassen in den A4, auch eigentliche Klassen
in A4,:

(3.3.10) agsm = PANA,<PANA,, .

Beweis (3.3.10). Wegen (3.3.8) und (3.2.22) ist: 4 PA,=M. NnPA,
= d, 0 PA,, woraus die Behauptung folgt. ST

Jetzt soll der Grundbegriff € in 4,, interpretiert werden. Hierzu definieren
wir zunéchst:

-1

(3.3.11) xeB,=>Cx :=¢ "x,

(3.3.12) x € d,\B, = Cx = x

und beweisen

(3.3.13) ANB,, = 4, 0 P4, =a9m(Aa\Ba)’
(3.3.149) x€ B, = Cx e PA,NAy
(3.3.15) a<mAaxe d,= Cxc4,,

(3.3.16) a<maxcd,= \/ x=8y,

yedatt

Beweis (3.3.13): vgl.'Beweis (3.3.8).
Beweis (3.3.14): vgl. (3.3.4) und (3.3.13).

Beweis (3.3.15): Fiir x € B, gibt es ein b<a mit €x e P4,, also Exc 4,4,
und fiir x & B, ist €x = x ((3.3.12) und (3.3.13)) und x € P4, (3.2.22).
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‘Beweis (3.3.16). Fiir xed, ist xed, NP4, = ANB,c4,\B, ((3.2.22),
(33.13)), also Gx = x. Und fiir x¢ 4, ist xePANA,, also exe B, <4, mit
Cex = x.

Nun wird die formale Interpretation von € in 4, definiert.

(3.3.17) C,, = {(x, Y| (xeB,Ayee ')V (xe 4, \B, Ay Ex)}.
Es folgt sofort:
(33.18) €y CApX Ay,

(3.3.19) xed,=>C (x)=0Cx.

Es gelten dann die Relativierungen der Rahmenaxiome R4-R7

(3.3.20) (R4 ARSAR6 ART), .

Beweis (3.3.20): Mit (3.3.19) erhilt man die Behauptungen aus (3.3.18) (R4),
(3.3.11), (3.3.12) (RS), (3.3.14) (R6) und (3.3.12), (3.3.13) (R7).
Zum Nachweis der Relativierung der C-Klassenbildungsaxiome stellen wir

fest:

(3.3.21) xcd, = (C-Cly x < A xcd),.
a<m

(33.22) (VC APC AAUSC), .

Beweis (3.3.21):
»=>"1 vgl. (3.3.15) ,,<=" vgl. (3.3.16).

Beweis (3.3.22): Anwendung von (3.3.21): Fiir a<m und x4, gilt |J Cyc4,
¥
(3.3.15), {yl Gy=x}c4,,, (3.3.16) und trivialerweise ,pcx==ycd,”. “
Es bleibt noch die Relativierung des Fundamentaxioms zu zeigen und hierbei

eerexst es sich als miitzlich, vorher die Relativierung des Fundierungsprinzips zu
zeigen:

(3.3.23) FUND,,,,
(3.3.29) a<mAixcd, AFd, x<d,=x<4,,
(3.3.25) FD,,.

Beweis (3.3.23): Das Fundierungsprinzip FUND fiir Klassen ist bekanntlich
(vgl. [8D zum Fundierungsprinzip fiir Mengen dquivalent, und dessen Relativierung
'f\uf A, gilt, weil die Mengen in 4,, genau die Mengen in den 4,’s sind (3.3.8) und
in den A4,’s das Fundierungsprinzip gilt (3.2.26).

' BeW?is (3.3.24): Wegen (3.3.23) konnen wir durch e-Induktion iiber x be-
weisen. Fiir yex n B, ist y e Fd, x < 4,. Und fiir y € x\B,, 4, \B,, =M, ((3.3.8),
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3.3.18)), ist Fd,, ycFd,, x<d,. Nach Induktionsvoraussetzung folgt yéAa und
sogar y &€ M, N PA, =4, (3.3.8). Damit gilt x=4,.

Beweis (3.3.25): Folgt aus (3.3.24) mit (3.3.21).

Mit (3.3.23) liBt sich dann noch zeigen, daB die Relativierung der Familie
(A, Basa gerade die Familie (4,, B)s<, ist, und aus (3.3.3) folgt dann die
Giiltigkeit der Relativierung des AbschluBprinzips.

(3.3.26) AP,

TInsbesondere gilt also die Relativierung des Ersetzungsaxioms fiir C-Klassen
nicht (vgl. (2.3.15)). Insgesamt haben wir jetzt gezeigt:

Widerspruchsfreiheitstheorem 4. Die C-Theorie mit AuswahlprinZip AM fiir
Mengen, Fundierungsprinzip FUND und AbschluBprinzip AP ist relativ wider-
spruchsfrei zur M -Theorie mit dem Auswahlprinzip MA.

Mit dem Widerspruchsfreiheitstheorem 2 folgt somit das Widerspruchs-
freiheitstheorem 3. Dariiberhinaus folgt noch in der C-Theorie die Widerspruchs-
freiheit des Fundierungs- ind AbschluBprinzips relativ zum Auswahlprinzip AM
fiir Mengen. Auch hier sei noch erwdhnt, daB die Widerspruchsfreiheitsresultate

" erhalten bleiben, wenn man die €~ und M-Theorie um das starke Klassenkom-

prehensionsaxiom KOMPS erweitert (weil dann im Modell auch das relativierte
Axiom gilt).

§ 4. Die C-Theorie als Grundlage der Kategorientheorie

Es soll jetzt erlautert werden, inwieweit die C-Theorie als mengentheoretische
Grundlage der Kategorientheorie —deren Grundziige vorausgesetzt werden, vgl.
etwa [4], [10] —verwendet werden kann. Bisher wird die Kategorientheorie in der
reinen NBG bzw. NBGQ Theorie oder in der Zermelo-Fraenkel’schen Mengen-
lehre (kurz: ZF-Theorie) mit verschieden starken ,Universen-Axiomen” (vgl.
Kiihnrich [2]) entwickelt. Hierbei tauchen jedoch die folgenden Schwierigkeiten auf:

(1) In der NBGQ-Theorie gibt es die Kategorie #* aller Funktoren von einer
Kategorie 2 in eine Kategorie & nur dann, wenn A eine kleine Kategorie
ist, und es gibt keine Kategorien von nicht-kleinen Kategorien. Viele wichtige

Kategorien (die aller Mengen, Gruppen etc.) sind aber nicht klein.

In der ZF-Theorie mit Universen gibt es keine Kategorie aller Mengen,
Gruppen etc., sondern nur jhre Relativierungen auf feste Universen, Fir
verschiedene Universen 2 und B sind die Kategorie der ¥~Mengen und die
der B-Mengen im allgemeinen nicht zueinander dquivalent. AuBerdem steht
kein globaler kategorieller Vollstindigkeitsbegriff zur Verfigung (sondern
nur auf Universa relativierte).
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Wir wollen daher skizzieren, wie man Kategorientheorie in der C-Theorie
behandeln kann ohne auf diese Probleme zu stoBen. Hierzu betrachten wir Kate-
gorien (im iiblichen Sinn), deren Objekt- und Morphismenklasse C-Klassen sind
und nennen sie C-Kategorien. Nach 2.4 ist klar, daB man zu beliebigen C-Kate-
gorien A" und .# eine Funktorkategorie %* definieren kann, die wieder eine C-Ka-~
tegorie ist. Nun ist die Kategorie aller Mengen (Gruppen etc.) zwar keine C-Kate-
gorie, aber (unter Verwendung des Auswahlaxioms AM) wenigstens zu einer solche
kategoriell dquivalent (vgl. 4.3 unten), und es gibt einen globalen Vollstdndigkeits-
begriff fiir Kategorien. Die C-Kategorien bilden also eine sinnvolle ,,Klasse” von
Kategorien, und es gibt sogar die Kategorie aller C-Kategorien (die aber keine
C-Kategorie mehr ist). Um dariiber ‘hinaus Kategorie von gewissen C-Kategorien
bilden zu konnen, die wieder C-Kategorien sind, nehmen. wir cine Binteilung der
C-Kategorien vor: :

Fiir eine C-Klasse U=U von Urelementen (bzw. eine Ordinalzahl a & Q) defi+
nieren wir U-Kategorien (bzw. a-Kategoriem) als diejenigen Kategorien, deren
Objekte und Morphismen in E(U) (bzw. in B(B,) = A,) liegen. Dann ist jede
C-Kategorie U-Kategorie fiir ein geeignetes U und, falls das AbschluBprinzip gilt,
sogar a-Kategorie fiir ¢in a e Q. Es gilt dann offenbar: -

(4.0) Die Kategorie aller U-Kategorien ist eine C-Kategorie.

(4.1) . Funktorkategorien von a-Kategorien sind (a+1)-Kategorien.
(4.2) . Die Kategorie aller a-Kategorien ist eine (a+1)-Kategorie.

(4.3 Die Kategorie aller Mengen ist zu einer 0-Kategorie — die natiilich Us
und a-Kategorie fiir jedes U, a ist — dquivalent (und zwar zur vollen Teil
kategorie aller Ordinalzahlen).

Hierbei wird deutlich, daB die inneren Modelle E(U) bzw. A, im wesentlichen die~
selbe Funktion der ZP-Universen in der Kategorientheorie iibernehmen kSnnen
ohne daf die in (2) erliuterten Nachteile auftreten. Aus dieser Sicht erscheint uns,

die C-Theorie als eine geeignete mengentheoretische Grundlage der Kategorien-
theorie.

Literatur

[11 XK. Godel, The Consistency of the Axioms of Choice and of the Generalized Continuum-
Hypothesis with the Axioms of Set Theory, Princeton 1940,

[2]° M. Kiithnrich, Uber den Begriff des Universums, Z. Math. Logik Grundl. Math. 12 (1966),
pp. 37-50.

[31 — Zur Definition des geordneten Paares, Z. Math. Logik Grundl. Math, 13 (1967), pp. 379-380.

[4] S.Mac Lane, Categories, Berlin-Heidelberg-New York 1972.

[51 A. Oberschelp, Eigentliche Klassen als Urel in der Meng
157.(1964), pp. 234-260. -

lehre, Math. Annalen

icm®

207

lehre als Grundl

Eine Erweiterung der NGB-Meng der Kategorientheorie

61 A. Oberschelp, Set theory over classes, Preprint: Kiel 1971.

[71 W.v.O. Quine, Set theory and its logic, Cambridge (Mass.) 1963.

{81 J.E. Rubin, Set Theory for the Mathematician, San Francisco-Cambridge-London-Am-
sterdam 1967.

9] 7T.C. Shepherdson, Inner models of set theory I-TIL J. Symb. Logic 16 (1951), pp. 161-190,
17 (1952), pp. 225-237, 18 (1953), pp. 145-167.

[10] H. Schubert, Kategorien 111, Heidelberger Taschenbiicher 65-66, 1970.

111 A. Tarski, Uber Unerreichbare Kardinalzahlen, Fund. Math. 30 (1938), pp. 68-89.

FACHSEKTION MATHEMATIK, UNIVERSITAT BREMEN
Bremen

Accepté par la Rédaction le 28. 5. 1974

3*


GUEST




