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Remarques sur les nombres de Pisot-Vijayaraghavan

JEAN CoQUET (Valenciennes)

1. Introduction. Dans [3], Mendés-France donne la caraetérisation
suivante des nombres de Pisot—Vijayaraghavan:

THEOREME. Soit § un réel > 1. Soit

el

# =2 a,(n)g"

r=0
le développement de n en base 4. Posons
+o0

faln) = D 6. (n)6".

el
Une condition néeessaire et suffisante pour que 0 soit um nombre de Pisot
est que la suite {f(m))uar 16 50it pas équirépartie modulo 1.
(Pest ce résultat que nous généralisons. Nous avons besoin de quel-
ques définitions et notations:

(1} llz|| désigne la distance du réel & Pentier quilui est le plus-proche.
(2) @ = (g;);en» ©86 une suite d’entiers > 2. Posons p, = 1, et pour
i

L

Tout entier naturel # se développe de manidre unique sous la forme:

‘oo ™ .
n = 2 a.(n)p, oL VreN.a.(n)e{l, ..., g1}
=i

Ce développement est appelé développement de # en base ¢.
(3) Une application f de N dans C est dite p-additive si, pour tout
ieN*, on a: :

flap,4-b) == flap,) +F(b).
quel que soit le couple d’entiers (a,b) satisfaisant &:

ae{l, ..., gy2—1} ot '.56{0:---&5—1}-'



. @
80 7. Gogue | icm

TUne application g de N dans .C’ est dite p-multiplicative si,
g(0) =1
et si, pout tout ieN*
glap;+b) = glap,)g(b),
quel que sbit le conple d’entiers (&, b) satisfaisant &:
ae{ly ..., gy —1} et be{0,...,p,—1}.

Remarquons que, si f est g-additive,

2 Fla.(n)p,)
et 81 g ext - multlphcatlve,
o} to
gin) = [[a{ain)p,).
r=0

(4) Posons, pour tout neN et tout réel 6> 1:

+oa
Foo(m) = 3 a,(n) 8,
=0
les a,(n) étant les coefficients du développement de n en base ¢
Posony également, pour a réel:

fapal(n) = exp(Zinaf,,(n).

Remarquons que f,, est p-additive et que g,,, est g- multlphca,twe de
module 1.

THROREME 1. Soit § wn réel > 1._Supposons que la smﬁte @ §0it telle
que :
r

(i) V'E,. A, A dlant wn réel =

r—+oo

(ii) 4l ewiste C > 0 tel que, pour tom reN*:
4/ =0

Alors, ume condition néeessaire ot suffisanie pour que 0 soit un nombre
de Pisot dont tous les conjugués sont de module < 1/1 est que Za, suite (Fp,0(0) }nenr
ne soil pas éguirépartie modulo 1.

TaforBME 2. Soit 0§ un réel > 1, Supposons que la suite p soit telle que

]/Er——e-—]-oo

r—4+00
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- Alors ume - condition nécessaire et suffisante pour que. § soit un entier
naturel est que la suite (f,o(n))n e Soit pas équirdpartie modulo 1.

" Remarque. Dans le theoreme 1 si {i) est réalisée avec 4 =1, (if)
est réalisée avec ¢ = 2.

2. Lernmes et démonstration des théorémes

Levwe 1. Une application g, p-multiplicative de module <1, a une
valewr moyenne nulle si et seulement 54:

ap(g) = H[ jg(ap,_ ],H+m .

Démonstration. Ce lemme est le corollaire de la proposition 1.2
de [1]. Il se démontre en généralisant aux fonctions g-multiplicatives
la proposition 2 de [2].

Levwve 2. Soit oy, ..., p, des nombres de module 1. Posons
A = gt + - e
Ii ewiste une infinité d'indices & tels que
| 143 > 52,

Démonstration. Posons, pour tout je{l,...,s}, g —exp(.‘zi:rrﬂ,)
ler cas: By, ..., B, sontrationnels, Alors il existe e N* tel que Py, ..
oy My soient entlers Il en résulte que, si m|k, 4, =s.
28me cas: Pun au moins des nombres fyy ..., Py est irrationnel. Parmi
ceg & nombres, on peut en trouver ¢ (1 <t < ) (disons fy, ..., 8 tels que.
(a) 1, By, ..., B, soient rationnellement indépendants,
{b) pour tout entier j satisfaisant &: t+1<j<s:

B =wipat ... +ayf+bj,
les nombres @y, ..., &y, b; {1-+1<CJ < 5) étant ra.tlonnels.
Soit D le c'iénommatem‘ commun des nombres:

@&y

g1y e Wy By (B < 8).

Pour wefl,...,t} et ¢+l < j<cs Imsons - .
By = ;u[-D et b = b;/D

de sorte que les nombres g, et b; sont entiers.
Posons:. . S FRAEIE

M= max (ja|+ . o+ a5

i-1<jxe

§ — Acta Arithmetiea XXXIL1
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D’aprés. le théoréme de Kronecker, quel que qozt g >0, il existe nne in-
finité d’entl ers k tels que:

LT <a/max(}) M) pour 1<§ <t
Pour un tel %, on a:
| DBy < & pour L1<i <t
et

DB < {lan)+ ... +logl+j}<e pour t4H1<Kj<e

&
max(D; M)
Utilisant alors l’inégalité-.
11— < 2= |o,
on déduit qu'il existe une infinité d’entiers & pour lesguels:
8 —d;| < 2mes.
Le lemme est démontré.

LEMME 3. Soit 6 > 1 un nombre de Pisot et soit re N*. 8i 07 est rationnel,
0 est entier.

Démonstration. Ce lemme est évident.

Démonstration du théoréme 1. Nous distingnerons 3 cas:

1. 6 n’est pas un nombre de Pisot. '

2. # est yn nombre de Pisot dont tous les conjugués (s’il en existe)
sont de module < 1/

3. 0 est un nombre de Pizot dont un conjugné aun moins est de module
= 1/A.

Ll .
ler cas: On sait alors que [] |eosxh6®| diverge pour tout he N*
: k=0

(voir [4]).
Daprés le critére de Weyl et le lemme 1 nous devons monfrer gue,
quel que soit he N*

x 1 r—1 .
115 2 pustor e

Il est facile de voir que ceci équivaunt #:

Tk : :
Sin (ng 41 16) N
: 0 quel gue soit Ae N*.
Q ¢y 8In (Rh O} Bt - ‘

h'eZ
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. r » . . . .
Fixons ke N™; gi |A6") > L pour une infinité A’indices f, on a bien:

+o N
][Rl
L1 g asin (wh)
car ce produit contient une infinité de termes < —~—1~m—
_ 2§in (wc/4)

Dans le cas contraire il existe r e N* tel que:
rzry= A<
Done, si r =7, on a:

sin (g, , h8")
Grp1in (k)]

sin (2 o)
28in (xho7)

= [cos (hnf)].

4o
La divergence de [] [cos(nh6¥)| implique celle de
k=0
+o
La suite (f,s(n))uar est équirépartie modulo 1.
2éme cas: §>1 est un nombre de Pisot dont tous les conjugués
1y ...; by, sont de module < 1/2 (si 6 n’a pas de conjugué, 6 est un entier

naturel et le résultat est trivial).

Posons u = max |6,). Il est évident que ue]0, 1/L
1<igm ;
Comine, pour tout reN* 6"4-6+ ... -6, est un entier relatif, on
@, pour tout reNy

sin(ng, ., k0"
r41 Sm(mhﬂ’) )

(1) < me

Nous allons montrer que la fonction g-multiplicative de module 1, g] 08
définie par:

4, ,8 (ﬂ’) = @Xp (Ziﬂfq?,e(ﬂ‘))
n'a pas une valenr moyenne nulle. '

Le critére de Weyl permettra alors de eonclure.
D’aprés le lemme 1, il suffit de vérifier que:

% 1 dpy1-1
H 2 exp (2imab")
v | Trt1

ne tend pas vers 0 lorsque k= co.
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Ceci revient & prouwver que:

r=40

sin (g, 6"_)_
- Gpya Sin{w %)

ne tend pas vers 0 lorsque & tend vers + cc.

(Remarquons que chagque terme du produit est défini et mon nul
car f est supposé nom entier naturel — voir lemme 3.)

I1 suffit done de montrer la. convergence de Ia série:

3

o

S

=0

sin (weg,., 67)

41 S0 (0 67)
Remarqguons qué, d*aprés (1),
‘ . G2 16 0

On a, pour +=ry,

Sin (g, ")
Grr1 510 (mp")

sin ("T Grr1 Br)
gr4i8In (7 6)

(2) 1=

==

d’aprés (1) ef la décroissance de la fonction

bl
sur e IEE
- 2¢ . R

On ‘est Tamené & pronver la convergence de:

sin(wgr) |-

val®) = gsin (wz)

. S f [1 sin (g, 4, mus’) ]
P et Gy 8ID (ML)
=1
Observons que:
sin(mg,, mu’) . Y
[ ERTInE)  m 4O (@)
Qr+l

b : o :
sin(mmp’) = nmp” 40 (u*),
de morte que: ”

11—

S (mg, o mat")
Vg,.ﬂsin(fcmp”) ‘

= O(g ™).
. . .- - " . +oa '
L’hypothése faite sur les g, tmplique:ia convergence de > g2, done
: ’ . . F=0
celle de (3).
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.3&me cas: On suppose ici que 1 est > 1 et que 6> 1 est un nombre
de Pisot dont un conjugné au moins est de module =71/4. Nous posong

@ = max |f;} comme précédemment. Rangeons les conjugués de manidre
litm . .

que:
|31] B oeaa == JGs| = > ws+1f»>f~-> 16t

Le lemme 2 permet de moutrer qu'il existe nne infinité # d'indices 7
tels que:

: R P
1+ ... -I-ﬁrni}Zyr}—é—-
En effet

Wopat oo H 01 = o(4")
Soit alors heN*. On doit montrer que:

I1

r=0 .

lorsque 7+ oo,

SN {7, AOT)

0.
ty SI(A)

K400

On constate que |67 772 0 et que, pour une infinité %, d’indices 7:
RO|| = hu'/4.

Done, pour une infinité d’indices 7,

1 2

Sin (g, 267) < 2
PEEY
whi ) Qs ot
n .

L gy 8i0 (R E7)

{dés que hyu' < 2).

~

Gria S0 (

81 p>1/4,
1
P v
Grya b +
Le résultat est alors é&vident,
Siu=1/4 _
Ch

ok
ria W) > 2 gy 2 ——

pour une infinité £, d’indices » (d’aprés I'hypothése 2 du théoréme).
Done, pour une infinité d’indices r,

© Ty 4 |RO7Y

sinng

<T<l ou I = sup

. ehOH4 ™
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Comme, sin{nh"y ~ = |hf7], on a; pour une infinité %, dindices r:

Penf- 000 .

St (ng, . h8)
Grpr 80 (R )

T
<+:L
9

< 1.

Le théoréme est démontré.
. Démonstration du théoréme?2. 8i ¢ est entier naturel, {fy,0{m)
nest pas équirépartie modulo 1. Dans le cas- contraire,

ler cas: 0 w'est pas un nombre de Pisot. La démonstration dun Ler
cas du théoréme 1 peut étre reconduite car on n’y utilise aucune hypo-
these sur o :

el

2eéme cas: 0 est un mombre de Pisot ayant au moins un conjugud.
Posons

p=max |6, (6y,..., 0, sont les conjugués de 6).
1<i<m L

On a, quel que soit heN™,

I

ki

(1267 = pour une infinité d’indices r.

Pour un fel indice,

1
= grppsin(m [BE])

3D (1, 6
Gpqy Si0(ThET)

1 .
= - <
h rqa5in (mhu’ [4) Gr1hu”

dds que ApT << 2.

1 est clair que Grpi i’ ——> oo,

o> 00

Le théoréme est démontré.

3. Remarques

1. Dans la démonstration du théoréme 1, on a prouvé que, si 0
n’était pas tn nombre de Pisot, la suite (Fp0())naw 6tait quirépartie
modulo 1 sans faire d’hypothése sur o. :

2. Bn modifiant légérement la démonstration du théordmne 1, on
peut démontrer avec I’hypothése plus faible:

r
Iimaupl/é: =121,
gne: . )

81 6> 1 est un nombre de Pisot dont tous les conjugués sont de
module < 1/4, Ta suite (f,4(n))pey D'est pas équirépartie. modulo 1.
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8i §>1 est un nombre de Pisot ayant un conjugué 8, de module
= 1[4 et si ses autres conjugués 8,;..., 6, satisfont &: |8, < 16| quel
que 80it ie{2,..., m}, Ia suite (f, 4(n)). est équirépartie modulo 1.
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