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Reniark. It ged. (a,...,q,) =1, then for each », Conjecture I
holds for all but a finite number of sequences {m; < @, < ... << a,}, since
by Lemma 2, all counterexamples must have a;|l.em.{1,2,..., 2}
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ACTA ARITHMETICA
XXX (1877)

Unités de norme —1 de Q{p) et corps de classes
de degré 8 de Q(V—p) ou » est un nombre premier
congru a 1 medulo 8 ‘

par

PreErrr KAPLAW (Nancy)

Introduction. Soit p un nowmbre premier} congru & 1 modulo8. I1
s'éerit: _
) | P = 20— = e 3D,

Soit ¢ = &, = §-- TV¥p une unité de norme —1 du corps quadratique
Q(V};); les nombres § et T sont des entiers rationnels tels que 8%--T2p
= —1, et, comme p == 1{mod8), T est impair et § est divisible par 4.

Soient %, le corps quadratique Q(V —p), A{—p) le nombre de ses
classes d’idéaux. Le 2-sous-groupe des classes d’idéaux de %, est cyclique
d’ordre multiple de 4(*) et on sait (cf. [2], page 402 et ci-dessous §2)
que le corps &y = ky(d, I/;) est l'extension cyelique de degré 4 non ra-
mifiée de k,. :

Dang un travail récent ([3]), H. Cohn et G. Cooke ont trouvé que, si
h{ —p) = 0(mod8), Pextensgion eyclique de degré 8 non ramifiée de %,

esti 1o corps Ky =kn[l/(d+1/ —p)(1—i)Ye) ot V_p =iVp et ou les
signes de d et. de T doivent étre choisis de manitre que d = — T'(mod4).
Simultanément ils prouvent que § est divisible par 8 si et seulement s,
h{—p) est divisible par 8, c'est-d-dire que h{—p) = S({mod8).

Dang cette note, nous donnons une démonstration considérablement
plug gimple de ces résultats. Nous prouvons directement la congruence
8 = h(—p)(mod8) & partir d’une condition pour que k{-—p) soit divisible
par 8. Puis nous montrons gque le corps Iy est une exfension cyclique
de degré 8 de k, et que cette extension est non ramifide quand le nombre §
est divisible par 8.

Notre démonstration utilise (am §1) la théorie des formes quadra-
tiques binaires c’est-a-dire la théorie des corps quadratiques et (au §2)

{1). fip = 5(m0d8),.'h(—p) = 2(mod 4} ef 31 P = 3(Iﬁod4=), h(—p).est impair.
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des rudiments de théorie des corps de nombres, mais, contrairement
% H. Cohn et G. Cooke, nous n’avons pas besoin d’utiliser la théorie
dn corps de classes.

1. Démonstration de la congruence h{—p) = S(mod8). On connait
plusieurs conditions équivalentes pour gne A(—p) = 0(mod8). Celley
qui nous seront utiles ici sont résumées par leg dgalités:

N R IR
4\Py p

ol (%) =1 ou —1, suivant que p ==1 ou 9(modl6).
4

Les formules (2) sont prouvées dans [7] par une méthode qui n’utilize
gue la théorie des formes quadratiques binaires; la deuxidéme dgalité n’est
utilisée que dans la remarque ci-degsous.

De p = e2—32d2 résulte d’abord p = ¢'2(mod16) d'oh (%)
4

2 3 ) . .
m(?). En outre, si d” désigne Ia partie impaire de d’, on a, puisque

df dfl
p = 1(mod8), (1‘J ) = (?) = (_1';) == 1, d’aprés la loi de réeiprocité

quadratique ef la congruence p = ¢'2{modd’’).
Soit maintenant (8, T') une solution entiére rationnelle de 822y
= —1. Comme 8 =0{(mod4), pT? = 1(mod186), donc (%) =(%) -
. 4

D'autre part des relations —1 = 82— pT? ot 324’2 = ¢'2— p résulte:

(3) —32d"2 = (8¢ -+ pT)E—p(8 -+ Te').

. 2p
On déduit de (3) &’abord — | e o
(8) d’abord que (83,_1_10,1,) 1, puis:

(’fn?) - ( _delzl m(ge’; PT) (Se ﬁpl’) (Se ipf)

' I . d’
Nous avons utilisé le fait que (—F) =1 et la loi de réciprocité gua-
dratique. : A -
Comme p == ¢'*(mod82), S¢’+pT = Se¢’+¢'*T(mod8), done:

Bl B ) )

icm

Unités de norme —1 de Q{PE) 241

On o aussi (e'T)? = 7' = 1{mod186), done ¢'T = +1{mod8}.
8 2 2
I en résulte immédiatement que ('—1)‘i = (m) = ("g")‘ (‘5)4 ]

Remarqué, Comme ¢ est une racine carrée de p modulo 8, §+¢'T
= g,(mod8) et laformule

2 P\ (2
(4) ' ( S+ B'T) T_l(g)a; (5)4

de Ia formule de Scholz [9]:

est 'équivalent pour p’ =2

AN EAY AT 22 D (19)
5 () _{2) (2 _{& = p' =1(modd) et L] =1.
() (i”r) (?’)4(19)4 (17) o PEr (modd) e ?’ '

Notre démonstration de (4} est snalogue & celle de D. Bstes et G. Pall
([41, page 431) pour la formule (5). Pour vérifier la formule symétrique
on remarque que e'(4d')”! est une racine carrée de 2 modulo p, d’ol:

)~ (52 -5 -EI6) -GG

car 44’1 e’ est une valeur de e,

2. Corps de classes non ramifiés de degrés 2, 4 et 8 de Q(V —p). Boit

k(V¢) une extension quadratique du corps de nombres k, ol a est un
nowmbre de % premier & 2. On sait que si 1'idéal principal (a) est un carré
et si la eongruence @* = a(mod4) a des solutions dang k, Pextension

k{(Va)/k est non ramifiée.

(a) Considérons Dextension k,/k,, ol k, = k(i) = Q(Vp,V—p, i)
avee p =1(mod4). Tei « = —1 et pour résondre la congruence mn?

(y+2/ —p)2 = —1(mod4) il suffit-de prendre pour y et & des entiers
1at10nnels, 4 pair et z impair. :

(b) Le gronpe de Galois de k,/k.Fest” engendré par la substltutmn

r:;V‘fpn—)wl/p?;ii%-—i.

Soit &, = k,{Ve) et soit & = 8§~ TI/-E La substitution 7 se prolonge
3 une substitution ¥ du groupe de Galois de Tg[ky paL; 1/——>l/“ § Comme
VeVe = -k, - Ve appartient & T, doncé'z ext un automorphzsme de k,

qui transforme Ve en —Ve. Done 7* transforme Veen —Veet Ve en —~lr
si bien gue 7 est d’ordre 4. Done I'extension k;/k; est cyclique d’ordre 4.
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(e) Sapposons & partir de maintenant p = 1(m0d8) On vérifie alors
" que %[k, est une extension non ramifiée. Pour &tre complet, nous repro-
duisons la démonstration de [2], page 402:

L’idéal principal (2) se décompose (2) = 2% e (l—l-?) —_,122 dans
les corps k., O{1), Vp ) respectivement. Done (2) = 2223 dans %,. 011 &

e—~1 ¢&—1 (8~1)2—-T2p
5 5 = 1 = 0{mod2)
—1
et les nombres — ot = étant premiers entre eux:
_ 54 B2 ' 52 o4 1 o
g = 1L{mod23, 25); & =1{mod2},25); &= — — = 1 =i*{mod2).

Soit 2 nun nombre de %, tel que 1 = 1(mod§§) et 1 = 73(1110(155).
On a ¢ = 2*(mod4), ce qui prouve que ks/k“ et done & /k,, sont bien
. des extensions non ramifides.

1—i) Ve

(d) Considérons le corps ki, = E(Vn) ol y = (d+¥ —p)
Soit z 1’élément du groupe de Galois de k./%, qui pmlonge el qui
-V (@+V =p)1+i) W,

envoie I/n =V d+l/—19) 1—i7We sur z(lf?;)
/ —1 1
%"/ 2 = —.'—i = ]/S Ek
& L

On a:
- f’ 1+@|/— =

Done ?(1/5) appartient & %, et 7 est un automorphisme de k.
D’antre part,

(V)
Vn

2/ =V@+V—p)a—n 1/’)=u/n

Ceci prouve que Fygfl, est une exiension cyclzgue de degré 8 de k,.

{e )Oommep =262 — d% on a, dans ks 2242 ——(d—l—l/—'p) a— l/:;?_

Ii’gea;l 2 est EYE\.Ha,nt par le groupe de Galois de %,/Q, done 2 divise
d+V—p et d—V —p; dantre part, tout diviseur commun & d-+V_p
etd—V —p — p divise 2d et 2V —p, —p, done 2, ef, comme ¢ est impair, (d —J-m)
— 9'12 '

Considérons le nombre 7 = (d-+V --p)(1—i)~Ve. Comme dans %,

et k, 'idéal 2 est égal & I'idéal principal (1L —3), dans &, et %, 'idéal prineipal
(n) est égal & a2

Pour prowver que kfk, est non ramifide, il suffit de verifier que n -

=omod4) o des solutions e k.
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Or on a dans k,:
7% = (@+V —pR(L—i)"8 4+ TVp)

= (@ p+20V —p) —;(Sq‘_ TVp) = — aV/p(S-+TVp)(mod8),

carp— @ = (e d2) = 0(mod16) et ¥V —p = iVp.

Supposons k{—p) = 0{mod§). Alors § = 0{mod8), done x*=
— dT'{meod &). 7 .
Choisissons d = —T{moed4). Comme T2 =7y = d%(mod16), - dt

= 1 (mod8), done %* = 1{mod8).

Dans %y, on & done (—1)(#+1) = 0{mod8) et, comme un diviseur
commun & n—1 et n+1 divise 2, on a soit 4 =1, soit 5 = i*(mod4).
Ceci acheve de prouver que, si A{—p) = 0{mod 8), %, est une extension
cyelique non ramifide de degré 8 de Q{I/_—;)
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