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1. Einleitung. Sei K ein algebraischer Zahlkérper vom Grade > 2
und seien ay, ..., a;, Elemente aus K, die iber dem Kirper @ der ratio-
nalen Zahlen Hnear unabhingig sind. Ein altes, von vielen Auntoren unter-
suchtes Problem aus der Theorie der diophantizchen Gleichungen lautet
folgendermaflen: Wann hat die Glelchung

(1) Npglomt— ... “aqm) =a {0 7 aeq)

unendlich viele ganzzahlige Losungen (@, ..., 25)?

Die Gleichung (1) zu léten bedeutet, dal die Elemente der Norm a
des Moduls M = {a;,..., @;} gesucht werden miissen. Die Michtigkeit
der Losungen hingt also von der Strukiur des Modunls 3 ab. Der Modul 3
heiBt ausgeartet(l) (8. I. Borewicz und I. R. Safarevié [3], 8. 322), wenn
der durch ihn erzeugte Vektorraum L iiber § einen Teilramm I besitzt,
tir welechen L' = aK’ (e<K), wobei K ein (nicht notwendig echter) Teil-
korper von K ist, welcher von ¢ und von den imaginir-quadratischen
Zahlkdrpern verschieden ist. Ist M ansgeartet, dann hat (1) fiir ein geeig-
netes a¢e@) vnendlich viele ganzzahlige Lisungen ([3], 8. 322).

W. M. Schmidt bewies als Ergebnis einer langen Reibe von eigenen
Arbeiten in [9] folgendes: Ist M nicht aurgeartet, dann hat (1) fiir ein
heliebiges aef) nur endlich viele ganzzahlige Lisungen (hierdurch wurde
eine Vermutung von 8. 1. Borewicz nnd T. R. SBafarevid bestitigt, s. [37],
5. 322). Spater zeigte W. M., Sehmidt [10] ganz allgemein, fiir einen belie-
bigen Modul M, daB bei einem festen a¢Q die Ldsungen von (1) lediglich
zun endlich vielen sogenannten maximalen Lésungsfamilien gehéren.

Falls die Zahl der Unbekannten klein oder der Modul M vollstan-
dig ist, co kennen wir zwar einen Algorithmus zum Auffinden je eines

{(Y) In unserer Arbeit beirachien wir auch die vollstindigen Moduln (bei denen
&k = n) der Zahlkdrper vom ZEinheitenrang ¢ > 1 als ansgeartet.
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Reprisentanten der maximalen Losungsfamilien (s. [3] und [10]), aber
dieses Verfahren ist ziemlich kompliziert. Ist die Zahi der Unbekannten
orof und ist der Modul M nicht vollstindig, dann ist im allgemeinen
kein Algorithmus bekannt. Deswegen ist es interessant, die folgende
Frage zu untersuchen: Wie groB ist die Zahl Py x o(¥) (kurz: Py (N})

derjenigen ganzzahligen Lasungen (&, ..., @), fir welche magc (2]} < ¥
1<

hei festem ae@ gilt? -

Fiir ein nicht ausgeartetes I gilt nach dem Satz von Schmidt P, (N}
= ((1). Anders verhilt es sich, wenn M ausgeartet und (1) losbar ist.
In diesem Falle sind die folgenden Ergebpisse bekannt: fiir n» =2 gab
8. Lang {873, [6] eine asymptotische Formel fiir Py (N). Fir n = 3, bezie-
hungsweise k¥ = 3 erzielten G. Babaev [1], [2] und A. Pethd [7] Erge-
bnisse begiiglich P, (¥) im Falle von speziellen Zahlkérpern K und Mo-
duln M. K. Gybéry und A. Petho [4] bewiesen folgendes fiir ein beliebiges K
(und damit fiir ein beliebiges n), sowie fiir beliebige zu K gehérende
vollstindige Moduln M: Ist (1) 1osbar, dann giit '

o,1og" N < Py {N) < glog™ ¥

wobel ¢;, ¢, > 0 explizit gegebene Konstanten sind, die von. @ und von M
abhingen und » der BEinheitenrang des Zahlkorpers K ist (d.h. der Rang
der Binheifengruppe von K).

In der vorliegenden Arbeit setzen wir die Untersuchungen beziiglieh
P (W) fort. Unter Benutzung des Ergebnisses von W. M. Schmidt [10]
zeigen wir: Ist M ein beliebiger ausgearteter Modul in einem beliebigen
Zahlkbrper K und ¥—co impliziert P, (N)—co fiir irgendein a<@, dann
existiert eine nur von a, X und M abhingende Konstante ¢ > 0, fiir
welehe

2) Py(d) = clog’ ¥ +0(log ' N).

Hierbei bezeichnet # das Maximum der Einheitenrénge derjenigen Unber-
korper von K, zu denen eine unendliche Lisungsfamilie von (1) gehért.
Ist ingshesondere der Modul M vollstindig und igt (1) losbar, dann ergibt
sich fiir P, (N} ebenfalls {2), wobei # jetzt der Einheitenrang des Kér-
pers K und ¢ in diesem Falle eine explizit angebbare Konstante ist.

" Wir mochten dem Lekfor unserer Arbeit fiir die vielen hilfreichen kri-
tischen Bemerkungen danken.

2. Vorbercitende Begriffe und Ergebnisse. Im folgenden fithren wir
einige Begriffe und Ergebnisse an, die wir bei der Formulieriingen und
bei der Beweise unserer S#tze brauchen.

Fiir einen beliebigen Teilkérper L von A bezeichnen wir mit ML
die Menge derjenigen Elemente x von M, fir welche fiir ein beliebiges
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‘el ein 0 s zeZ existiert, derart daB ziue M gilt. {Beziiglich der Bin-
fihrong und der folgenden Eigenschaften von MZT 5. [10].) Es gelten:

(i) M” ist ein Teilmodul von M, M9 = M und ML < MY, falls
L>L.

(i) MK = {M , falls M ein vollstdndiger Modul ist,

{0} andernfalls. ,

(ifi) Eine Basizs von M7T ist mit Hilfe je einer Basis von M, I und K
konstruierbar.

(ivy Ist M ausgeartet, dann gibt es einen von @ and von den imaginr-
quadratischen Zahlkorpern verschiedenen Teilkérper L c K, fiir welchen
ME £ {0}, ‘

Bezeichne 9%, den Multiplikatorenring von M¥T, das heilt die Menge
aller Elemente ieL, sodal Aue MT fiir alle ue MZ. Dann ist 2% eine
Ordnung in L falls M* 3£ {0}. Bezeichne in diesem Falle &% die Gruppe
derjenigen Einheiten ¢ von @7, fir welche Ngo(e) = 1. &% ist offenbar
eine Untergruppe von endlichem Index in der Einheitengruppe von L.
Im weiteren setzen wir voraus, daf I einen Einheifenrang rz 1 hat.
Ist pe MT eine Lidsung von (1), dann ist auch jedes Element der Menge
p &% eine Liésung von (1). Die Menge u &%, werden wir eine Losungsta-
milie {M, L) nennen.

Sei £ eine Untfergruppe von endlichem Index in der Einheitengruppe
von L. Dann igt nach dem Dirichletsehen Binheitensatz und nach einem
wohihekannten Satz der Theorie der endlich erzeughbaren abelschen Grup-
pen jedes Element vor & eindeutig in der Form-

Left .. el (meZ; i=1,...,7)

darstellbar, wobei &, ..., &, ein Grundeinheitensystem von ¢ ist und ¢
eine beliebige Binheitswurzel von &. Ist L = @(a) und sind die Konju-
gierten o, ..., &%) von « derart geordnet, daB «,..., o reell sind,
wihrend a®), ..., o®*) der Reihe nach die komplexen Konjugierten
von PN g6+ gingd (wobei s4-2¢ = [L:Q1), so betrachten wir
die Matrix T

e,log || . g log ie(,”.l
3) N P

in welcher die Anordnung der Konjugierten der Grundeinheiten o, ...
evy g (r = §+1t—1) von & der Obigen Anordnung der Konjugierten von a
entspricht, ¢, =... = ¢, = 1 und fir t>0 ¢, =... =¢, — 2 ist
Mit B = R(&) bezeichnen wir den gemeinsamen absoluten Betrag der
Determinanten r-ter Ordnung-dieser Matrix und mit i = m(&) die Ein-

'  heitswurzelanzahl von &. Ist & = &%, so seien  Rf, = E(&%) und mf
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= m(&%) (d.h. m¥ =1, wenn [K:Q] ungerade ist, andernfalls die Eiu-
heitswurzelanzahl von 2%). Ist M ein. vollstindiger Modul in X, dann
lassen wir der Einfachheit haiber bei MT, 2%, ... das obere Zeichen I
weg.

Bezeichne H eine hochstens r-elementige (mdglicherweise leere)
Teilmenge der Menge T = {1, ..., 8+1t} Mit ¢ = iy bezeichnen wir das
grofite Blement in TN\H. Sei ey(s, ) = 0 der Inhalt der Menge derjenigen
Punkte (¥, ooy Yions Yosas oo Yepp) iM 7 dimensionalen reellen euklidi-
schen Raum E,, fir welche

(ij):

Vi< —¢
(-l) I?Jﬂéej (jET\{H; i‘}):
2 ?!f| SN
Fel™{1}

{(Ist die durch (4) bestimmte Menge leer, dann sei og(s,t) = 0.) Schliel-
lich sei ' :

als, 1) = 3 ogls, 1),

He®

wobei sich die Summierung tiber alle hochstens r-elementigen Teilmengen H
der Menge T' erstreckt. (die leere Menge inbegriffen). Es gilt e(s, 1) > 0,
da zum Beispiel fir H = @ die Relation cz(s, t) > 0 gilt. Die Konstante
e(s, 1) ist effekiiv bestimmbar, '

3. Ergebmisse. Mit den oben eingefiihrten Beieichnungen gilt der
folgende :

Sarz 1. Sei M = {a), ..., &} ein ausgearteter Modul eines algebrai-
schen Zahlkorpers E vom Grade n = 2 mit diber Q linear unabhdngigen  Br-
zeugenden ay, ..., a, und sei & = 0 eine rationale Zdhl, fiir welche (1) unend-
lich viele ganzzahlige Losungen hat. Bezeichne v das Mavimum der Fin-
heitenringe(?) derjenigen Teilkérper L von K, fiir die (1) eine unendliche
Lisungsfamilie (3 , L) besitzt. Dann ist (2) fiir Py (N) erfullt, wobei ¢ = ¢4
>0 eme nur von a, K und M abhéngige Konstante ist.

Betrachten wir nun den Spezialfall, in dem J ein vollstindiger Modul
in K ist. Mit x, bezeichnen wir die Zahl der verschiedenen Losungsia-
milien (M, K) von (1), Dann gilt '

Sarz 2. Sei M = {ay, ..., a,} ein vollstindiger Modul des algebroi-
schen Zahlkirpers K vom Grade n > 2 wind vom Binheltenrang v = 1 it
iiber @ Uimear unabhingigen Brzeugenden o s oo Oy Set g 2% 0 eine ratio-

_ () Unter dem. Eisheitenrang eines algebraischen Zahlkérpers I verstehen wir
auch hier den ang der Einheitengruppe im Ring der ganzen Zahlen von I.
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nale Zahl, fir welcke (1) in ganzen Zahlen losbar ist. Dann gilt (2) Jiir Py(NY,
wobei
e(8, ©)Marny

By
cine effekiiv berechenbare Konstante ist(3).”

Wir bemerken, daf Satz 1 impliziertf Satz 2 nur in eine nicht
effektive Form. _

-Aus Satz 1 ergibt sich die untenstehende Behauptung anf einfache
Weise. :

KoroLLAR. Sei M = {qa,, ..., q} ein ausgearteter Modul des algebra-
ischen Za"ﬁlkérpers K vom Grade n3=2 mit diber Q linear wnabhingigen
Erzeugenden ay, ..., a; und bezeichne " das Mozimum der Einheitenringe
derjenigen Teilkorper L = K, fiir welche M* % {0}. Fs existiert éine von
K, M und von den L abhingige und effekiiv berechenbare Konstante o, > 0
derart daf im Falle a > ¢ fir die Zahl Py (N) der ganzeahligen Losungen
(@15 .00y ;) vOR

>0

G =0y =

[Ngolo@ + ... Foa)i<a

(ae@)
mit max ([4,)) < N die asymplotische Formel

ik

_ Pi(N) = eglog" N +0log™ ' N)

gilt, wobei ¢, > 0 eine von o, K und M abhingige Konstante ist,

Bemerkung 1. Der zitierte (und im Beweis benntzte) Satz von
Schmidt [10] gibt im allgemeinen kein Verfahren zur effektiven Bestim-
mung der Lb‘suﬁgsfamﬂien. Deswegen sind die in Satz 1 bzw. im Korollar
auftretenden Konstanten 7, ¢; bzw. ¢; sowie die zu O gehirigen Konstan-
ten im allgemeinen nicht effektiv. Ist aber M ein vollstdndiger Modul
{s. Satz 2) oder ist k¥ = rang M < 5, dann ist je ein Reprisentant einer
Jjeden maximalen unendlichen Lésungsfamilie effektiv bestimmbar (s.[107,
8. 531). In diesem Falle sind die in Satz 1 bzw. im Korollar anftreten-
den Kongfanten ¢, und » bzw. ¢; ebenfalls effektiv bestimmbanr.

Bemerkung 2. Bezeichnet » bzw. »* die in Satz 1 bzw. die im Korol-
lar auftretenden Konstanten, dann gilt offenbar »<s* Ist L = K ein
beliebiger Teilkdrper, dann izt bei Kenntnis je einer Bagis von K, M
und I auch eine Basis von MZ konstruierbar; auf diese Weise kann ent-
schieden werden, ob M~ = {0} gilt oder nicht (s. [10], 8. 529). & hat jedoch
nur endlich viele Teilkdrper L und zu jedem von diesen kann eine Basis
konstruiert werden; deswegen ist 7™ immer effektiv berechénbar.

(%) e(s,t) ist die in Abschnitt 2 bestimmie Konstante, wihrend s bzw. 2t die

Zahl der reellen bzw. komplexen Isomorphismen des Eorpers K im Kérper der komp-
lexen Zahlen bezeichnet. R
- * Zusatz bei der Korrektur: Newerdings ist (s, ?) in expliziter Form bekannt.
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Wir bemerken, daB infolge des Satzes von Schmidt [9] das Iml ollax
auch fiiv nicht ausgeartete Moduln M richtig ist (da in diesem Falle r* = 0).

4, Beweis der Siitze und des Korollars, Zum Beweis bendtigen wir
einige Lemmas. Ist A ein vollstindiges Gitter im 7-dimensionalen reellen
euklidischen Raum E,, so bezeichne d{4) den Grundmascheninhalt von A
und 4{4) das Minimwm der Durchmesser der Grundmaschen von /.
Dus folgende Lemma ist zum Beispiel in der Arbeit [8] von W. M. Schmidt
zu, finden {(s. Lemma 4, 8. 524).

LEMMA 1. Sei A ein vollstindiges Gitier und D eine beschrdnkie Menge

im *-dimensionalen reellen euklidischen Raum B, . Bezeichne D (3] die Menge-

derjenigen Punkte des Raumes B,, welche hochstens den Abstand 6 vom Rand
von D haben, wobei 8§ = 81 A). Sei das Lebesquesche Maf von D baw. D{0d)
gleich V(D) bzw. V(D(8)). Dann gilt fiir die Zahl 8 derjenigen Gitterpunlte
des Gitters A, welche in I} liegen

8= T (D){a(A)] < V(D(8)}fd(4).

Sei jetzt I = Q(a) ein algebraischer Zahlkdrper vom Einheitenrange

> 1 und sei ferner & eine torsionsfreie Gruppe der Einheiten von .

derart, daB diese Gruppe vom Range 7 ist und die Basis ey, ..., & besitzt.

Indem wir die Bezeichnungen des zweiten Abschnittes beibehalten, bezeich-

nen wir mit B = B(&) den gemeinsamen absoluten Betrag der Deter-
minanten r-ter Ordnung der Matrix (3).

Lenvwma 2. Sei H eine hichstens r-elementige (miglicherweise leere) Teil-
menge der Menge T = {1,...,5-+%) und seien b; (jeH), b, by (jeT\H)
beliebige Konstanten. Die Bezeichnungen des Abschniltes 2 beibehaltend
betrachten wir das Ungleichungssystem

aelogle)| 4 ... +a,e;log || << —e;log N+
f*iér- alle jeH,
. +a,glog el < ¢log N+ b}
fiir alle jeTNH,
Fiir die Zahl S(N) der ganzzahhgen Loszmgen (aq, .
chungssystem gilt

(6) S(N) =

: —e&log N 4-b; < aygylog e

.oy &) dieses Unglei-

; .
%fy)"log’l‘f +0(log’ ' ).

Beweis. Den Beweis der Behauptung geben wir nur fiir den Fall,

in dem H die leere Menge ist; in allen anderen Fillen verliuft der Beweid
ganz dhnlich.

Betrachten wir also speziell das Ungleichungssystem -
{5y —elogN+h< elog N +b;
l=<i<stt)

a, ¢;10g Ea(ij)i_+ +a,ejlog|s£i)E <
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und bezeichnen mit §(N) die Zahl der ganzzahligen Lésungen (aj, ..., @,)
von (5'). Mit P hezeichnen wir die Menge derjenigen Punkte (a, ..., @,}
des s-dimensionalen reellen euklidischen Raumes E,, fiix welche das
Ungleichungssystem (5”) erfilllt igt. P ist eine beschrinkte (und speziell
fiir H =@ eine abgeschlossene) Menge, ein r-dimensionaler Polyeder.
Ist A, das Gitter der Punkte von Z,, die ganze Koordinaten haben, so
ist S(N} die Zahl der zu P gehdrigen Gitterpankte von 4,. Nun wenden
wiv Lemma 1 suf P und auf A4, an. Wegen d{d;) =1 reicht es zum
Beweis von (6) aus, V(P) zu bestimmen und ¥ (P(5)) von ohen abzu-
schitzen (6 bezeichnet auch hier dag Minimum der Durchmesser der Grund-
maschen von /A, wihrend P(4) die Mengen derjenigen Punlkte bezeichnet,
die vomn Rand von P hochstens den Abgstand 8 haben).
V{P) kann in der Form

= [...[das ... da
r

wgeschrieben. werden. Wegen
edoge| & ...+ loglef M =0  (1=1,..,7),
ergibt sich nach der Substitution '
a,e;log ||+ ..

. a6 IOglsml =1y ({(F=1,..,7)

1
v(P) =§f...fdy1...dy,
Py

wobei jetzt P, die Menge derjenigen Punkte (¥, ...
welche

die Beziehung

y W) von K, ist, fiir

—6;log ¥ 4+ < 9; < e;log N + )
“‘“es+¢10g-N"b;’+t€ Yot oo Y <

gilt. Bezeichnet P, die Menge P, bei der speziellen Wahi b, =
und by = ... = b,,; = 0, dann ist leicht einznsehen, daB

V(P,) = V(P,)+ 0(log" " N)

(F=1,...,7)
ey ptlog N —bg

.:b;_“:O

;g‘ilt. Dagegen ist der Inhalt von P, das log" N-fache des Inhaltes der durch
(4) bei H = @ bestimmten Menge, also ist schlieflich

ex(s, ?)
R

V(P) = log" N+ O(log™™ ' N),

wobei cH(s >0 die Abschmtt 2 definierte und sich fir H = o
ergebende Konstante ist. - : : :
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Der Inhalt der Menge derjenigen Punkte, die von einer beliebigen
Seitenfliclie von P hichstens den Abstand 6 haben, betragt O(log™ ')
Deswegen ist auch der Inhalt der Menge P(4) derjenigen Punkte, welche

- vom Rand von P einen Abstand < § haben, gleich O(log"'¥). Hieraus,
aug dem oben Gesagten und aus Lemma 1 folgt {6).
Der Beweis bleibt auch dann giiltig, wenn fiir ein H « T die Rela-
_ tion e,{s,1) — 6 gilt. In diesem Fall haben wir S{N) = O(log" ' ¥}.

Laaca 3. Sei M ein Modul in dem algebraischen Zahlﬁm‘;pw K wund
seien A uml B Teilkirper von K mit A< B. _Dcwm gilt @M c 2% und
&5 < 6%-

Bewels. 8. W. M. Schmidt [10], 8. 533.

Unter Benutzung der friiheren Bezelchnungen setzen wir voraus,

da u; &5 und p, o Losungsfamilien (M, L,) und (M, Ly) der Gleichung (1)
gind, derart, dal diese Ldsungsfamilien ein gememmmes Element etwa p,
besitzen. Dann kdnnen diese anch in der Form p P aund g &u2 o gebchneben
werden, Fiir I, = L, = I ergibt sich hieraus, daf zwel beliebige Losungs-
familien (M, L) (falls solche. itberhaupt existieren) entweder disjunkt
gind oder zusammenfallen.

Lrmra 4 Sind L, ..., I, Uemch@edene Teilkorper von K und sind
,ué’M, . ,ué’M Loszmgsfumzlzen der Glewimng (1), dann gili

ﬂ (.ufgnf) = :”'(ﬂ 5
und auferdem ist (%1 53}' eine Untergruppe der Gruppe der Einheiten e des
i= .
Korpers (f)l Ly mit Ngg(s) = 1 derart daf der Rang dieser Unlergiuppe
= .
mit dem Binheitenrang wvon (‘8‘11}1- i&béminstimmt.

i=1

Beweis. Wir zeigen zuerst, dal
8 :
0 o - #(m &3)-

Gilt aeﬁ é’ ) 80 Ist @ = ws, wobel eeé’M (t=1,...,8).

g==1

aber ae‘u( é’;})

=1

Dann gilt

P2 . . i

Tst ae,u( £33), 50 gilt o = ps, wobei eedy} fir alle 4. Dann gilf
7t .

aber aey &7 (z == 1,..., 8 woraus der erste Teil der Behauptung folgt.

Da gﬁ;‘ eine Untergruppe der Einheitengruppe VOll L, ist, ist auneh
g

@ @‘M eine Untergruppe der Einheitengruppe von ﬂL Ferne1 gilt
i=L e
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s .

M L; = L, fiir alle 4 und deswegen folgt anf Grund von Lemma 3 die -

foel s s "
NE; L N L;

Inklusion &% < &5 fiir alle i und so gilt &5! ﬂé’M Aber a‘;“='1 '

fa=1
igt in einer Ordnung des Korpers ﬂ L, die Gruppe der Binheiten = mit der
il

Bigenschaft Ngjg(e) = 1, und deshalb stimmy im Sinne des Dirichletschen

&
Satzes ihr Rang mit dem FEinheitenrang des Korpers [) L; iberein,
i=1
& . L3
der Rang von () é’}t’,} stimmt also mit dem Einbeitenrang von () Iy
i=l f=1
iiberein. Hiermit ist der zweite Teil der Behauptung bewiesen.
Wir gehen nun zum Bewels von Satz 1 iiber,

Beweis von Satz 1. Nach Vorausse%zung hat (1) unendlich viele
ganzzahlige Losungen und diese gehoren nach dem Satz von Schmidt [10]
hei geeigneten Teilkérpern L < K zu endlich vielen Losungsfamilien (M, L).

Sei pwe M eine Liosang der Gleichung (1) und wir setzen voraus, dal
anch jedes Element von u& eine Losung der Gleichung (1) sei, wobei & eine
Gruppe von Einheiten, mit der Norm +1 iiber K, eines Teilkérpers L < K
ist, derart daB der Rang 7 > 1 dieser Gruppe mit dem Einheitenrang
von I ibereinstimmt. Wir nennen ué# eine verallgemeinerte Losungsfa-
milie. Mit P,(N) bezeichnen wir die Zahl der Losungen mit einer Hohe
< N dieser verallgemeinerten Losungsfamilie. Zunéchst werden wir fiir
P,(N) eine asymptotische Formel geben.

£ ist eine Untergruppe von endlichem Index in der Einheitengruppe
von I, also (5. Abschnitt 2) ein beliebiges Element von & kann eindeutig
in der Form {ef*- % dargestellt werden ({ sind zu & gehorige Hin-
heitswurzeln, ay, ..., 4, ganze Zahlen, &, .., &, €in Grundeinheitensystem
von & s bezeichne B = R{(&) und m = m(&) die im Abschnitt 2 defi-
nierten Konstanten. ' .

Sei jetzt 4" = ey + ... + a4y ein beliebiges Element von ué derart
daf max (|z;) < N. Dann gilt

ik
{(7) uo=ae ..

Wir betrachten jetzt alle Konjugierten des Korpers K und damit
gleichzeitie samtliche Konjugierten des Korpers L im Korper der komp-
lexen Zahlen. Bei K = Q(a) seien die Konjugierten o, ..., o™ von a
derart geordnet, daf von den entsprechenden Teilkiirpern Lm ey I
der konjugierten Korper KW, ..., K™ die I9,. o L samthche 'er-
schiedenen reellen Konjugierten on I sind, Wahrend ety T
der Reihe nach die komplexen Konjugierten von IF+*1,. L(S_J‘“m
sind (wobei s4-2i.= [L:Q] ein Teiler von = ist).

4
‘l"akmk = plet- ..t



358 K. Gyory und A. Pethd

Wir bilden jetzt auf der linken und auf der rechten Seite von (7}
die ersten s-+¢ Konjugierten

(8) £ =ty .+ af)m,c_

= a0y e, sl (f =1, ..., 841).

Hieraus folgt [u'®| < ¢, N , 8-+%) mit einer nur von M abhin-
genden Konstante ¢, > 0. '
Sei ¢; > 0 eine absolute Konstante. Ist ¥ hinrveichend groB, dann

kann das Ungleichungssystem

(=1,..

Ll c .
W <=2 (i=1,..,8+1)

N
nicht bestehen, da sonst
(i) .
f i i ) .
ol = )., 'ﬁf)a’|<ﬁ (t=1,...,8+7)
wire, das heilit _
INgjgleft .o mg)l <1

wirde folgen, was aber nicht maoglich ist. Bezeichne H eine hichstens r-ele-
mentige (moglicherweise leere) Teilmenge der Menge T = {1, ..., s+1}
und bezeichne Py 5 (¥) die Anzahl derjenigen Losungen p’eud der Form (7),
fiir welche neben max(|z]) <L N auch

Ik
L & .
(9) W< (Ged)
und '
(10) WO B (e

‘gleichzeitig erfiillt sind. Sei zundchst H eine Tellmenge von X derart
da8 N—»co die Beziehung Py (W) flog™™ N ->co impliziert (spiter werden

- wir-sehen, daB ein solches H exiztiert, z.B. hat H =@ diese Eigenschaft). -

Aug (9) folgt fiir jedes solche u’

(11) log ¥ < —log N+, (jeH),
das heift, unter Benutzung von (8)

) RS '
(12) log | ... Gmd"' == log (.1’) < —logN+ey (jeH)
und so . _
(13)  galogle|+ ... +¢alog [P < —-e,.logN+c'u- (jeH).

icm
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Benutzung von [u'¥] < eV

(J=1,...,8+%)
i u? i it | -
(14) v < re | = |- % <oy N (JeTNH)
woraus
{15) —elog N+ o5 < g;a,log e+ ... +¢;a,log (sl

LglogN+e (jeINH)

folgt, waobei ¢y, ¢, ... von N unabhingige Konstanten sind. Also ist die
Anzahl der u’ mit der gewiinschten Eigenschaft welche gleichzeitig (9)
und (10} befriedigen, hochstens soviel wie das m-fache der Zahl der gemein-
samen ganzzahligen Lidsungen (4, ..., e,) des Ungleichungssystems
(13), (15). So gilt infolge von Lemma 2

(16) Py () < eals Y

log" N 4 O(log™ ' ¥)

wobei ¢z(5,%) > 0 ist wegen der Voraussetzungen iber H und Pgg(N).
- Bei jetzt umgekehrt H eine echte Teilmenge von T =={1,...,s-1}

fiir welche die in Abschnitt 2 definierte Konstante cy(s,i) positiv ist

(die leere Menge ist zum Beispiel eine solche Teilenge). Betrachten wir

neben diesem H eine beliebige gemeinsame ganzzahlige Livsung (ay, ..., &,)

des Ungleichungssystems (13), (15), wobei jetzt ¢y, 6;; und 6, mit den

-vorherigen Werten nicht notwendig iibereinstimmende, spater bestimmte

Konstanten sind. Sel {e& eine beliebige, aber feste Einheitswurzel und
betrachten wir

an g o=@ by = gl e (@, i, Byed)

was also eine Lisung von (1) ist. Bel Umkehrung des obigen Verfahrens
fiir »’ kénnen wir aus (13) die Relation (12) und danach (11} und (9) it
geeigneten Konstanten ableiten, wird sogar ¢,, entsprechend gewihlt,
dann ist (9) auch bei der urspriinglichen Kounstante ¢, erfiillt. Auns (15)
ergibt sich auf dhnliche Weise (14) und hierans folgt bei einer geeigneten
‘Wahl der Konstante ¢,; bzw. ¢, die Relation (10) fiir alle jeI™H. Ferner
folgt aus (14) und (9) dafd fiir ]edes 1§ < ¢+t und fir jedes hinreichend
groBe N

1

}u(ﬂ

= |- o] ‘314N

.gilt. Hiermit sind aber sémtliche, in bezug auf den absoluten Betrag

verschiedene Konjugierten von ef1-... ¢ erschipft; nimmt man also
in (17) samtliche Konjugierte von u', dann folgt

u (5

o <N
‘u’(j)
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das heifif _
(18} L"‘"m! ey N (J=1,...,n).

Aus (17) ergibt sich

gD = P+ {§=1,...,m).

Die Elemente a, ..., o, kinnen zu einer Basis von K erginzt werden.
Deswegen gibt es Indizes j, ..., j; fiir welche die Matrix (of*) (1 <,
»< k) nicht-singuliir ist. Die @; sind dann linear durch p'00 ..., 4t
ausdriickbar und wir erhalten loy < e, NV (0 =13, ..., k).

Ist ¢, <0 und |og hinreichend grof, damm gilt hier ¢,<1,
das heilt o < N fir alle 1<<isC k. Wir erhalten also bei geeigneter
Wahl der Konstanten cp, ¢ und ¢4 ans jeder einzelnen gemeinsamen
ganzzahligen Lasung von (13) und (15) eine Lésung p'epud von (1), (9), (10)
derart daB in der Darstellung (17) die Bedingung max (2]} << ¥ erfilllt

1<igk

.+ af,g)aﬁk

ist. So gilt also wieder nach Benutzung von Lemma 2

men(s, ¥) log" N -0 {log" ' N}.

(19) - Pen(N)=
Aus €z(8, 1) > 0 (was z. B. im Falle 7T = @ erfiillt ist) folgt, daB fiir solche H
mit ¥ o0 auch Py 5(N)/log" ' N->oc gilt. SchlieBlich ergibt sich aus (16)
und (19)

ey (8, )

Pyy(N) = =2

log" ¥ +0(log" ' V).

Wir setzen nun voraus, daf H eine Teilmenge von 7 ist fiir welche
Py a(N) = O(log"' N} gilt. Dann ist cg{s, ) =0, da eg(s, 1) >0 (wie

wir oben gesehen haben) dahin fiihrt, daB fir ¥-—oco auch Py 5 (N)/log" ' ¥

—~oo gilt. Es ist sogar umgekehrt fiir cz(s,?) =0 anch Pz (N) =

= O(log™ ' N) da wir im gegenteiligen Fall auf die obige Weise ebenfalis

einen Widerspruch erhalten.

_ Fiir verschiedene Teilmengen H < T erhalten wir im Vorangehenden
auch verschiedene Elemente u' und jedes p' gehért zu einem H. Also

gehiren zu den verschiedenen Teilmengen H die paarweise disjunlkten

Lisungsmengen der ,u Demzufolge gﬂt {mit den Bezeichnungen von Absch-

nitt 2}
3 Pap) =20200,

H:HcT

(20)  PoN) = og" N+ 0{log" ¥).
Betrachten wir schlieBlich samtliche ganzzahlige Losungen der

Gleichung (1) mit der Bigenschaft max (|z]) < N. Mit Hilfe des Oben-
1ih

gesagten heweisen wir die asymptotische Formel (2) fiir Py (N) nut dem

Restghed O(log™ " X).

icm
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Nach dem schon mehrfach zitierten Satz von Schmidt ([10], The-
orem 1) hat die Gleichung (1) nur endlich viele maximale Losungsfamilien.
Wir bezeichnen die unendlichen maximalen Liésungsfamilien mit #,, ..., #,
(fallen mehrere zu verschiedenen Teilkérpern gehorige Lisungafamilien
zummmen, so nehmen wir nur eine von diesen) wihrend wir mit

Py,..1n(N) die Zahl der zum Durchschnitt der Lisungsfamilien Fopr ooy P
(1 =Ch < g) gehorigen Lisungen mit einer Hohe <N bezelchnen (hier
sel Py (&) =0, falls der vorangehende Durchschnitt leer ist). Sind
Fipy oo Fyy respektive (M, L), ..., M, L;) Losungsfamilien (wobei
unter den Teilkdrpern L,, oy Ly, auch gleiche vorkommen kénnen)
so ist naech Liemma 4 d.er Durchs‘chmtt der F, .. - F,, entweder leer
{z. B. wenn unter den I, gleiche vorkommen) oder aber eine solche verall-

gemeinerte Lidsungsfamilie, in welcher der Rang der entsprechenden
b

Einheitengruppe mit dem Einheitenrang des Kdorpers [ Lij tberein-
J=1

stimmt. Die Zahl der endlichen maximalen Lisungsfamilien ist O(1) und
deswegen gl'lt

7
(21)  P(N) = M P,()—
i=1

1

2 P (M) + ... +
Lgiy<ipsn .
(=1 D Py (N

1.0y
1=t iRy %

(1P (M) 0.

Sei r das Maximum der Einheitenringe derjenigen Teilkdrper I,
)

a

zu denen eine unendliche Losungsfamilie (M, L) gehort. Ist (1) sﬂf
=1

(1 < k<< g) nicht leer und ist »* der Einheitenrang des Durchschgjttes_

der entsprechenden Teilkdrper Ly , ..., Ly, so gilt, wie wir oben zeigten,

die Beziehung '
2. %(N) = O(log” ¥).

Demzufolge reicht es bei der Bestimmung des Hauptgliedes von P (N)

ans, sich aunf solche Indexsysteme (4;, ..., 4;) zu beschrinken (1 <4, <.

--r < iy < g), fiir welche das auf obige Welse zugeordnete »” mit 7 uberem—

stimint und der Durchschnitt ﬁ Fy; nicht leer ist, das heillt P; ., (N)>0.

i=
Fiir h=1,..., ¢ bezeichnen wir in (21) mit 3"

1<iy < o <Ay Sy

diejenige Summe, die

von der Summe ¥ tibrigbleibt, falls wir nur jene (i, ..., ,) Index-
' 1€iy < < iy ) -
systeme betrachten zu den gehdrigen # mit » iibereinstimmt und () 3‘7&__,-
. . f=1

nicht leer ist (falls »* < r fiir alle (4, ..., i) dann lassen wir die Summe

4 — Acta Arithmetlea NXXII.4
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weg). Dann gﬂt

g

(22) Py(X) 2 PyN)— .. + (=17 Py, ih(N) +
=1 1<y <oe <zh€n
. +0(log ' V).
Da aber fiir ein solches Indexsysteny (¢, ..., #,)
g . —1
Py . m(N) = ¢y _,108" N+ 0(log’ " N)

mit einer Konstante ¢;, 4 >0 gilt (welche auf die oben Dbeschriebene
Weise ausgerechnet werden kann), ergibt sich ans {22) die Beziehung

Pyy(N) = clog” N + O (log ™ N)

w0
g
(23) e=Ye— o H(=1T Y et
i=1 1)< e <y
Piir alle 1 i< g erhalten wir PM(N)>P1(N) das heiBt, ¢z fir

alle in (23) vorkommene ¢;. Aber 20¢> 0. Damit ist Satz 1 bewiesen.

fe=1

Beweis von SBatz 2. Wenn (1) eine ganzzahlige Lisung besitzt, hat
es anch unendlich viele ganzzahlige Losungen. Ist ndmlich y M eine Losung,
s0 ist anch jedes Element von ud,, eine Losung; dies ist eine unendliche
maximale Lidsungsfamilie von (1). Jede der endlich vielen Lsungsfami-
lien (M, K) ist eine maximale unendliehe%Lﬁsungsfamﬂie und diese er-
schiplen die simtliche maximalen Lésungsfamilien von (1), deren Zahl x5,
igt bestimmbar (da je ein Reprisentant einer jeden Liosungsfamilie (M, K)
effektiv bestimmbar ist; 5. [3], 8. 140). Nach dem Beweis von Satz 1
gilt (20) fizr die zu je einer Losnngsfamilie gehdrigen P;(N), wobei jetzt
W = My, B = Ry und # der Einheitenrang des Korpers K ist. Da diese
Lidsungsfamilien paarweise disjunkt sind, ist in (22) mit Ausnahme der
ersten Y jedes weitere Glied Null.

Also gilt
Py(N) ZP,(N
’ i=1
und so ist
HarMae (8, ¥ ‘
Py(N) = Mlogflw O(log"™ 1 N).

Ry

Wir bemerken schlieBlich, daB die Konstante ¢ = ¢, in Satz 2

von g, K und ¥ a,bhangt und effektiv bestimmbar ist. Hiermit ist die
Behauptung bewiesen.
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Beweis des Korollars. M ist ein ausgearieter Modul von K und
deswegen gibt es einen von ) und von den imagindr-quadratischen Zahl-
korpern verschiedenen, nicht notwendig -echten Teilkbrper T von K,
fiir welehen M* = {0}. Sei L ein Teilkérper dieser Higenschaft mit dem
maximalen Einheitenrang r*, Wir wihlen e¢in von 0 verschiedenes Element
we ML und setzen Ngo(p) = o'. Dann ist pdfy eine unendliche Losungs-
familie (M, L) der Gleichung (1) bei ¢ = &’ und Satz 1 ist anf diese Glei-
chung anwendbar, wenn r =*. Ist jetzt o > |a’| konstant, so gibt e
nur endlich viele Werte Ng () (pe M) fiir welche [N gp{p)| < a. Nimmt
Ngjolu) einen solchen Wert fiir unendlich viele pe M an, und sind diese p
in der Form g = ayo;-+ ... + @, dargestellt, so ist nach Satz 1 fiir die
Zahl der Lésungen der Hohe ¢ ¥V die Beziehung (2) mit einem geeigneten,
» < #* erfilllt. Die gewiinschte asymptotische Formel fiir Pj,(N) ergibt
gich schlieflich, falls die erhaltenen asymptotischen Formeln addiert
werden.
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