icm

AQTA ARITHMETICA
XXXII (1977)

Eine asymptotische Formel fiir Summen tiber
die reziproken Werte additiver Funktionen

von

EveryN Brinmrzer (Miinchen)

1. Sei § die Menge aller multiplikativen zahlentheoretischen Funk-
tionen f mit der Tigenschaff

(L n(1——-) < flm)ne < n (1m“)_,

pin pin
fiir alle natiirlichen Zahlen 75 a, f, y reell, a > 0, 0 < f< L und y > a ().
Fir f aus § sei n; = min{n; f(m) > 1 fir alle m > n}.
De Koninek nnd Galambos [2] leiteten eine asymptotische Entwick-

1 .
. lang fiir — = - her. Ziel dieser Noté ist eine asymptotische

2LnSm Iog 61 ('n‘)
1
Formel fiir ———, wobel f aus § ist.
o, Tog )

SaTz, Ist f aus §, s0 gilt mit der Funktion

1 (fo™) )‘)

. = _= — —1jp<t<0

(1.2) F() t+1 (1 )( 7 (Pm (—1fy<t<0)
' fiir jede natiirliche Zahl v und fiir g—o0
(_ m IIT(m—l}( ) ( ™ )

R O .

1.3) 2 Iogf Z alogm O (logz)™H!
npENET

 Genauer ist fir ¢ >.111ax(0, p+afy—1)

0

| 1 — . at i —f4e —ﬂlr)
(1.4) 2 ot =" fF(t)m dt+0(10g$ @ —i—m 1)

npENSE . =ly

(1) Dio Eulersche g-Funktion sowie die Teilerfunkfionen o1 (m) =dEd", A= 0,
, "

sind z.B.. zahlentheoretische Funktionen aus .
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2. Bezeichnet y(n) = []p den groBten quadratireien Teiler von n,
in

so gilt das folgende
Levma 1 {[1], Theorem 1). Fitr a~>co i3

1 - logz \¥#
e = 2V 2 0 (1 .
Aus (2.1) folgt fiir & > 1 und heliebiges § > 0
" ,
2.9). ~—— = O,(a’).
22 _; oy = 0uld)
IemMa 2. Ist f auws § und
MO .,

. Ryln) = = —1/y <t<0,
(2.3) () %( = )u =) s -1y <iso,
dann erhalt man fir @ > 1 und e > 0 die folgenden Abschétzungen
(2.4) Nyl = O,

n<w
: Fy(n) V
- (2.5 — — 848 .
(2.5) 2 = 0(™")

Beweis. 8ind ¢; = ¢;(¢) und ¢; = ¢,(e, f) geeignete positive Konstan-
ten, dann ist

1 1 Cy .
(2.6) ?+ﬁ<W flir p<<eyp
und

1 1 1
(2.7} fir p>e.

_55 p.ﬂ___lé pﬁnsiz
Somlterglbtszchaus( 3), (L.1), (2.6) und (2, )i’urm Tlund —1/y <t 0

Cy "
1 o i p<oy,
k{p™ = - 1 < »
‘p AN e !
( pm_) (W‘)) o M P> o

Die entsprechende Abschéfzung nach unten erhilt man analog. Wegen
der Multiplikativitdt der Funktion h, ist mit einer geeigneten Kon-
stanten ¢, = ¢ (e, f)

' 1
(2.8) M(n)| < GsHW = oy (n)PHA2

pln
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und damit

2 [By{n)l < ¢ Zy(n TR gyl Zy('n)“l

nET n<w nsE

WibLlt man nun in Lemma 1 6 = £/2, so folgt (3.4).

Aus der absoluten Konvergenz der Rethe 3 Jy(n)/n und der Abschét-
n=I

zung
()] )|
L B 1 “n < om 2 ,: Ih‘
7L
s e

ergibt sich mit (2.4) Behauptung (2.5).
LenyA 3. Ist f aus § wund —1fy <t<<0, dann gilt fir 2> 1 und
&> max(0, f+afy—1) gleichmdifig in i

(2.9) DFm) = P()atet £ o(aitd—or,
Beweis. Aus der Beziehung

) = g

dim

(2.10) ' (

folgt unter Benutzung von Lemma 2

(2.11) Z(ff:f:))f - 2@@#2@%—0(2 (@)

s dm<ce d<lz . d=s
= hy(d
o ST e
d=1

Partielle Summation liefert

Ef(n)t g Zl(f(fz )* (>1(f(n )) a1

nKe nw nEw
1 - °‘-’-,k,(d)
at+1 £ a

m1+at+ O (wl-!-ai—ﬁ'i"a) .

Beachtet man noch die Multiplikativitéi.t der Funktion %, und die abso-
lute Kouvelgenz der Reihe Z'h, )/n, dann erhdlt man (2.9).

faal
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3. Beweis des Satzes. Hsgilt

&

(3.1) f ( 2 f(n)f)dt f Flaydt

~1{7 LSy Ry<N<T —1/7

y. iy _
10gf gf@f (n)"*logf(n)

nfénez:a

Ist ¢, eine geniigend groBe positive Konstante, so gilt f(n) = 22 firr alle

% 3= ¢,. Daraus folgt nun mit partieller Summation und Lemma 3

(8.2) ZW ( 2t 2) ””logf

. eu A 7 <n<c,, c_;éné
1 el
- Vo1 o ( )
O)=+0 ( £ f(n) Y*logn loga
04 NI .

" Weiter ist unter Anwendung von Lemma 3

[} 0
(3.3) I f(n)‘)dt: f (7 (8) &2+ 4 O (a +4—0+<)) it
—1ify R ERET ,
of ml_ +
vmﬁljl;l?'(t)m dt+0( T )

Somit ergibt (3.1) zusammen mit (3.2) und (3.3) die Behauptung (1.4).
' Da die Funktion ¥ im abgeschlossenen Intervall [—1/y, 0] beliebig
oft differenzierbar ist, folgt (1.3) durch partielee Integration auns {1.4).

4. Fine Anwendung des Satzes ist das folgende
K OROLLAR (2). Fir jede natirliche Zahl r und fiir @—oo gilt
L]

»

_ ( _ 1)m—1 .F(m—l)(O) @
Wy D 1ogal =2 ) g ’L-Or((logm)’“)'

2Ny m=1

Genquer ist fiir beliebiges 6, 0 < § < 1/2,

5 0
1
(4.2) e — gy
2@24; logoy(n)

wit der Funktion

1 1 1 1 1\
Flf) =—— 1- =1 et O A N
W =3 ; ( p)(+21@’"(+1ﬂ+ '+p’“))-

fir —(1—28)2<i<0

$112+a
F(t)m‘dﬁ—E—O( )
loga

— e

{#) vgl. de Koninck und Galambos [2], 8. 161.

-
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Bewels. Mit @ =1, 8 =1 und y = 2{1—24), 6 < § < 1/2, erfillt

- die Funktion o,(n) die Bedingung (1.1). Damit folgt (4.1) aus (1.3} und

(4.2} aus {1.4), wahlt man = =1/y+26.
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