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Arithmetisch ganze Differentiale
der Modulfunktionenkérper 6. und 7. Stufe

von

Rorr BERNDT und ErAUs ScHRAMM (Hamburg)

Herrn Professor B. Kihler
guane 70, Geburistag gewidmet

Hine Arithmetisierung der abelschen Differentiale 1. Gattung kann
fiir einen Unterkdrper K des XKorpers Ry der Modulfunktionen N-ter
Stufe durch die Amuszeichnung der Differentiale

Diff K

mit g-Bntwicklungskoetfizienten (g = ™) aus einem TUnberring A
eines in K enthaltenen Zahllkdrpers % vorgenommen werden. Von Kihler
angeregt erhebt sich die Frage nach einem Vergleich dieses Moduls Diff , K
mit den fiir beliebige endlich erzengbare Kérper birational invariant
definierten Differentialintegritdten

D(E) und J)(%_) (s. [T], 357. und L1, 1.)

fiir die Korper
K = Gylk)

der Modulfunktionen N-ter Stufe mit g-Entwicklungskoeffizienten aus %.
Die beiden wichtigsten Falle sind dabel jeweils

Fall 1:% =@,

Fall 2: %k = Korper der N-ten Einheitswurzeln.
Ferner zei im Folgenden stets -4 die Maximalordnung von .

In der Hoffnung das Interesse an aligemeingiltigeren Aussagen
anzuregen sollen hier die folgenden Ergebmisse begrindet werden:

1. Fir K = Fxlk) gilt allgemein
D(K) c Ditt, K
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und fiir die beiden Féille 1 und 2 {mit ¥ prim im Fall 2)
K 1,
D (T) c —U—lef A,

wobel b die Differente von 4 bezeichnet.
2, Fiir die 6. Stufe kann aus Klein—Fricke [8] entnommen werden

K = §(k) = k{2, ) mit flo,y) =y2—a*—1 =10,
Diff K =wyd mit w =—.
Ju
Im Fall 2 sel fiir ¥ = 6 & im Folgenden gegeben durch
BF=0{a) mt o*43=0.
Dann gilt
D{K) = aDiff (K mit a =206 im Fall 1 und & = 2a im Fall 2.
3. Fir die 7. Stufe kann aus [8] entnommen werden
K = k) =kle,y) mit flo,9)=otoy*+y =0,
Diff | K = Ew‘,A mit W, = —, Wy = pw,, Wy = Yio.
e Fy
Im Fail 2 sei hier &k gegeben durch

§
k=0Q() mit 3 (o+1)f =e+T7+... +Tc+7 =0.
. J=0

Dann gilt
3 3
D(E) = D'mA mit T = ) aw;.
j=1 L f=1
Dabei ish
(a;) = TH (E = Einheitsmatrix) im Fall 1
und

o3 0 0

(@) =|—-2s20 o im Fall 2.
: 99 o —3o,

4. Fiir ¥ =6 und 7 gilt in beiden Fillen 1 und 2

DK mlDK
[5) - 5o
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1. Ein Obermodul ven D(K). K sei endlich erzeugt mit dem Zahl-
korper k als genanem Konstantenkorper. 4 sel wie verabredet die Maxi-
malordung von k. Von Kihler [7] 357. (5. auch [1],1.} wird fiir den hier
vorliegenden speziellen Fall trgr K = 1 iibernommen:

DemnITION. Der Modul D(E) der arithmetisch ganzen Differeniisle
von K ist der Durchschnitt

DIR)Y = ) Sas,
genommen iiber alle Bewertungsringe § ven K, die diskret, vom Rang
1 und im Wesentlichen von endlichem Typ uber Z sind (1}. Dabei be-
zeichnet SAS den von allen db mit be8 im Differentialmodunl 23 = HdK
von E (iber Z) erzeugten S-Untermodul.

D(K) ist ein 4-Modul, fir den etwa aus [7] oder [1] ein endlich
erzeugter A-Obermodul entnommen werden kann. Ist K = §x(k), so
wird auf andere Art ein Obermodul gegeben durch den folgenden

Sarz 1. Hs gili

D (%N(k)) < Diff, Fx (k).

Beweis. Aus Shimura [10] kann entnommen werden

By(k) = k(J(G)),J(Nw),le 0)(60)) - (p. 140)

EJ
mit
o3 (@)
Tlw) =12,
P, ) = B2 go(lerﬁ ® 1) (p. 133).
(5 aw STt ‘

Hier die Entwicklungen nach 7 = ¢™° der Teilwerte der WeierstraB-
schen g-Funktion eingefragen sowie

1 3,
ga(e) = (27)* (ﬁ + Zl %T;),

1
216

T\, ,
gs(w)=(2n)°( w:w«g_Zw‘), a; dieZ  (D- 33),
i=1

Alo) = (@my2r [ [ @+

=1

{4} Bewertungsring bedeute im Folgenden, wenn nicht anders vermerkt, sbets
dislaeter Bewertungsring vom Rang 1, der im ‘Wesentlichen von endlichem Typ
iiber Z ist, d.h. Lokalisierung eines iber Z endlich erzeugten Ringes.
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ergibt

[a+]

Jlew) =rt+ 2@57"', e ek

=0
und die Existenz eines ceN, so dal gilt

)((0 = EezQ$

i>~oo

g = ¥, c;e-lc—z (p. 141).
% erweist sich als der genaue Konstantenkdrper von Fx(k).

Vermbge Identifikation der Hlemente f aus K = Jy(%) mit ihren
¢-Entwicklungen kann X als Unterkdrper von k{(g)}, dem Korper der
meromorphen Reihen in ¢ mit Koeffizienten aus %, anfgefalt werden.
Die Bemerkung iiber die Nenner der Entwicklungskoeffizienten der K

erzengenden Elemente zeigt, daB K schon in den Qnotientenkérper K

des Ringes
R = 4|[q]

der formalen Potenzrelhen mit Koeffizienten ams A eingebettet werden
kann.

Sei § ein Bewertungsring von K, der Lokalisierung von R ist {und
damit ansnahmsweise nicht im Wesentlichen von endlichem Typ {iber Z).
Dann ist §NK K selbst oder ein Bewertungsring 8 von K, der wieder
unter die anfangs gemachte Verabredung fillt, also im Wesentlichen
von endlichem Typ iiber Z ist. Fiir § gilt ndmlich

(@) 8=%
oder :

(b} § = R mit einem Primideal ¢ + (0} aus A.

Da aus der »- bzw. g-Entwicklung von J folgt daB 1/J<R und damit
8 = 8nK o k[1}J] baw. > A[1/J] gilt, dominiert § im Fall (a) einen
Bewertungsring

8y = kLT von K, =Kk(J) (f(L[T}ek[L{T], irveduzibel)

bzw. im Fall (b) einen Bewertungsring
Sy =4 [1/']-](:)’

denn die g-Entwicklungskoeffizienten eines A(1/J)eA[1/J] sind genau
dann aus ¢, wenn die Koeffizienten von & in ¢ liegen (vergl. [10], p. 108,
prop. 4.15). 8§, ist in beiden Fillen im Wesentlichen von endlichem Typ
tiber Z, also Bewertungsring im anfangs verabredeten Sinne, und damit
auch §, da K iiber K, endlich und separabel ist.

-~ Bz sei

w =fdheD(K) mit  f, heK, h = hyjhy, heR.

icm
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Danm ist
' di ahs\ =
w =fdh = F(q)dg mit Flg) = j;(icz—i_him;)e,g_
I3 dg dg

Hier bezeichnet dh;/dg die formale Ableitung von k; nach ¢. Dies zeigt,
daB aus weD(K) flir die Fourierrethe F(g) von w folgt
F(g)e 8 fiir alle Bewertungsringe §, die Lokalisierungen von R
. sind, ' :
und damit
F(g)eR.

Denn nach [3], Ch. 3, § 2, Cor, 6 zu Th. 2 ist R noethersch und nach [3],
Ch. 5, §1, Prop. 14 ganz-abgeschlossen and folglich gleich dem Durch-

_ schnitt der S

2. Ein Obermodul fiir D (f) In [1] wurde der Begriff der arithme-

tisch ganzen Differentiale gemal [7], 412. in folgender Weise modifi-
ziert: , ’

DEFviTION. Der Modnl der relativ sum Differentendivisor - ganzen
Differentiale izt der Durchschnitt

K 1
D(T) = O 5

genommen fiber alle Bewertungsringe & von K, die wie in 1. verabredet
diskret, voir Rang 1 und im Wesentlichen von endlichem Typ iiber Z
sind, also eéndlich erzeugten Differentialmodunl 0 haben.

Hier bezeichnet b,(S8) die erste Kéahlersche Differente von S, also
das erste Fittingsche Determinantenidesl von Q. Nach [5], p. 73 oder
[6], p. 138 gilt

2,(8) =8 falls 8 ok,

(%) =P falls p8 = P° mitb pte,
=P falls p8 — Pemit ple.

i
D (rhm) ist wieder ein A-Modul, fiir den in [1] ein Obermodul bestimmt

8ds,

ist, Fir K = ®xp(k) mit N prim w-nd auf andele ‘Weise ein Obermodul
gegeben durch den

SAtz 2. Hs gilt

D (%) < Diff , K im Fall 1,

X -1 : ar -
-D(_ﬁ_) c “&F:E'-DiffAK im Fall 2 mit ¢ = frzmIN"‘“‘“l-
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Beweis. Nach Definition folgt ans

(5]
weD |—1,
D
0. (8w = 848

fiir alle Bewertungsringe § von K und somil ingbesondere fir die, die
in der Weise

S = K ﬁs
aus Bewertungsringen § von K gewonnen werden konnen, die Lokali-
siernngen von R sind (8. 1.). Far diese 8 gilt dann

Sk

oder

§ =R, mit einem Primideal ¢ # (0) von A.

Wenn p das maximale Ideal des Bewertungsringes s = A, von % und P
das maximale Ideal von § bezeichnet, gilfi deswegen

Sﬁ =p8 sowie P ———Kni'f} =ps.
Algo igt mit der Verzweigungezahl ¢ von p
. P8 = p°8 =P
Im Fall 1 ist stets ¢ = 1 und im Fall 2 nur fir p = ¥ ¢ 55 1 und zwar
¥-8 =d8.

In jedem Fall kann {*) verwandt werden, ﬁm zu folgern
5,(8) = P, also = 8 baw. = o8,
Sei wieder '

K
'weD(?) mit der g-Entwicklung w == F(g)dq.

Wie in 1. kann dann hier gesehlossen werden, dal gilb
Flg) =8 =R im Fal 1,
2P NS =R im Fall 2.

3. K wnd Diff |K fiir ¥ = 6. Nach Klein—Fricke [8], Bd. I, p. 682£f,
ist
Cla,y) mit flo,y) =¢y'—a—1=0

der Ebérper F,(C), also der Korper der Modulfunktionen 6. Stufe. [8],
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Bd. 0, p. 391, kann entnommen werden, dal @ und ¥ rationale Fourier-
koeffizienten haben. Daraus kann geschlossen werden, dal

klm, y} = Fe(k)
gilt: Nach [8), Bd. I, p. 690, ist

mit

EBinsetzen der in 1. wiedergegebenen Entwicklungen von g,, g, und 4
zeighl

o -
— =1 E'b. f) S
2y ( + £ 14} dg, b eZ, g LA

alzso

Dt (k) = %A.

v
X
87z 3. Fw'

K = k(z, y) mit flz,y) =y—2-1=0,

(@ 4A=2z (Fall 1),
T O mit @+3 =0, A =Z+Z, p = (a—1)2 (Fall 2)
18t
dz . . 1
DK} = agA mit & =06 dim Fall 1,
a = 2a im Fall 2
und ‘
K
D(—) = aadiA mit  a=1 im Fal 1,
b 2y

@ = ot im Fall 2.

Beweis. D(K) ist fiir den schwierigeren Fall 2 schon in [2] berechnet.
Dies Ergebnis und das fiir den Fall 1 kann mit Hilfe des im Folgenden
angegebenen vollsténdigen Modells von K sofort’ wieder hergeleitet wer-
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‘ _ x
den, das hier der Bestimmung von _D(--b—-) dient. Und zwar wird fiir
jede Primzahi pel ein regulires tiber Z,, vollstdndiges Modell angege-
ben, das durch Anfblasen der Singularitfiten von f(w, ¥} = 0 als Kurve
iber Z, entsteht. Gleichzeitig wird der enfsprechende Ausdruck fiir das
Differential :
do
W o= —
2y

in den jeweiligen Variablen vermerlt.
Fir p #2,38 ist ein iiher Z, vollstdndiges regulires Modeil von K

die projektive Kurve f, namlich die Gesamtheit der Lokalisiernngen s.

(mit p imr mwazimalen Ideal p) der Ringe

. dar
Afw, u] mit ¢ =21, w=—,
2y
A[——, 1] = Afu,v] mwituw® =1+ w= jf_,
' @ _ 2uw
1 & r o - V] 2 12 =
A[—,w]x.A[u,v] mit % =% fu? wzil-fm.
Ly y 307

Tir p =2 ist tiber Zy vollstindig die Gesamtheit ¥, der Lokali-
sierungen s (mit 2ep) von

@ y—17 . L o3 du
.A_I:"2—, T‘ —-A]:u; 'U] mif 'UETQJ _2%7 w = 1+2’U’
2 . _1— L !
A[_’ Y =AW, v mit w'v?+u% =2, = —Lr
2’ @ | 20y
A 2 m ] _A_ r 1t .t 154 L) "y du”
71 71| =Afu", 0] mi %A =20 w =Gy
1 y—»l] . du
A[__.w = Afuy, v,7 mit wyd 20, =1, w0 =-——u-""2
¢ @ r 1T ’ 2y 0y +27)’
1 @ - : du
Al——, = A, v,] mit o+ 208 = o8 =
[yﬂ—l’y—l] [ 03] PR Y T

Etwa Mehners Regularitdtskriterium (s. [7] 303. oder [1].10.) oder ein-
faches Abzéhlen der Minimalzahl der Erzeugenden der maximalen Ideale
der seV, zeigt, dal V, reguldr ist.
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Fir p =3 sind dié Modelle in beiden Féllen verschieden zusammen-
gesetzt. Tm Fall 1 sel V; die Gesamatheit der Liokalisiernngen s {(mit 3ep)
von

a—1 ] . o . du
Z[ 53] = Z[%, v] mit  f =3 —3ut+u, w =2
3 ' Yy ] ’ ) x 9 5 du”
z o1 71| =Z[w,0] mit w = 3—3u' +u", W=
i ¥ ] . . ana du,
Z[m—l’ o 1] =Zu,vy] it wyp; = 1—3u; + 343, W == Tuv,
[ _1‘ ( rr 2 IIERI i1 r?
V4 i, ad =Z[",v"] mit @ =303 +u"",
LY ¥ '
du”
- 9'17”2—6?.0”??"—}—16”2,
] z—1 i 3 2 2
Zj—, = [y, By] Mit Uy = 05— 33UV FU3 Vs,
LY Y

. dis,
30%— Bu, vy + 3uiv,

Im Fall 2 sei V, die Gesamtheit der Lokalisierungen s {mit 3ep) von

w—1 4] ) du
A[ iy =ATu,2]  mit et=ullau—u, w =5,
—3 g? du
A{m——,i— = A{u, 2] mib a=g*ut+out—w), w=—14¢,
a Y : _ 2a
Al Y o dApw, 0] mit wertm el taw— ),  w =—
= g . = —_ £ sumarand
o—1"2—1] Lw, '] ol ! 2’ v’

a a—1] .
A["‘", ‘—‘A['M”, ,Du] mit ung — a(?)’ls+a%“?)”g—uuz?)”),

y oy
duf’
. w == e ; 1t tig 7
30200 0" —
1 ¢ ] L \ du,
A — = A[uy, vy] mit wye] =1+ alu,—d*u, W =—o"—,
o—1" & —1] o ! 24, v,
1 z—17 . :
A s = A, vy] mit U, = v34 oPu,rl—Fufe,,

Ay
T30+ 2 Uy, — QP Ul

Beide Modelle werden wie ¥, als regulir erkannt.
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Die eben angegebenen Modelle sind Minimalmodelle im Sinne von
Néron [9]. Und zwar entspricht

¥V, Nérons Fall ¢,
Vs Nérons Fall o,,
V; Nérons Fall ¢,.
K
Nach [1], 2. ist ein Differential %<0k aus D(—-b—) genau dann,
wenn tir ein reguolires vollstdndiges Modell ¥V von K gilt
D{W|s)es  fiir alle lokalen Ringe aus V.

Sei ¢ = Al#,v] mit g{u,v) =0 einer der eben genannten Ringe, aus
deren Lokalisierongen ¢ ¥ zusammengesebzi ist, und es gei
W= bdu, beK.

Aus [17], 1. kann entnommen werden, daf}

_ p(wls) = s
hier gleichbedeuntend izt mib
bg,es  im Fall 1,
abg,es  im Fall 2,

Uberpriifung dieseé Kriterinms fiir die angegebenen Modelle liefert das
behauptete Ergebnis.

5. K und Diff K fiir ¥ = 7. Die im Folgenden zusammengestellten
Augsagen werden in Klein—Fricke [8] im Wesentlichen im Bd. IF, Ab-
schnitt 'V, Kap. 1, 2, begriindet. Seitenangaben beziehen sich hier, wenn
nicht anders vermerkt, auf diesen Band. Auf p. 277 wird definiert

. eN";'g‘usz’.mg N —
Xo(uloy, o) = (—1) T e z—a”azlm"%( ik T TN)
Wo Wa
Y AN
]/21\?'1:

mif

Uy g, 0eC, @ =wfu,, Ime>0,

an, o= 6271'1:7 2 = ezm’u]mz’
s eine Funktion von.e,, o, (5. Bd. I, p. 153},

¥ die Jacobische Funktion (5. Bd. I, p. 159ff),
4 wie in 1. schon angegeben,

X, (%], w,) ist als Funktion von % in der ganzen Ebene holomorph.
Die Entwicklungskoeffizienten

2o{@y, W}, Yoy, ws), ..

(p. 280)

icm
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aus der Entwicklung
Xa(uiwy, wy) = 2,(@1, 0p) +UuYu{og, wg)+ ...
sind fiir ungerade N Modulformen N-ter Stufe und die Quotienten

za(wlv wz) ""EE'(G))
za’(wla w?.) Z

dann Modulfunktionen N-ter Stufe. Aus

1)a+1 2w
Za{y, wg) = R¥ 5 (aww, 1)
I/ZN T
(—1) a4+l o {EmplN-—2a)

y Y (p. 281)

=—~—-«@

l/zN Va¥

kann mit etwas Rechnung abgelesen werden, dafl die Fourierkoeffizienten

=00

der fﬁ»(w) ganzrationale Zahlen sind.
2y

Aus der Relation
By (0 w) By (0 —w) B (E+u) Py (t—u)
4B (104 w) B (0 w0} D (B 2) P (E—)
+8(u+ 0) iy (u—0) 4 (- w) Py (f—w) =0
{s. p. 268 und. Bd. I, p. 161) folgt unter Beriicksichtignng von

Boin = ?ﬂ! By = —2_4j
fiir ¥ = 7 die Gleichung
(%} B, e+l =0 (p. 314).
"Algo &ind
Zo 2
3 =—{w), y=—rI()
%3 7y
Modulfunktionen 7. Stufe mif
(#x) gyt =0
und den g-Entwicklungen (g = ")
=g+ q“+ .
@ = q“ =g—g...,
e 10 .
y ¢+ = @—04...

T 1-g21+...
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. {Punkte kiirzen jeweils hohere g-Potenzen mit ganzzahligen Koeffizien-
ten ab).
Fir die Differentiale
dn

I58ayy 2T

W, = Wy = Y10y

ergeben sich dann die Entwicklungen

wy = {—1+3¢+...)dq,

wy = (g—3¢°+...)dg,

wy = {—q°+ 44" +...) dg,
die ganzzahlige Koeffizienten haben und mit denen aus p. 583 iiber-
eipstimmen. Auf Grund der in 6.X noch weiter ausgefithrten Symmetrie
und Nichtsingularitit von () bzw. (=#) zeigt sich, dafl die w,; Differen-
tiale 1. Gatiung von R, = {,(C) sind. Da das Geschlecht von K, drel
ist, erzeugen die Quotienten der w,; den Korper &, (s. etwa [4], p. T4).
Es gilt also fiir & = € sowie fix Zahlkorper & mit Maximalordnung 4

K = (k) =Fk(z,y) mit- #¥-oy3+y =0,

D].EfAK Ew 4.

i=1

(K)undD( )furN_’T

Sarz 4, Fir
K =k vy) mit fle,y)=oLoy*+y=0
k=0, A=Z (Fall 1),
k=0, A=Zcl mit ;L7 ;... +76+T7 = 0 (Fall 2)
gilt mit ' '
wy, = daff,, Wy = dw;, Wy = YWy,
3
D(K) = D) w4
=1
Dabei ist-
3
ﬁ,— = ﬂji'wi
=1
mit .
(a;;) = 1H (E = Einheitsmatriz) 4m Fall 1
und :
a¥ 0 0
{a;) = —2c" 0 ot im Fall 2

9¢ ¢ —30
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Ferner gilt

Fid 1 .
D Y —7-»1)(1{} in beiden Fillen.

Beweis. I Zuerst wird gezeigt, daf die im Satz angegebenen Moduln
X
D(EK) bzw. _D( 5 ) enthalten. Dies geschieht, indem die in den Sétzen 1

und 2 gemachien Abschitzungen verschirft werden. Dazu wird ein spe-
zieller Bewertungsring 8 von K untersucht:

Mit -
Jy=1+3zy® =u
- gilt
(1) (u+2)y"+(u—1)* =0
und mit
Y—2 =1
(2)  9(w+2){y + Ty, @) +ud—3u2+165-Tu+ 4772 =
(@ =584+ ... -|—3'25y1+25).

Mit;

G U 7

E: = z’ F =’ﬂ’ —;— =5

40t sich (2) schreiben .
(3)  9(c*»+2)06+9(2+ 0%0) 280G + v2e7( —3 -+ pa®) + 16550007+
AT Tee® = (0,

Es sel nun

. 8 =Z[o,7, z](d,z)-
Des ist ein Stellenring mit maximalem Ideal P = 28, also sogar ein
Bwertungsring. In § gilt
@) o~ =@+3) ~%  (m—3y1) ~3,

Wie auch im Folgenden bedeute hier das Zeichen ~ Gleichheit bis auf
Einheiten in dem betreffenden Stellenring. Die Relation (3) 1aBt sich
abkiirzen zu :

{3a) og 0227, =0 mib

Yo~y % ~ gl

2, 56 NG,
Diese Relation und
' p(0) == 65-FTabL .., 4 Ta1 T = 0
definieren Z{o, v, 2z]. Deshalb ist
Q% = 8do+Sdv -+ 832

§ — Acta Arithmetica XXXII[2
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mit den Relationen
g'{o)de =0,
Ado L #"Edv-+2Bdz = ¢, A,B, EeS, E¢P.
Daraus folgt mit ¢'(0)8 = o°8
(5) 84S = 8dz  und  9.(8) = 276’8 = o8 = T8.

Voriibérgehend wird K im Fall 1 mit K, und dementsprechend Sk,
mit &, bezeichnet. Fir den Fall 2 folgt zundchst aus {4) und (5)

1 _ dz

— T = oty ~—§¢Sd.8',

1 dz
(6) “E_‘wz = 0%y "‘";;?Sdﬂy

1 dz

"of’i_'ja = (@ —3Y1) Wy """??/ri"w1 "‘"‘;;%’Sd'g
und auch

w, w; . . .

(62) hl(m?j =8—¢8a5  fir §=,238.

Tiir den Fall 1 ergibt sich dann aus 8,dS, « 8d8

(1) ; wy¢ Spd Sy
sowie
(Ta) bl(So)-"”%,fS.,asu fir i=1,2,3.

Nach 5. 148t sich ein beliebiges Elerent w aus Diﬁ,zK,,'_ gchreiben als

w = (a—l—ﬁyl—]~y(561—3y1))wl (a, B, yekZ).

Aus der Porderung weS,d8, folgt mit (4) und (7) nacheinander 7la,
T8, 7|y, also
: DK, = TDiffz K,.
Fiir den Fall 2 hat jedes Element von Diff ;K die Gestalb
w= (a+,8y1—|—y(w1—3y1))w1 (a, B, yed=2Z[o ). ‘
Aus der Forderung weSdS folgt unter Beriicksichtigung von (4) und (6)

nacheinander ¢le, o|f, o?|a, oly, o%|B, o%|a. Damit ist gezeigh

D(E) = j‘@ﬁ.

Fu=1
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Unter Beriicksichtigung von (6a) und (7a) ergibt sich analog der ange-

gehene Obermodul fir D(%)

IT. Die in I ermittelten Bedmgungen sind hinreichend: Mit

o =L,y =i; @ ﬁ—l—,'y" -
@ & Yy Yy
giit _
et ayt+y =o'y Sty =2t ey Ly =0
und
w, — da _ ‘ y'da’ _ o" do”’ _
1 -3 By 1+3e'y"™ 1+33"y'"?

Bei naheliegender Amnsdehnung der verabredeten Bezeichnungen be-
deutet dies :

Wy =Wy o= Wy, Wy =Wy =Wy, Wy = Wy, = 10,
Diese Symmetrie und die Tatsache, daB jeder Bewertungsring von K
eines der Paare {x,¥), (&', y") oder (&, y"”) enthilt, zeigen, dal

weD(K) Tzw. ;D (%)

bereits durch

bzw. e-—-—l Sds

8dS
we 2:(8)

fir alle § > Az, y]

erwiesen wird. Es werden deshalb im Folgenden nur solche § hetrachtet.
Aus (2) folgt, dafl in Bewertungsringen § > .4 [, y] mit dem maxi-
malen Ideal P '

do & —9y*d -9yt

%y isa 0y 3(u—1)  (QutTH(u--1)?

gilt, sofern nicht «, 7, 4P ist. Ams u =1+ 3zy? folgh dann dberdies,
daB @, = £+3¢P gilt. Aus (1) ergibt sich dann
) o B _du 1 du

T w7 g u-k2) T
Falls nicht noch 7/ue$ ist, gilt also w,«8dS. Da die Differentialmoduln
der 8 mit w,¢8d8 die im Satz angegebenen GréBen enthalten, werden
nur noch solche S betrachtet, fir die gilt

(9) 1y Y1y “:-7/“6‘-]3- ’
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Bestimmung von D(H):
Im Fall 1 kann aus {8) wegen der erwihnten Symmetrie sofort ab-
gelesen werden
Tw e D{K)
und folglich auch

Tw,eD(E) (i =1,2,3).

T \
Im Fall 2 ist - = ¢S\ fiir alle § und deshalb mit (8)
q

3

du
(10) W, = 0%, N% do ~—%, also TS,

. .
da entweder _u_x oder U—eS ist. Die umgeschriebene Ausgangsgleichung
o u ,

35 (@, — 1) — 90 -+120, y; —18y7 + @] + 62,57 — 3y + 0,5 — 49 = 0
zeigh, daB fiir § mit (9) @ ~y, gilt. Aus
(1) w == 35 —12 (2, — 3y;) + 3y, (3y; ~ dany) — 3,7

und (10) kann abgelesen werden, daB
— 1 .
W, e 8dS wnd sogar — W= (0, — 3y;)w, sowie yiw,<SdS

jedenfalls wahr ist, solange nicht {a,~ 3y,) ~ 42 gilt. Dann ist aber
v
Wy ~Yio “h
. w
1
Wegen #, = -z-wl und {10} kapn daraus entnommen werden, daB nur

noch die § mit 2 = o/, und v; = %/¥¥¢ aus P untersucht werden miissen.
In diesen § gilt o :

o5+ 032%, =0 mit &, 5eAN\P (5. (3) und (3a)),
woraus mit “
a a
dz = d (——) = ——
¥ it
folgt

o¥; %

Wy ~ _u— dyy = e dz ~ v 2dz< 84S sowle W, ~ 25, 8d8.
: 1 _
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Bestimmung von D (—f—)

) Hier wird die folgende aligemeine Bemerkung verwandt: p sef eine
Primzakl und 8 ein Bewertungsring mit mawimalem Ideal P ==n8 und

o8 =P*  mit pte.
Dann gitt

N
(i) —ff- 848 fiir alle feENO,

(i) By (8) < —%S Fiir alle gePNO.

Ist ndmlich
f = &a®
dann gilt
df = de'n™ +mex'dr  und

und  p=¢a® mit ¢ & 8\P, neZ,

_ 0 =dea°tee’ 7 d.
Das hat zur Folge

dm ds’ dn

0=— 3+ — also eS8d8

T €E 7

und damit
_@’_ _ E 4 ndw
f £

- Nach (#) in 2. ist b,(8) =P8, woraus (i) sofort abgelesen
werden kann. -

eS8, also (i).

7T

- . X
Bei der Bestimmung von D (‘b—) geniigt es wieder, nur mehr die

Bewertungsringe 8 zu betrachten, fiir die (9) gilt:
Fall 1: Fir P°® = 78 it 7|e ist nach (*) in 2.

b:{8)w, = Tw, & = 8a8,

und fiir 74e ist nach (i) und (ii)

7 4 '
by (S, « — W g T W
¥ w %y

8 = 8d8,

Mit der schon erwihnten Symmetrieiiberlegung ergibt sich daraus

E\ '
'w‘el)(-b—) fir  §=1,2,8.
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Fall 2: Fiir ¢ = 78 mit 7]e ist wegen %;c D{K) und (*) in 2.

bl(S)—?’;l c8d8 fir i=1,2,3.

. Pir 7t e wird abnlich wie beim Nachweis von W, eD () aigumen—

=
tiert: Da % oder L;—- in 8 liegt, gilt wegen (i) und (i)
o

- - Y1, 0 W 2B cas
K2 —bl(s)?;—bl(s) - P = 0,{8) p . < 8as.

Wie hei der Bereehnuﬁg von D(K) sind jetzt nur noch die § mif

2]‘2,,

2, 9, eP, (@, — 3yy) ~ 3} interessant. Und es geniigt auch hier zu zeigen, ‘

daB fiir diese 8

bl(S)% < 84S

gilt. Das aber ist wegen

w by (8
bl(S)—;— = el v, 2dz
nach (i} der Fall.
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On the density of the zeros
of the Dedekind Zeta-function

by
D. ®. HEATE-BROWN - (Cambridge)

1. Introduction. The Dedekind Zeta-function is defined by

CK(S)-= Zﬂiﬁz

where X is an algebraic number field, the summation is over all integral
ideals a of K, Na denotes the norm of a and s is an arbitrary complex
variable. The series converges absolutely for o> 1, where s = g4t in
the usual notation; moreover the function has an analytic continuation
to the whole complex plane, from which one sees in particular, that it
is regular except for a simple pole at § = 1. The Dedekind Zeta-function
is a generalization of the Riemann Zeta-funetion, {(s}, which is [g(s)
with K =, the rational field; as is well known the Riemann Zeta-
function gives information about the distribution of the rational primes,
and the Dedekind Zeta-function can be used similarly to furnish results
on the distribution of the prime ideals in K. For the bagic properties of
Cx{8) we refer to Landan’s tract [117].

Our main object is to establish an estimate for the density of zeros
of the Dedekind Zeta-funection in the range } < o<1, which is betier
than any given hitherto. Let ¥Nx(o, T) be the number of zeros ¢ = f+iy
of Zx(s) with |y] < T, B = o, the zeros being counted according to mul-
tiplicity. Tt is well known, see [11], thab :

; k
(1) Ng(0, TV o— Tlog? a8 Tsoo,
™

where % is the degree of K, and so in particular

{2) Ng($, T) < TlogT,
where, as later, constants implied by < (or ») depend only on K. We
shall prove :



