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Bemerkungen iiber Multiplikatoren von Modulformen zu
Kongruenzgruppen der Hilbert-Siegelschen Modulgruppe

yon

JURGEN (ROSCHE (Gottingen)

In der Theorie der Modulformen zu einer Kongruenzgrnppe ¥ spielen
Multiplikatorensysteme (siehe Definition 1) eine wichtige Rolle. Dabei
treten gewisse, nur von Me¥ abhingige, kompleswertize Konstanten
d{ M) anf, Im klassizchen Fall der komplexen Dimension 1, also fiir Eon-
gruenzgruppen zur Medulgruppe I'(1), gibt es Giuppen ¥, so daB der
Betrag von 4{M} Dbei geeigneter Wahl von M beliebig groR wird. Da
dies fiir die Entwicklung der Theorie storend ist, andererseits iiber das
Verhalten von @{M) fiir hthere Dimensionen nichts bekannt war, wurden
Bedingungen an d{M) gestellt. So verlangt M. Koecher [5], daB es in
¥ eine Hanptkongruenzgruppe & geben soll mit d(M) =1 file MG
U. Christian [2], [4] fordert (M) =1 fiir MW,

In der vorliegenden Arbeit kann nun gezeigt werden, daf fiir hohere
Dimensionen solche Bedingungen eine divekte TFolge der Definition von
d( M} zind; ein Verhalten wie im1 Fall der Dimension 1 tritt nicht anf.

Nebenbei ergibt sich in einfacher Weise, daf die Funktionen Q(¥, Z)
fir gewisce Elemente MW der Gestalt 3 — fg mit einer sym-
metrisehen, n-reibigen Matrix 8 den festen Wert 1 haben, ein Resultat,
daf Christian ([2], 8. 281 £) auf ganz anders Weise erzielte.

1. Bezeichnungen und Definitionen. Sei q ein total recller algebraischer
Zahlkbrper vom Giade m {iber dem Korper @ der rationalen Zahlen,
Seien o), ..., o™ die m verschiedenen Dmbeftunnen von g in den Kbrper
R der 1Eellen Zahlen. Pitr o = aVeqg sei

1 : o (a) = o

Sei E die wn-reihige Einheitsmatrix, 0 die #-reihige Nullmairix und

| 0 E
(2) I= (_E 0).
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Die reelle symplektische Gruppe 2'(#) besteht dann aus allen 2n-rejibigen
Matrizen M mit reellwertigen Hlementen, die der Bedingung

(3) ‘MIM =1 =

géniigen. Die Matrizen aus %'(n) mit Elementen aus dem Ring o der ganzen
algebraischen Zahlen in o hilden die Hilbert-Siegelsche Modulgruppe
I(n,q). Sei g ein Ideal in p. Die Mairizen Mel'(n,q) mifb

{4) . M =Fmodg

hilden die Hauptkongruenzuntergruppe I'(n, a, g} g-ter Stufe von I'(n, a).
Bine Gruppe ¥ von Matrizen aus X(n) heilt Kongruenzgruppe g-ter
Stufe, wenn sie I'(n, a, g) von endlichem Index enthilt. Ist ¥ eine Kon-
gruenzgruppe der Stufe g und g* = g ein weiteres Ideal in b, 5o ist wegen

(5} I'(n,q,g* = I'n, 0, 9),
{6) (Lin, 0, g): Din, o, g9] < oo, e

¥ auch eine Kongruenzgruppe der Stufe g* d.h. die Stufe ist mcht ein-
deutig bestimmft.
Sei K eine n-reibige Matrix mit Elementen aus a« und K@ die (1)
. enstsprechend gebildeten Matrizen. Wir setzen dann

ety .
. -0
7 K= .
(7) 0
RO
Ferner sei MeX(n) zerlegt in n-reihige Unbermatrizen in der Form
' A B
(8) ‘ M = ( o D).

Z =X 4+1Y sel eine n-refhige, komplexwertige, symmetrische Matriix
mit positiv definitem Imaginirteil ¥. Die Gesamtheit dieser Matrizen
bildet die Siegelsche obere Halbebene 3,,. Fiir Z,, ..., Z,,¢3,, sei Z definiert
durch

7
(9) 2
z,

Die Gesamtheit aller Z wird mit $, bezeichnet. Anf Ha erd eine Zuord-
nung definiert durch

(10) Z>M(Zy = (AZ +B)(0Z Dy
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Ferner setzen wir
(1) M{Z} = 6Z+D.

In Anlehnung an [2], [4] definierer wir nun:

DEFINIrIoN 1. Sei ¥ eine Kongruenzgruppe g-ter Stufe, s eine kom-
plexe Zahl. Jedemn Me¥ sei eine Funktion

M, Z) 55'_)0*

zugeordnet. Diese Funktionen bilden ein Mulfiplikatorensysiem (¥, 8)
zu ¥ vom Gewicht ¢, wenn die nachfolgenden Bedingungen erfiillt sind:
(a) Q(M,Z) ist holomorph.
(b) Fiir M,, M,e¥ gilt

Q(M1M2) z) = Q(-Mn M2<Z>)Q(M2: Z)

(6) Ist mit M auch (—M) aus ¥, so gilt Q(M,Z) =Q(—M,2).
(d) Iis gibt ecine komplexwertige Konstante d(M) mit

Q(M, Z) = d(M)(det M{Z})"

Bemerkung 1. Die Konstante d({ M) hingt von der Wahl des Zweiges
von {det M {Z})* ab. Fir alle Q(M,Z) aus M(F, s) ist daher ein Zweig
fegt zu wihlen. Sonst ist ia. die Bedingung {b) nicht erfiillt.

Bemerkung 2. Nach [2], Batz 1, ist das Gewicht s fiir # = 2 oder
m =9 stets rational. Dies gilt nicht im Falle m = # = 1.

Bemerkung 3. Fur ¢ =0 ist @(H, Z) offenbar nicht mehr von Z
abhéngig. HEs gilt dann

(12) QM,Z) = d(M}(detﬁ)‘.
Hat M iiberdies die Gestalt

B8
(13) | Mz@E%
80 gilt

(14) - QM,Z) = da(H).

2. Kommutatorgruppen
LevMA L. Sei »n>1 oder m>1 und ¥ eine Kongmenzgmppa der
Stufe g. Bezeichnet man mit Py, die Kommutatorgruppe von ¥, so gili

(15) : [F: ¥,] < co.
Beéweis. ¥ ist Kongruenzgruppe der Stufe g, somit gilt
(16) ' [¥: I'{n,a, g)] < oo.
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Ferper gilt fir die Kommmutatorgruppe Ii(n,a,q) von I'(n,q,g)
17 I(n,a,0) = ¥
Daher gentigh es zum Beweise von (15)

(18} [L(n,a,8): Tyn,a,g)] < o
zu beweisen.

Fall 1: n >1, m = 1. Zur Vereinfachung schreiben wir I'(n, ¢) und
LI{n) statt I'(n, @, q) wmd I'(n, Q).

Pn, g) ist Normalteiler in I'(n), daher ist dies auch fir I,(n, ¢)
richtig. Man setze nun :

(19} 8= (s}, U=/(ug), 4k=1..,4;
(20) Sy =81 =, S =20 se_}nst;
{21 U = Ly gy = @, Uy =10  sonst.
Dann gilt )
(22) | 8 = (f g) eI'(n, q)
und
{23) U = (tg %,*1) el'(n, q).
Also ist o
(24) R = U808 e ,in, q). .
Wie man leicht nachrechnet, gilt
v 7
.(25) R = (f g)
mik g ’
(26)° RBo=(rg), dk=1,...n;
(27) i =2gq% 15 =0 sonst.

Nach [7] ist aber der kleinste Normalteiler von I'(n), der R enthilt, die
Hauptlkongruenzuntergruppe I'(n, 2¢?). Damit gilt

(28) I(n, 2¢%) = Igin, g)-
Somit . ergibt sich die Beziehﬁng (18) aus

(29) - (T(n, )i In, 2g9] < oo
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Bemerkung. I'(n, 2¢%) ist in Iy {(n, q) echirenthalten: Mit (19}, (21)
und (23) gilt fir ¥V = UTUU die Beziehung
(30) VéTu(n, 9 I(n, 2g2).

Eine genane Bestimmung von I',(#, ¢) ist hier aber nicht erforderlich.
Fall 2: » > 1, m > 1. Die Normalteilereigenschaft gilt wie im Fall 1
fir Iy(n, a,g). Terner gibt es ein geX mit I'(n, g) = I'(n, a, g). Nach
Fall 1 ist wegen Iy(n, q) < I'y(n,a,q) Klar, daB I.(n,a,g) nicht im
Zentrum von ['(n, ) legt. Solche Normalteiler enthalten aber nach [1]
eine Hauptkongruenzgruppe einer geeigneten Stufe g* c g. Es folgt

(31) F{n,a, g% < In,0,9) = T'n,a,q)-

Ans {6) ergibt sich nun wnmittelbar (18).
Fall 3: # =1, m > 1. Es gibt eine Binheit unep mit

(32) u=ul=1modg, u*—1 0.
Bei ferner ae«g, dann sind _

% 0 1 a\

Uy = (0 u“l) mnd §, = (O 1)

aus (1, a, g). Es folgt

\ 1 {(ur—1)a
(33) U8, U{TISU_] :(O ( 1) )GPk(l,a,g)-
Fiir jedes beg* = (u2—1)g ergibt sich also
1%
(34) _(0 l)ffk(la a, a)-

Da (1, a, g) Normalteiler in I'(1, a) ist, folgt mpach [8] I'(1,a,g*)
c (1, a,q), und wir sind fertig.

3. Muliiplikatoren. Aus den Beziehungen (9), (10) und (11) verifiziert
man leicht

Lemwma 2. Fir M, und M, aus Z{n) und Z%, gili

@5 MM (Z) = M, (M B ML{Z).

Xy gilt auBerdem _

Tumma 3. Sei (¥, s) ein Mulliplikatorensystem wsur Kongruenz-
gruppe ¥ vom Gewicht s. Dann wird durch die in Definition 1{d) erklirte
Tomplewe Zahl (MY ein Homomorphismus von ¥ in dic mulliplikative
Gruppe der komplezen Zahlen defindert.
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Beweis. Die Hindeutigkeit ist klar nach Bemerkung 1 zu Definition 1.
Fir M, M,e¥ folgh nach Definition 1(b), (d):

(36)  @(M,M,)(det M, M,{Z))* .
— Q(M;) (et M (M BDY) (M) (det My {2y,

Mit (35) ergibt sich

(37). | ML) = (M)A M),

Damit kénnen wir nun den folgenden Satz beweisen:

Sarz. Sei n>1 oder m>1 wnd WMV, s) ein Multiplikatorensystem
qur Kongruenzgruppe ¥ vom Qewicht s. Dann gibt es eine rationale Zahl 7,
so daf fir die Konstante d(M) gili:

(38) a{M) = ¢,

Beweis. Wegen Lemma 3 gilt fiir M, Ne¥
(39) d(MNM“‘N‘".I) = d.(M)d{N)d(Mhljd{N‘l). -
Also erhilt man fir Le¥,

(40) d(L) =1.

Nach Lemma 1 ist (15) erfiillt. Sei etwa [¥: ¥,] =p. Dann gilt fiir
M .

(41) . MpEWk .
~ Es folgt nach (40), (35)
(42) 1 = d(ur) = (@)

Daraus folgt unmittelbar die Behauptung.
KOoROLLAR 1. (siehe | dazu [2], S. 285 f). Pir die Funktionen
QM B e MW, 5) gl
1, )| = aet M{Z}y.
Dies folgt aus Definition 1 und (38).
KorOLLAR 2 (siche dazu [53], 8. 408). Es gibt eine Hauptkongruenz-
untergruppe I'(n, u, g*) ¢ ¥ mit

(44) d{M) =1 fir MecI'(n,a,g*.

Nach Lemma 1. gibt es eine Hauptkongruenzgruppe, die in ¥, enthal-
ten ist. Fir die Elemente dieser Gruppe gilt (44).

Bemerkung. Nach Korollar 2 kann man die Stufe g von ¥ pleich
80 whhlen, daB (44) gilt fiir alle Mel'(n,a, al. '
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KoroLrAR 3 (siehe dazu 2], 8. 281 1), Sei ¥ cine Kongruensgruppe.
Die Btufe g sei so gewihit, daj

(45) In,a,g) = ¥,
gilt. Piir MeI'(n, a, g} mit

8
” u-fF5)

und Q(M,Z)e WP, s) gilt dann
(47) Q(M,Z) =1,

-Zum Beweise beachte man Bemerkung 3 zu Definition 1 und (44).

Zusatz bel der Korrektur: Zu Lemmsa 1 heachte man @ie Arbeit von
F. Kirchheimer: Zur Bestimmung der linearen Oharakiere symplektischer Hawptkon-
gruensgruppen, Math. Zeitschr. 150 (1976), 8. 135-148,
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