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1. Bs sei » e N eine natirliche, & € Z eine ganze Zahl und Pa, n)
die Menge aller Primzahlen p, fir die die Kongruenz

o = a(modp)

wenigstens eine Losung besitzt. Die trivialen Falle n =1 oder a =20
werden im folgenden ausgeschlogsen. Die Primzahlmenge P{a,n) wird
in einer Reihe von Arbeiten untersucht (siehe Gerst [3], ferner 5. Ene
cinfache Charakterisierung dieser Menge fiir den allgemeinen Fall ist
bisher nicht bekannt. Ans den Zerlegungsgesetzen fir Primideale in alge-
braigchen Zahlkorpern ergibt sich, daf P(w,n) in Spezialfillen duvrch
Restklassen beschreibbar ist, nimlich dann, wenn der Zerfallungskdrper
von 2 — @ itber Q abelsch ist; nach [5] ist dies auch nur dann moglich.

In der vorliegenden Arbeit wird untersucht, wann zwei Primzahl-
mengen P(a,n), P{b,m) iibereinstimmen. Dabei werden endlieh viele
Ausnshmeprimzahlen nicht berdcksichtigh. Wir sohreiben deshalb P{a, #)
= P(b, m), wenn sich beide Mengen nur wn endlich viele Elemente unter-
scheiden. Spezialfille dieses Problems werden in verschiedenen Arbei-
ten behandelt. Tiin erstes abschliefendes Frgebnis fiir den Fall » = m
wnd b = 1 bewies Trost [6) im Jahre 1934 ‘ :

SATz 1. Fs ist Pa, n) = P(1,n) genau dant, wenn eine der folgeﬂden
Bedingungen erfillt ist: ' '

() Bs gibt ein &€ Z mit a — @
(b} s ist n = 0(modB), und es gibt ein & e Z mit a =2 dn
Offenbar ist P(1,n) die Menge aller Primzahlen. Trost gibt also
ein notwendiges und hinreichendes Kriterium dafiir, wann eine Kongruenz
der Form " = a({modp) fiir alle Primzahlen p bis ant endlich viele Aus-
" nahmen losbar ist. Dieses Resuitat wurde von Gerst [3] im Jahre 1970
wie folgt verallgemeinert. : :
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Sarz 2. s ist Pla, n) = P(b, n) genau dann, wenn es ein t ¢ Z mit
0<<it<m, (t,n) =1 ¢ibi derart, daf eine der folgenden Bedingungen er-
Suillt ist:

(¢) Hs gibi ein d ¢ Z mit ¢-3° = d~,

(d) Es ist m = 0(mod8), und es gibt ein d e Z mit @b = 2% gn,

Die Rollen von ¢ und b kénnen in (e) und (d) offenbar vertauscht
werden. Aus beiden Ergebnissen erhilt man unmittelbar

Satz 3. Fs ist Pla,n) = P(b, n) genaw dann, wenn es ein te Z mit
0<i<tn, (t,n) =1 gibt derart, daf P(a-F,n) =P(1,n) gil.

Umgekehrt ergibt sich Satz 2 offenbar aus den Sétzen 1 und 3. In
Abschnitt 3 wird Satz 8 divekt bewiesen. Dies liefert einen vereinfachten
Beweis des Satzes 2 von Gerst. Durch eine Verallgemeinerung erhilt
man das Hauptergebnis dieser Arbeit, namlich die folgende Aussage,
die zusammen mit Satz 2 die eingangs gestellte Frage vollstindig beant-
wortet.

SATZ 4. Hs sef n =a'-2% o ungerade, m = m’ -2 m ungergde,

a<f. Weiter sei v =ov(n,m) = (::;z) das  kleinste gemeinsame
Vielfache von n wnd m, und dy der grifte su
(ny m)*?

zeiler:frgmde Teiler von (n, m). Dann ist P(a,, n) =2 (b, m) gleichwertig
damit, daff eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:
(1) s ist o = B, und es evistieren Zaklen a, € Z, b, ¢ £ mit
_ a=al%s, b= Bldy
wnd Play, dy) =P by, dy).
(2) Bs dst. 1<a< B, a>0, b> 0, und es evistieren Zahlen a, € N,
bhieN, t1eN, de N mit 0<t<v, (1,0) =1,

¥ i n

1& — _ m
@ M e CZ?', e

| a = ai% b= bl
Dariiber hinaus muf eine der folgenden Zusatzbedingungen erfillt sein:
(@) Es sind ay, b, Quodratzahlen. '
(b) Bs ist o, Quadralahl, B> 3, Q(Vd) = Q (V7).
() Bs ist 223, Qi) s Q(Va,) = Q7).
@) Bsista=1,=2 a< 0, b< 0, |a| Quadrat ciner Zahl aus Z
und P(—2"-a%, 2n) = P(h, m). .
(Nach (1) st bekannt, wann diese Gleichung gilt.)
(4) Es ist 0 == a<< § und P(a®, 2n) = P(b, m).
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(Nach (1) und (2) ist bekannt, wann diese Fleichung gilt.)
- Der Beweis des Satzes wird in Abschnitt 4 ausgefiihrt.

2. Zunichst werden einige Hilfssitze zusammengestellt. AMit Q,
wird der n-te Kreisteilungskdrper bezeichnet. Stirker als bei Gerst werden

- hier Gesetze fiber die Zerlegung von Primidealen in algebraischen Zahl-

kbrpern ausgenutzt. Es gilt (siche [5])

Hrrrssarz 1. Hs ist Pla,n) :'P(b, m) gewan. dann, wenn es keinen
Automorphismus des Zerfillungskirpers von (2" — a)(™~b) gibt, der eine
Nullstelle von nur einem der beiden Polynome s — a, 3™ —b auf sich abbildet.

Wie Gerst [3] bendtigen wir die beiden folgenden Aussagen.

HrressaTz 2. G4lf Pla,n) = P(b,n), so stimmen die Zerfdllungs-
kirper der Polynome " — a und =" —b iiber Q diberein.

Hrrsgarz 3. Stimmen die Zerfdllungskirper von z*—a und z"—b
iiher Q iiberein, so gibl es einteZ mit 0<<t<m, ((, M) =L und einve @,
mit a- bt = ", :

Ferner gelten die folgenden beiden Aussagen.

.- Hrrssars 4 (Schingel [4]), Bine Zohl ¢ ¢ Z besitst die Darstellung
¢ =" mit vy e Q, genan dann, wenn eine der folgenden Bedingungen gili:

{a) ® = 1(mod?2) und es gibl ein d e Z mit ¢ = d~.

(b) # = 0(mod2) und es gibt ein deZ mit ¢ = @™, VdeQ,.

(6} # = 4{mod8) und es gibt ein deZ mii ¢ = — iz et V’Er—:Qn_
Hrvrssarz b (Gerst [3]). Bs sel

o= Mgl gl >3

eine natirliche Zahl, a; >0, m >0, q; paarweise verschiedene wungerade

Primgahlen und le Z gquadratfrel, Genaw dann ist Q(lﬁ) ein quadratischer
Teilkirper von Q,, wenn 1 die Darstellung

' S
L=(-1p2o (- T g
. i
~ besilzt, wobei
e=1¢g =0, falis m=20,1,
e =0, falls m =2,

und anderenfalls e, g4, e; unabhingly voneinander die Werte 0 oder 1 anneh—
men kinnen, aufer e = e, = ¢; = 0 fiir alle 4.

Unmiftelbar einzugehen ist

HILFSSATZ 6. Ist ¢ >3 eine Primzahl, so gibt es einen von der Iden~

| titdt verschiedenen Automorphismus von Q(5), der i und Vg auf sick abbildet..
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Mit der. Bezeichnung &, = ¢™¥" gilb

Himessarz 7. Bin Automorplismus a von Q, mit «f n) = &M Tapt
den Teilkirper Q,, genai dann invariant, wenn m|f.

Beweis. Zu m|j ist )

ﬂ. ?T, P n

a (E?:n ) — 5 “m Mmoo 7:"'

gleichwertig, und éhese Gleichung gilt genau da,n:a, wenn (,, invariant
bleibt.
Hrrssare 8. Bs sei o ein Automorphismus des Zerfallungskirpers

7___
von & —a, Va eine beliebige Nullstelle des Polynoms und

alg,) = &Y,

Genan dann 1Bt a eine Nullstelle vow " — a fest, wenn (f, )|k gill.

wVa) = &Va.

n__
‘Beweis. s gibt eine Nullstelle £,-Va von &"—a mif

o . A__ n__
a(8Va)y = & gVa =&, Va
gengu dann, werm es ein [ gibt mit 1-j+% = O(modn). Hieraus ergibb
sleh  die Behauptung.
* Ein notwendiges Eriterium fir P(a, n) = P{b, m) ist nach (5]
71

HpssaTz 9. Essein>1, m>1, a'b # 0und v = fu(n m) = )

Dmm ist Pla,n) =P(b, m) nur miglich, wenn es ganze Zahlen t,d
mif 0< t<< o, (t, v} = 1 gibt derarf, daf eine der folgenden Bedmgngeﬂ
erfiilli ist:

v v
(a) Es ist » = 1{mod2) und a*-b™ =d"-

: roE, v
(b) Bs ist v =0(mod2) und a"-b™ =&, Vd €Q,.
v Ll . L v

(c) Bs ist v = 4(mod?8) und @t = —2—2~d5, Vd e0Q,.

Hirssatz 10. Hs seien K., K, die Zerfillungskirper won. 2" —a,
2% —b iber O und P{a, n) = P{b, m). Dann unterscheiden sich die Kli?“p(37~
grade [ Q] und [K;:Q,,] hichsiens wm den Fakior 2.
Beweis. Wenn P(a,n) =P (b, m) ist, mul nach Hilfssatz 1 jeder
Automolphismus von K., der K,nK, invariant 148%, cine Nullstelle von
#" —b auf sich abbilden. Ein Automorphismus von K,, der eine Nullstelle
von ¥ —b und Q,, invariant 1386, mul die Tdentitdt sein. Die Identitis
igt also der einzige Automorphismus von K,, der K, nK, und @,, element-
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weise unbewegt 130t. Deshalb spanpen K, nE, und 0, den Xirper K,
auf, und enfsprechend K,nK, und Q, den Korper K;. Hieraus folgt

[E,:0,] = [(K:nE:(K,nE.nQ,)] = [(F,AKL): (KunQ,)],
[Ko: Q] = [(E:nE,):(E,nK.nQ,)] = [(K,nE):(K;nQ,)].
Es geniigt also
HEND,): Qa1 < 2,
[(HiNG): @rmi<2

nachzuwelsen. Dazu mull nur gezeigh werden, dal der grifte iiber Q

. abelsche Teilkdrper von K, (bzw. K;) iber Q,, {bzw. Q,) einen Korper-

grad <2 besitzt.
Es gei K ein Teilkorper von K, vom Grad == 3 iiber Q,,. Da K, iiher @,

_ m_
zykliseh ist, gilt fir eine Nullstelle ¥ von 2™ —b
o -

K = Qm(l’/b [LE;Kl)' .

Dann gibf es einen Antomorphismus e von K iiber O mit
m_ m m_
a( Vo IEeEly o flFiQnl. fp EeE]

der Q,, invariant lilt, und einen Automorphismus f§ von A {iber Q, wel-

cher

ki

. E[K:le

nicht auf sich abbildet. Fir die hmterema.ndergeb“halteten Automor—
phismen acf, fce i'olgt ‘

m__ m_

. as BB SR 2 g (1D Fe )
und damit die Beha,uptung.

Hrrrssarz 11, Bs sei K ein reeller Zahlkirper, p eine Primzakl, b e N,?i/f;_
reell. Ist #Ee‘K, so gilt

[K(szj’f;):}{] = p.

Beweis. Der Fall p = 2 ist trivial. Bs sei also p ungerade. Es geniigt
K (_:/3) & K 651,:) nachznweisen. Dé, K (11/’3; £,) als Zerfﬁllungskérpef von
a? — b iiber K (£,) zyklisch ist, folgt darans némlich [K(ﬁ'b‘, £ E(E)] =p
und damif die Behauptuﬁg. Wir nehmen K (lj}lT) g'.K (&) an. Dann ist
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K(f’g) iiber K abelsch. Die zu 11}1; iiber X konjugierten Elemente liegen
é,lso samflich in X (;"B_), andererseits sind sie als Nullstellen von =¥ —b
mit Ausnahme von ll}glm‘cht reell. Bs folgt also [K (;}5):1( 1 = 1 1im Wider-
spruch zu 11;5 ¢ K.

3. In diesem Absehnitt wird Satz 3 bewiesen. Es seien K, K, K5, K

die Zerfallungskorper der I'olynome

flz) = ot —a, g@) =a"=b, htz) =d"—ab', flz) gz} hiz)
iiber @, Q,, der r-te Krmsteﬂungakorper und
;;- — eﬂmlr

. -
Wenn nieht ausdriteklich anders betons, ist fir ¢ € Z mit Vie| stets die
positive reelle n-te Wurzel gemeint.

Zunichst wird angenommen, dal eszun e N, s e Z,beZ ein t ¢ Z mit
0< t< m, (f,n) =1 gibt derart, dad

Pla-b',n) =P{L,n)

gilt. Nach Hilfssatz 1 148t also jeder Automorphismus von K und damit
anch jeder von K eine Nullstelle von %{x) fest. Es sei a ein Automorphis-
mus von A, der eine Nullstelle von g(a) festlass, etwa

ﬂn l/]b!:

wobel k gerade ist, falls b > 0, sonst ungerads. Wie gera.de erwihnt 148t o
auch eine Nullste]le von hix) fest, etwa

n
S VIa-0Y
~wobei 1 gerade ist, falls a-b° > 0, sonst ungerade. Die Zahl 1%t ist also
gerade, falls ¢ > 0; sonst ungerade. Zusammen folgs, dal

n__
LYl

eine Nullstelle von f{z) ist, und o diese Nullstelle auf sich abbildet. Jeder
Auntomorphismus @ von K 158t mit einer Nullstelle von g(z) also auch
eine Nullstelle von f(z) fest. Entsprechend Kbt jeder Automorphismus
von K mit einer Nullstelle von f(2) auch eine von g(x) fest. Ist ¢’ nimlich
eine ganze Zahl mit 0 << ¢’ < », (', ») =1, - = L(modn), so folgt aus
P(a-b’, n) = P(1,n) die Gleichung P(af’-b,n) = P(1,n), denn mit einer
" Nullstelle

Egn";a/la'bti

icm
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von a"—ab’ liB% ein Auﬁomorphismus aunch die Nullstelle

S 1ﬁ 1" b

von &' — o - b fest. Tnsgesamt ergibt diey die Behaupiung P(a, n) = P(b, n).

Bs sel nun Pla, ) = P(b,n). Nach den Hilfssitzen 2, 3 und 4 folgh
K, =K,, und ey existiert ¢in te N, 0<t<n, (,n) =1 wit a =",
v € Q,, v ¢ . Gereigt werden mub nach Hilfssatz 1, daf jeder Automor-
phismus von K, eine Nuligtelle von h(x) festlaBt. Dies ist trivial, falls
veZ, da h(x) dann eine Nullstelle in Z begitzt, Wir diirfen uns also im
folgenden auf den Fall » ¢ Z heschrinken. Ist n = I{mod2}), so folgt
nach Hilfasatz 4 sofort » e £. Damib ist der Satz fiir ungerades n bereiba
nachgewiesen. Im folgenden werden drei Fille untersehieden.

{3) Bs sei n = 2k, kb ungerade. Aus der Annabme » ¢ Z wird ein

- ‘Widerspruch hergeleitet. Nach den Hilfssiitzen 4 und 5 ist »*|n, »* nngerade.

Weiter seien ¢, << ... << ¢, diejenigen Primteiler von »?, deren Quadrat
nicht Teiler vou »* ist. Dann gibt es nach Hilfssatz 6 einen Automorphis-
mus o von K (i) iiber @ mit folgenden Bigenschaften: st ¢ ein ungerader
Primteﬂer von m, 80 ist o nicht die Identitdt auf Q,. Weiter gilt a{;@)
= — ql, a(V_ql) ——}F— fir ¢ =2,...,8 und a{¢) =4 Offenbar folgt
a(v) = —». DaP(a, n) = P(b, n) angenommen. wurde, ist nach Hilfssatz 1
ein Widerspruch hcrgeleﬂact wenn gezeigh wird, dafl « eine Nullstelle von
genan einem der beiden Polynome f(a), g{) festlaﬁt Dies wird im fol-

' genden nachgewiesen.

Ts gelte a{&,,) = &7 also a(g,) = &', Nach Hilissatz 7 ist dann
{j, 2n) = 4. Offenbar gibt es zwei (nicht notwendig reelle) Nullstellen

Va, Vb von f(z), g() mit o, o,
Ve ¥y =
Gilt . .
a(]/a) = ‘:Eﬁ']/a':
so folgh wegen w(v) = —v '

2k 421 = n(mod2n).

a(Vb) = &V,

Genan eine der beiden Zahlen k, ! ist also gerade; d.h. es gilt genan eine
der Beziehungen
(G, ™, (3, mk.

Nach Hilfssatz 8 folgt die Behanptung.

(b) Bs sei n =2"k,m >1,% ungerade, ab<0, also etwa 40,
b > 0. Wir zeigen, daf dieser Fall nicht einfreten kann unabhingig davon,
ob » in Z liegt oder nicht. Wie in (a) gilb »*|n. Weiter el o ein Automor-
phismus von Ky(&,) mit a(é) = —4, a(l/ 2} = Y2 und der Eigenschaft,
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daf fir jeden ungeraden Primteiler g von = der Kreisteﬂuﬁgsk{irper_ o,
nicht elementweise fost bleibt, aber «(Vg) = Vg gilt. Unmittelbar folgt

1) alb) = i, i =Vial b

k23 ’
Dabei ist mit Via|-b* die positive reelle Wurzel gemeint. Es gelte weiter

a(fy,) = &7,
nach Hilfssatz 7 also

(2) a(&) = &7, (2),20) =2.
n___ "
Werden mit Vial, Vb die positiven reellen Wurzeln bezeichnet, und gilt
1w no_
a(b) = £V,

o(Vial) = £EVal,

- 8o ergibt sich mnach (1) _
E+ 1t = 0(modn),

und daraus nach {2), dad j--k gerade ist genau dann, wenn ! ungerade
n__. n_ '
ist. Da fiir die Nullstellen &,,Vl]a!, Vb von f(z), (o)

a(Ey VIah) = 8928, Vial, oVB) = £ 15

gilt, liefert dies zusammen mit (2) nach Hilfssatz 8, daB « eine Nullstelle

von genau einem der beiden Polynome f(z), g(z) festliBi. Das ist nach
Hilfssatz 1 ein Widerspruch zu P(a,n) = P(b, n).

(c) Es sei n = 2"k, m > 1, k ungerade, a-b > 0. Weiter gelte P(a, 0}
= P(b, n}. Dann gibt es nach Hilfssatz 3 eint e N mit 0 < t<< n, (¢, 1) = 1,
abt =yve0,. Bs gilt also

(3) | Q(Vab') = Q).
Wir setzen g
Q_qm-:—l(v,lb]) = K’
unt ze’gen zunéchst

(4) ' Q_(v) o K.
Nach Hilfssatz 11 ist :

am

(e (Vi Vlbm
und damit auch [K' ;/ Bl):E'] ungerade. Gilt (4) nieht, so folgh daraus

O & K’(V{b;. Da K’ 1/]b[ ) eine Nullstelle von ¢(z) enthalt, gibt es
emen Automorphismus o von K iiber @, der Q , invariant 1i8t und eine

=g

icm
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k)
Nullstelle von g(x), etwa 1'b, nicht jedoch » auf sich abbildet. Im folgenden
wird gezeigt, dal « keine Nullstelle von f(zr} auf sich abbilden kann.
Dies liefert nach Hilfssatz 1 einen Widersprueh zu P{a, n) = P{b, n)
und damit die Beziehung {(4).

w_
Fiir diejenige Nullstelle Va von f(#), fiir welche

91“_ n__
Vave =»
iS‘fS, gﬂt no_ n__ n__
_a(l/a) = —Va = ¥ Va.
‘Weiter gilt nach Hilfssatz 7

al£) = &7 mit  2myj.

Beides zusammen sichert nach Hilfgsatz 8, dall o keine Nullstelle von
f(x) festlassen kanm.

Der Korper Q{») ist nach (4) ein reeller guadratischer Teilkérper
von X'. Andererseits lassen sich alle reellen quadratischen Teilkdrper
von K’ angeben. Offenbar ist K’ als Zerfallungskorper von

L __pe

zykligch iiher dem 2™ '-ten Kreisteilungskorper. Daraus ergibt sich zusam-
men mit Hilfssatz 3, daf K’ nur die reellen quadratizchen Zahlkérper

Q2 1/|b!

mit geeignetem 1, 1 < 1 < m, enthalten kann. Ist m = 3 und Q{»
s0 ergibt sich nach Batz 1 die Behauptung. Es gelte also

#__
Q(I’*;bl) und, fally m = 3, Q(}/‘)
- Q(V2),

ol el
(5) 0(3) = Qb)) oder, falls m>3, Q(v) = Q(V2Vp|).

Nun werden zwel Fille unterschiedén. Zunichst sei | = m. Dann ergibt

sich aus (3) die Gleichung Q{]f ial) = Q oder, falls m = 3, Q(l/ al) = 0(V2)
und damit, da ¢ md b 0.B.d.A. vertauscht werden konnen, ebenfalls
die Behamptung.

Es sei nun I < m. Anstelle von ¢ wihlen wir dann

und setzen
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Das Vorzeichen wird dabei so gewihlf, dal 0 <, <C n. Die Wahl von ¢,

ist moglich, weil £, ebense wie ¢ zu # teilerfremd ist und anBerdem Q (»;)
< Q,. Die letzte Beziehung ergibt sich, da aus (5)

=3, 00,) = Q(¥2)

folgt. Das Letztere liefert gleichzeitiz nach Satz 1 die Gleichung P(a-b")
= P(1,n) und damit die Behauptung.

4. In diesem Abschnitt wird Satiz 4 bewiegen. Es sei

O{v,) = Q oder, falls m =

N 7 it

= = ed,d,-d
(n, m) (n,m) (n,m) 1

das kleinste gemeinsame Vielfache von # uwnd m, d, der gréBte Teiler von

{m, n}, der nur Primteiler von " ) enthélt, d, der gréBte Teiler von

(n, m), der nur Primteiler von enthélt, d, der grofte Teiler von

(n, m)
(n, m), der teilerfremd zu d;-d, ist. Offenbar sind d,,d,, d,; pasrweise
teilerfremd. Ym folgenden werden drei Fille getrennt behandelt.
{a) By sei o = 1(mod?2). Dann ist zu zeigen: Es ist Pla, n) = P(b, m)
genaun dann, wenn es Zahlen a,, b, aus Z gibt mit
g =af%, p=pMa

und Pla,, dg) = P(b,, dy).

Es gelte P{a,n) = P(h, m). Dann wird zunichst

®) - (K071 1y ds

bewiesen. Nach Hilfssatz 9 existieren ganze Zahlen ¢, d mit 0 < t< v,
(t, ) =1,

%

. ¥y 3
{7 a® b = d".
Ein Anfomorphismus des Zerfillungskérpers K von (2" -—uw)(@™—b)

n_ m,__
bildet die reellen Nullstellen Va, Vs von f(z),
Elemente der Form

. L B T
; £Va, &V

ab und wegen (7) auf Elemente der Form

glz) trivialerweise auf

. "o m_
i . g
E(_’n,m] ‘V@, E{n,m) ‘¥b.

Daraus ergibt sich [K,:Q,]|(n, m).

icm
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n__
Die zu Va iiber 0O, Eonjugierten Elemente haben die Form

b L
‘/;.E%Kfth] , 6=0,

oder in anderer Schreibweise

1., £:0,]-1

P PL.CRpY

(8) I/G‘En {n,m)* ,
{”9“’)
i

§=0,1,..., [E;:0,]—1.

Dabei gilt [K;:0,] = . Die bei (8) aufgetihrten Hlemente sind

auch die zu Va iiber Q konjugierten, denn es ist
n
Vet e ,,

nach Hilfssatz 4 ist a also -te Potenz einer Zahl aus 7.

k(%
[—Kf: Qn] .
Zum Nachweis von (6) muBl d;|2 bewiesen werden. Da
n-m
®(n, m)?
alle Primteiler von 2 enthilt, und deshalb v za
% -m
(n, m)?

teilerfremd ist, gibt es einen Automorphismus y von K iiber @ mit

dyA- +1

2
nm m

N m "13"&' 3+—
y(fgb,‘m)) - E’ﬂ . (n,m)°  (n,m)

und Wégen (8) auBerdem. mit

(9) . R ot Y.
Giit

(10) y(&) = &,

so folgh o '

' _ m . Cnem

(11) C‘W)“ = d3'}»' W)—S (mﬁd'u).

. n.__

Der Auwtomorphismus y 1iBt die Nullstelle &,-Va von f(z) fest, wegen
Pla,n) = P(b, m) nach Hilfssatz 1 algo ameh eine Nullstelle von g(=),
etwa ' ‘ '

5 (nm) ]/b

T — Acta Arithmefica XXXTIT.4



390 V. Schulze

Wegen (7) und (9) gilt

X nng m_
'y(]/b Ffs LS OF
Hieraus ergibt aieh Fusammen mit (10)
n ; nem: L
' . i = —1dy b o——— (mod o).
) Ty T TS Gy )

Die Kongruenzen (11) und (12) werden nun a.usgewertet Aus {11} folgt:

“Ale. '
(n, m)

Falls d,1 1, ist dies ein Widerspruch zu (12), da

( n .d n)(td'nmz- w o
) O AT e T )
Damit ist (6) bewiesen. .

Da f{z) und g(z) vertansecht werden kinnen, gilt entsprechend (6)
die Beziehung [K,:Q,.]|dsd;, nach Hilfssatz 10 also [K:Q,]]dy,
[K,:Q,]d;. Aus dieser Beziehung ergibt sich nun, dal es Zahlen ay, by
aus Z gibt mit _

a=aih, b=,

————-te Potenz einer Zahl aus Z.
[‘Kf : Qn]
- Entsprechend gilt dies fitr b, Weiter folgh auns (7)

denn ¢ ist wie bereits erwihnt
: dy
@b, =d”,

woraus nach Satz 2 die Beme]:nmg Play, dy) =
Es gelte nun umgekehrt

P(by, dy) folgt.

_ id i
6 =a™, b =0b""s

und P(a,, d;) = P(b;, d;). Dann existieren nach Satz 2 ganze Zahlen
t,d mit 0 t<<dg, (£, dy)y =1 und - -

(13) , ab by == 45

Es Wn-rl gezeigh, dal ein Aufomorphismus des Zerfa]lungskorpers yon ..

(#* —a) (™ —b), der eine Nullstelle von z* —a, ebwa

6. om_
£, {n,my -I/a

iom

Polenzreste 3ol
auf sich abbildet, auch eine Nullstelle von #™—b festliBt. Da £*— a4 und
#™—b vertauscht werden konuen, ergibt sich hieraus die Behaubtung

#_.
Pla,n) = P(h, m) nach Hilfssatz 1. Sind die Bilder von Va, &,

i d ,
51: v (ﬂ’m)2 ]’/a’ (_.:_—é—.—c,
so folgt
b/ ‘ n-m
68~ =Ad -d,.-———————
(n, m) v G e 000

Wegen (13) ist za zeigen, daB ein z € Z exigtiert mit

LSS I A

. T d
peo (o) ———-—(ﬂ, my (mo 'v)_.

Da aufgrund der ersten Kongruénz (¢, ©) und damit such (c- n
Teiler von (

Pl Ty
ist, folgt die Existenz eines solchen g.

(b Bs sel % = 2%n',m =25-m’, n' und m' ungerade, a = f§ = 1.
Zunichst wird der Fall > 0,5>0 betra.ehtet; Wie im Teil (a) des Bewei-
ses geben wir zuerst von P(a;n) = P(b, m) aus und zeigen: Es existieren
Zahlen a, b, aus Z mit '

(14) - a — a}'®,

md P(ay, dy) = P (b1, d;). Das Bewelsschema #hnelt dem in (a). Angtelle
von (7) gilt nach Hilfssatz 9

b = pids

(15) | & =& mit VA eQ,.
Wie bei (a) ergibt sich '
[E,:0.] _mm o aew.

Nach Hilfsgatz 4 besitzt « die Darstellung

a;6Z, I/w_g-e Q..

Dabei ist der Txponent ganz oder a, das Quadrat einer ganzen Zahl. -
Da eme entsprechende Augsage fiir b gilt, genugt es zum Nachweis von (14)

8) | (K001, [K;:Qp1id

n
a = o25F9l it
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zu beweisen. Es sel y ein Aufomorphismus des Zerfallungskérpers von
(2" — a)(z™ — b) mib . :
.._..’.’.n_.._. s _._._n'mﬂ 5 _m
y(éigw,m)) - 37 )3 ('n,m)r

der den Korper

Q -
da-
3 (n,m.)2
invariant 158t. Da
(17) 10::@,  um ] ungerade
(n,my?

ist, bleibt auch Q (Va,) invariant. Hierans folgt, dab » so gewihlt werden
kann, daf anBerdem ‘

o
B-m-

e

n .
yWa) =& "V,

Gilt y{&,) = &', s0 folgt entsprechend (11)

c. w : - m2 d
= g A ———— (m .
o) O Ty e O

- Wegen (15) und (17) gilt »(¥d) = ¥d. Der Aubomorphismus y 148t die
R__ ) . .
Nullstelle &, Va won «" —a fest und damit anch eine Nullstelle von 2™ — b,
. .
etwa &, - l/b_. Entsprechend (12) erhilt man die Kongruenz

[} ) TP 2
= —tdy A —— (mod ).

(m, m)®

Die Auswertung der beiden Kongruenzen liefers [K,:Q,]|d;d,. Analog
laft sich [K,:Q,]]d,d; herleiten. Zusammen mit Hilfssatz 10 folgt ins-
gezamb (16). - ,

Es bleibt P(,, ds) = P{by, dy), oder P(a, n) = P(ay, dy) und P (b, m)
= P(by, dy) 7 beweisen. Nachgewiesen wird die zweite dieser Gleichungen,

die dritte folgt dann entsprechend. Nach Hilfssatz 1 genfigh 68 zu zeigen: .

-Ein Automorphismus des Zerfillangskorpers von a®—g 148t imit einer
o
Nullstelle £+ Vg von " —a auch eine von 2 a, fest. Wogen (14) besitzt

n
das Bild von Va die Darstellung
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Wird £, auf £+° abgebildet, so folgt

Hc = —A-ﬁu(modn)'. '
dy

R . . . dy '
Der Automorphismus 14834 eine Nullstelle von #°-—a, genan dann fest,
wenn eg ein

n
" = 0 |mod —
# (m d)

3

gibt, welehes die obige Kongruenz lost. Bin solches x existiert jedoeh, da

%
-d—‘, ds =1.
3

Es gelte nnn umgekehrt (14) und P(a,, d5) = P(b,, d3). Wie gerade bewie-
gen wurde, folgt Pla, n) = Pla,, ds) und entprechend P(b, m) = P(b,, ds},

inggesarnt also Pla, n) = P{b, m).

Wir Dbetrachten nen den Fall ¢ = §2 1 unter der Vorsusseizung
ab <2 0, also etwa a << ¢, & > 0. Dann kann o3 nach Satz 2 aus Vorzeichen-
griinden kein a,,b, aus Z geben derart, daB (14) gilt und P(a,, ds)
= P(b,,d;). Es genifigt daher zn zeigen, dafi aunch P{a,n) = P(b,m) .
unter diesen Voraussetzungen nicht gelten kann: Es- existiert ein Autbo-
morphismus von :

‘n

J— mo__
0., (Vlal, '/b):

welcher die reellen Wurzeln ¥laf, Vb auf sich abbildet, nicht jedoch i.

m__
Dann wird die Nullstelle Vb von 2™ —b auf sich abgebildeti, aber keine
Nullstelle von «* — a, denn diese haben die Form

n____
% Vl0al, u nngerade.

B kann ndmlich &, nicht suf sich abgebildet werden, weil nach Hilfssatz 7
das Bild von &, die Form £;° mit 44 ¢ hat. '

Ts gelte nun a = f>1 wnd a< 0, b< 0. Zundchst wird P(a,n)
= P(b, m) angenommen und. gezeigh: Bs gibt Zahlen a,, b, aug Z de.ra.rt,_
daB (14) gilt und P(a,, ds) = P (b, d;). Nach Hilfssatz 9 gibt es ein de Z

derart, daB (15) gilt. BEin Automorphismus von

il

0,,(Vial, V1)
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n m__ .
bildet die reellen Nullgtellen i"’]ai, Vbi auf Elemente der Form & -V @l

m— .
.Y |b}, und damit wegen (15) sogar auf Elemente der Form
, '"‘,——- . M .
‘ﬂn,m) ¥ !a‘i’ 'Efn,m} ' I'/Ebl
ab. Darans ergibt sich fiiv die Zerfallungskérper K, K, von " — a, &b

(K Q)i On]] (2,1 [(Eyy Qun): Qo] (5 ).

Dariiber hinaus wird gezeigh

(K, Qum): O]l ds.

(18) [(Kﬂ an): an] iy,
Eg ge}te
[(Kyy Oyy): Q2] = (—%’A_ﬂzl

n___om_. )
Weiter sei ¢ ein Automorphismus von Q,,(V|al, V1b]) mit

. _m 0o 2 nem? L™
u (e = 52‘:3 tn,mp  CLm)
der den Karper
Q 1nem

invariant 138t. Da Q,, iiber diesem Korper einen ungeraden Grad besitzt,
kann p ghnlich wie im Fall @ > 0, b > 0 dariiber hinaus.s0 gewihlt werden,
daf . .

2
3 —3dy-2.

(19) pVial) = &, &G

n .

Die Nullstelle Egn-l/ﬁ von z*—a wird also auf sich abgebildet. Gilt

.'y(EM) - éi—)H:?
50 folgh

m 7 m2
=i, — R
a , my (mod 2v)

Mit; siner Nullstelle von 4" — o 1486 y nach Hilfssatz 1 auch eine Null-
stelle von #™—b fest, etwa

" ; m

— “ a
i) "Vipl,  p ungerade.

icm
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Wie im. Fall o > 0, b > 0 bildet ¢ die Zahl Vi aus (15) auf sich ab. Wegen
(15} und (19) gilt deshalb

x
nme

n__ {2dy- 2.

AUDIEE R T
Zusammen folgt
n %-md
. ) H E.~tod3-l- (. ) (mod2w).

Bine Auswertung der beiden Kongruenzen liefert

}:(Kf, Q,.): Q2,114,4d,.
Entsprechend 1laft sich

{(Hy, sz) : _Q?.m] |dad;

herleiten. Zusammen mit Hilfssatz 10 exgibt sich (1.8).

Fir die Zerfillungskorper Ky, K, der Polynome a"—la], a™—b|
gilt [Ky: Q,1in, [K,: @, m. Zusammen mit (18) folgh daraus [K;: 0,]|ds,
[K,: Q,1id,, woraus sich (14) ergibt wie im Fall a >0, b > 0. Weiter
folgt Pla,n) = Pla,, ds;) und entsprechend F(b,m) = P(by,dy), damit
also die zu beweisende Gleichung P(a,, d;) = P(b,, d,}. Dies laft sich
folgendermafen eingehen. Jede Nullstelle von # ° —a, ist auch Nullstelle

E——

von 2" — a. Bin Automorphismus, der &,, auf £1° abbildet und V|a| wegen -
(14) auf ein Blement der Form
' . . 2 n n

o —
&, 3 1/‘0’] s
laft eine Nullstelle von o"--a fest genau dann, wenn e3 eine ungerade
Zahl p gibt mit

"2
uo = Pl (mod2n).
ds '
Mit u existiert aber anch eine ungerade Zahl
= 0moa 2 )
= e -
I . dy ’

welche die obige Kongruenz lost. Der futomorphismus it also mib
einer Nullgtellé von #” — a anch eine von # ° —a, fest. Gilt nun umg&kem
(14) 1nd P(a,, dg) = P(b,, ds), so folgt P(a, n) = P(b, m), dies wurde ja

gemde mithewiesen. Damit ist der Fall a« = § erledigt.

(e) Es sei non # = 2%-n', m = 27-m', »’ und m' ungerade nnd a < f.
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Weiter seien K, K, die Zerfillungskérper von " —a, & —b, Zundchst
wird der Fall ¢ <¢ 0,b > 0, ¢ > 0 betrachiet. Wieim Fall ¢-b << 0, a= > 0
kann nicht P{a,n) = P(b, m) gelten, denn ein Autorhorphismus von

(Hy, K;), welcher die reellen. Wurzeln ¥ ial, }/b, nicht Jedoch i auf

ﬂL

abbildet, 148t die Nullstelle Vb von a™ —b, aber keine Nullstelle von 2" —a
test. Entsprechend folgt aus ¢ >0, b << 0, a> 0, dafl Pla,n} = P(b, m}
ist. Im Fall « = 0 gilt offenbar P{u, n) = P(a*, 2n).

Wir hetrachten nun den Fall @ > 0, b > 0, 1 < a < f. Es sei zunichst
Pla,n) = P(b, m). Nach Hilssatz ¢ gibt es natiirliche Zahlent, d,0< t < v,
{f,7) = 1 mit _ -

Y X b —
{20) a* b =&, VdeQ,.
Wie in den Fillen (a) und (b) folgt, daf [K,: Q,] und [K,: Q,] Teiler
von (n, m) sind. Es gelte
' (1, m)
[Kfl Qﬂ} = ‘—i—*‘.
. 1

Nach Hilfssatz 4 besitzt o die Darstellung

Jl

l{-ﬂ_f in

. | i
a4 = mit ‘ayeZ,Va, Q.

Es sel y, ein Automorphismus von (K, K,) mit

2
m sag, g JUEE., M

. yl('f(cn’m)) — g, 3 -ym-f—m’
der den Karper

Qi‘ad . b1
(n n)2

invariant a3t Da Q, iiber diesem Korper eiren - ungera.den Grad besitzt,

wird I/Z auf-sich abgebildet. Hieraus folgt, daB yl 80 gcw.«,uhlt werden
kann, dat

20y 2y ”23
l/ﬁ =g, (n m) }/a’
@ilt (&) = &%, so folgt
m e m2
G- - = 2% . ¢ e odo).
(7'&, m) '1 3 (’Hr, m)s (mo 'D)

Mit der Nullstelle £,-Va von #” —a 1Bt y; aueh eine Nullstelle von #™ —&

icm

-

Potenzreste 307

m_ - J— —
fest, etwa £, -1'h. Da ebenso wie Va, auch Vd auf sich abgebildet wird,
folgt nach (20)

X Conemt
— g = — 2% 0 dy ——— (med v),

-
(1, m) ® (w, mP

~ Aus ‘den beiden Kongruenzen ergibt sich 4, 4,, also

(21) . [Kf: 0, 11dyds.
TWir beweisen nun - '
(22) [K,: OQ]lds 4,

Die vomngewanfrenen Betrachtungen lagsen sich hier nicht ohne weiteres
fibertragen, da a # § ish. Es gelte

(n, m)
Ay

[Kg: Qm] =

Dann hat b die Darstellung

e

b= pFe@a  mit  byeZ,Vbe0,.

Wir nebmen zundchst an, dal es einen ‘Auntomorphismug p, von (£, K}
gibt mit

3
b ki

" R IS .
(23) yg(rfgl‘m)) — 5: = («n,m)s"'(n.,m),
der den Kﬁrper
0. =0 (a2 o) invariant
(24) * O )

1486 und Vg, ¥ ’d auf sich abbildet. Wir werden glemh sehen, da.B ain sol-

- ¢her Automorphismus immer existiers. Dann kann y, 80 gewahlt werden,

daj
e _ —!‘I tdat ” i
V) =& e,
Gilt '
72(515) = §;+c1}
50 folgﬁ

n = W

Oyt ——— =
Yoy m)

m_ " '
Mit der Nullstelle £, Vb von & —b it y, auch eine Nullstelle von " —a
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fest, etwa .Ei;-}/;. Ans (20) folgt

a

703 HE N
= Aty ———— (modv).
et 2 T ) ( )

c —_—
t(nym)
Die Auswertung der beiden Kongruenzen liefert (22).
Zum Beweis von (22) muf} noch die Existenz eines Antomorphismus y,
mit den oben genannten Eigenschaften nachgewiesen werden. Im Fall

oder 274,

o ¥ e

% (7, )
ist dies frivial, da dann nach Hilssatz 5 der Kdrper @, genau dieselben
quadratischen Teilkérper wie @, enthilt, also such Vb, und Vd. Existiert
kein Automorphismus mit den Eigenschaften (23) und (24}, welcher Vb, Vd
auf sich abbildet, so gibt es einen Automorphismng y, mit

2
7 DY N5 L
fn,m) = (n,my® {(,)
7’3('5(;1 m)) — Ey (n,my ,
welcher

(},,. invariant

%8t und V 5;, ¥d aul sich abbildet. Dann lagsen sich die beiden obigen
Kongruenzen entsprechend herleiten mit der BEimnschrinkang, daf auf
den rechten Seiten der Faktor 2 hinzugefiigf werden muB. Eine Auswer-

T . dy .
tung dieser heiden Kongruenzen licfert 7)2— i, tnd damit

ey

m

af-115 . -,
A (n,m) -

Nach dem zu Anfang erledigiem Fall ist die Existenz von y,

fiir # > 3 damit nachgewiesen. Ebenfalls folgt (22} nach Definition von i,,
falls [K,: @, ] ungerade ist. Aulerdem ergibt sich nach Hilfssatz 5,
dal jeder gquadratische Teilkérper von Q,, also auch l-"’a‘.g, in @, enthalien
ist. Die Zahl I/Ez bleibt also bei Anwendung eines Aufomorphismus mit
den Higenschaften (23) und (24) fest, wegen (20) werden dann ¥b,, Vd
centweder beide auf sich oder beide nichf auf sich abgebildet. Wir sind
also gicher fertig, falls ' '

Q,(Vhy) == Q,,

ist. Anderenfalls karn ein Automorphismms mit den Bigenschaften (23)
und (24) die Zahl Vb, nicht anf sich abbilden, also anch keine Nullstelle

icm

Potenzreste ‘ 399

(n,m)

von " —b, da das Bild der -ten Potenz einer Nullstelle offenbar

2
durch Multiplikation mit —1 entsbteht. Tgb

n__
0., € O, (Va),
80 gibt es anderergeits einen Aubomorphismus mit den Figenschaften (23)

und (24), welcher die Nullstelle }7:’4_1,_ von " — o anf gich abbildet. Die Jetate
Bewiehung it sicher erfiillt, falls [K,: @,] ungerade ist. In diesem Fall
sind wir also fertig. Es sei mun [K,: Q,] = 2(mod4). Wie bereity festge-
stellt wurde kann 5 :
[Kg: 0.7 gerade, also Vb, ¢ 0,
und,
[Ey:2,.]

n -
2
Ve

€Q,,, alo [K;Q,] ungerade

angenommen werden. Dann gibt es einen Automorphismus, der @, in-
n__ : 4
variant 1a6t, die Nullstelle Va von " - a auf sich abbildet, nicht jedoch Vb,

wnd damit auch nicht ¥3, alse keine Nullstelle von 2™ —b. Da wir ums
nach den bisheripen Betrachtungen anf §< 3, also o< 2 beschrinken
kinnen, bleibt nur noch der ¥all [K;: @,] = 0{mod4) zn betrachten.

o - .
Dann gibt es einen Automorphismus, der Va anf i+ Va abbildet nnd keinen
von Q verschiedenen Kreisteilungskorper invariant 1ift. Nach Hilfssatz 7
148t dieser Automorphismus keine Nullstelle von o™ —a fest, nach (20}
jedoch eine von o™—b. Dies ist ein Widerspruch za P(a, n} = P(b, m).
Damit ist (22) bewiesen. .

Da sich die Korpergrade [K;: Q.1 vnd [K,: Q,,] nach Hilfssatz 10
hochstens um den Faktor 2 unterscheiden, ergibt sich aus (21) und {22)
Ky Qulidss Ky 9,112,

Nach Hilfssatz 4 gibt es ein by e N mit

(25) b = B,

Tntsprechend gibt es ein o, € N mit

(26) 6 = a3,

‘Dies ist Klar, falls [Ky: Q,]]d, ist. Anderenfalls gﬂt nach Hilfssatz 10

- [Ey: 0,1 = 2[Ky: Qul-

“
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Da I, iiber Q, zykliseh isf, gibf es genau einen Teillkérper von K, vom
Grad 2 iiber Q,, nimlich '

(K0

on(% .

Dem Beweis von Hilfssatz 10 ist zu entnehmen, daf dieser in Q,, enthalten
sein muB. Nach Hilfssatz 4 gibt es ein @, e NV mib

LI
0 = ;K]
Dann ist
72 |
Ya & = aﬁ"“e O

Daravs folgh nach Hilfssatz 4, dafl @, das Quadrat einer natiirlichen Zaht
ist. Damit ist (26) bewicsen. Die weiteren Betrachtungen werden nun in

verschiedene Fille sufgeteilt. Benutzt wérden da.bel die Beziehungen

(20}, (25), (26).
Smd @y und b, Quadratzahlen, 5o ist die Zahl 4 ais (20) das Quadrat
einer ganzen Zahl. Bin Automorphismus y des Zerfillungskoérpers von

. -
(@" —a)(z™ ~b) bildet dann 1o auf ein Element der Form

—dedy- dar

&, (. ’“)2 l/m

ah. Gilt p(&,) = £, so bleibt eine Nullsteﬂe von z" —a fegt genau dann,
wenn es ein ¢ gibt mit

27 3o nom - (modw),

=l ——
T, m)

"~ und eine Nullstelle von ™ —b nach (20) genau dan.ﬂ, Wwenn. es ein u gibt
mit

"

= ““t'ﬂ.‘dl'do'

“ T, my T

(mod ).

Beides ist gleichwertig, namlich genan dann der Fall, wenn (¢, d,)| 4 ist.

Ist a, Quadratzahl, nicht jedoch &,, so ist die Zahl d aus (20) nicht
das Quadrat einer ganzen Zahl. Wir iibernehmen die Bezeichnungen vom
obigen Fall. Dann 1486 y eine Nullstelle von o™—a wieder genau dann
fest, *wenn o8 ein § mit der Eigenschaft (27) gibt, und eine Nullstelle von

icm

Potenzreste 4601

‘”L

—b nach (20) genaw dann, wenn es ein g gibt mit

4 oM
ter = — e ded, dy — mode
B e, my YR, m)? ( )
bzw. '
% 7 1m ¥
A = —f-Aedy oy + — (mode
B, m) AT T T2 ( iF

je nach dem ob Vd durch y auf sich abgebildet wird oder nicht. Mit u
axistiert immer auch ein 6 mit der entsprechenden Kongruenzeigenschaft.
Umgekehrt gibt es mit 6 auch ein 4 genau dann, wenn es keinen Antomor-
phismus ¥ gibt mit 2°|e, der eine Nullstelle von 2" —a auf sich abbildet,

nicht jedtoch 1d. Die Bedingung 2°ic ist gleichwertig damit, dal y den
Kirper Q,; invariant 1484, Da @, nach Annshme Quadratzabl ist, mub
nach Hﬂfssat_z 11 .

2dy
[0 ( Vay): ]

und damit anch
2y

[Q,( Var): Q0]
ungerade sein, Der Korper B
adg
Qaﬁ ( ‘/al) .
enthalt also nach Hilfssatz 5 hichst ens einen reellen quadratischen Zahl-
Lorpel und zwar den Korper Q(V 2) gena,u dann, wenn ff 3z 3 ist, anderer-

— & Hlemus folgt, daB
= Q(V2) und f>

seits en’uhalt er jedoch die Nullstelle ]’ a von o
mit § anch ein u existiert genau dann, wenn O(V’ @)

(ist. Nach Hilissatz 1 liefert dieg die Behcmptunw von Satz 4 fir den be—

trachteten Fall.
Wir nehnmn nun an, daf ¢, nicht Quadratzahl 13’0 Em Automorphis-

]L

mus bildet dann }"a auf ein Blement der Form

—Adydyt w1 _

&, (n,my* * Ya

ab. Dabei ist A gerade genaun dann, wenn Va, auf sich a;bgebﬂdet wird.
Ist das Bild von &, wieder &7, s0 ble;bt eine Nullstelle von #® —a genan
dann fest, wenn es ein 6 gibt mit

' m nem 1

Srpe e = Al
0w, m) v

™ m)2 (mod'u},
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und eine Nullstelle von ™ — b genau dann, wenn es ein u gibt mit

T nomo 1
- = —f-hdy -y ——— (mode
¢ (n, m) P n, m)? 2( )_
hzw.
A LR 1 L7
T = —t-Ady-dy- v — 4 —(modw
B m) vl 5 Ty (med),

Jje nach dem ob VIE auf sich abgebildet wird oder nicht. Bs existiert ein u,
aber kein & genau dann, wenn 2°|¢, 1 ungerade ist, und eine Nullgtelle
~von #™--b fest bleibt. Binen Auntomerphismms mif diesen Eigenschaften

2ibt es genau dann nicht, wenn Q(I/E) S Oye, nach Hilfssatz b alsoa > 3
und Q(I/al) = Q{V2) ist. Dies 148t sich folgendermaBen einsehen. Ist
0 (Va,) & Qye, 50 gibt es einen Auntomorphismus, der den Korper

d3__
Qe (]/al) _
invariant 18t, nicht jedooh © (Va,), Qu, denn nach Hilfssatz 11 ist
. Cdy
[Que(Var): Ose]
ungerade. Fiir diesen Automorphismus gilt 2%e, 1 = d, ungerade. Da

"2°f ¢ und wegen (20) die Zahl Vb aut V5 oder —T% abgebildet wird, bleibt
nach Hilfszatz 8 auBerdem eine Nullstelle von ™ — b fest.

Bs existiert ein §, aber kein y genau dann, wenn 27 |¢, 1 gerade ist, V d

auf —Vd abgebildet wird und eine Nullstelle von #"—a auf sich abge-

bildet wird. Einen Auntomorphismus mit diesen Eigenschaften gib# es

— — o
Zenan dann _nicht, wenn Q(Vd) < Qgp(l/al), denn Qzﬂ(i/a:) enthilt eine

Nullstelle von 4" — a, aber nicht mehr qu‘a.dramiéche Teilkdrper als szz(Va,;). E

TInsgesamt ergibt sich, daB P{a,n) = P(b, n) in diesem Fall gleichwertig
ist mit a3, Q(Vd) = Q(Va) = Q(V2).
Hs bleibt der Fall 1 L ¢ < §, a << 0, b < 0 zu untersnchen. Aug § > 2
folgt nach Milfssatz 9 durch Vorzeichemiiberlegungen P{a, n) = Pb, m)
Wir kénnen also von e =1, f = 2 ausgehen. By gelfe zunfchst Pla,n)
= P(b, m). Vorzeichenbetrachfungen liefern nach Hilfssatz 9; dall cs
ganze Fahlen £, d mit 0 < 1 <0, (£, v) = 1 gibt derart, dag
U, o v B
o Pt = — 9%

3 b o

Lk

#, Vaeg,.

Hierans ergibt sich sofort, dad
!b i”]m
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und damit auch b} Quadrat einer Zahl aus Z ist. Wir zeigen dariiber hinaus,
daf dies auch fiir |¢] gilt. Zum indirekten Beweis wird angenomimen, dal |a]
nicht Quadratzahl ist. Dann gibt es nach Hilfss tz 11 einen Autormor-
phismus y, von (K, ,,) mit :

alz njz

n@) = —i, e = —Viai, p(/a) =Vl

Die Nullstelle i-Vja] von o"— a wird also auf sich abgebildet. Nach Hilfs-
satz 1 ergibt sich hieraus ein Widerspruch, da ein Automorphismus ys
von (K, Q) mit p,{i) == —1i keine Nullstelle
-
Eh¥ebl, i =1{med2)

wvon 2™ —Db auf sich abbilden kann. Dies ergibt sich folgendermafen:
Ist
yﬂ('f:’m) = 5‘;;‘1‘::

50 gilt nach Hilfssatz 7 die Kongruenz
¢ = 2(mod4).

. ’ mo___
Da |b] Quadratzahl ist, hat das Bild von V|b| andererseits die Form

s (VD) = EV bl

Fs gentigh nun zu zeigen: Wenn |a| Quadrab einer Zahl aus Z ist,
a< 0, n = 2(mod4), so gilt
Pla,n) = P(—2"a2, 2n}.

Es sei y, ein Antomorphismus von

Q4 (Via])
mit _
'}’3(5411) = 1:c~

. n____
Da |o| Quadratzabl ist, hat das Bild von Via! die Form

k3

[ ) .
. ys(Vlal) = &53-Vial.
Die Nullgtellen von 2™ — a bzw. £°* -+ 2%¢? gind

fn
gsVial, j, =2(modd),

hzw. n_
s VialV2, §; =1{mod2).
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Ist o = 9(mod4), 50 LBt y, offenbar keine Nullstelle von »"—a oder
#n9ng2 fest. Tsb ¢ = 0{mod8), so gilt y,(V2) = V2, und y, 186t eine
Nullstelle von & —a bzw. &™ 3-2%a* genan dann fest, wenn es ein j, =2
(modd) gibt mit

¢, = —&fy(moddn),
bzw. ein j; = 1(med?2) mit

e-ds = — Bj;(moddn).
Beidgﬁ ist genan dann der Fall, wenn {e, 4n}|8&]f;. Ist ¢ = 4(mod8) so gilt
va(V2) = —¥3. Damn 1Bt y, cine Nullstelle von x" — o fost genan dann,
wenn es ein 7, = 2{mod4) gibt mit W

¢f, = —8j;(moddn),

also genaun dann, wenn
' (e, 4n) 18],

" Fine Nullstelle von #*" + 2%¢® hleibt genan dann fest, wenn es ein ji. =1
{mod2) gibt mif '

0j; = —8j,+ 2n(mod4n),

also gensu dann,. wenn
{e, 4n)}( —8fs+ 2n).

Beide Teilerbedingungen sind gleichwertig. Nach Hilfssatz 1 ergibt sich
also die Behauptung. Damit ist Satz 1 hewiesen.
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An explicit bound for Iwasawa’s A-invariant

by

Bruch FERRERO (Cambridge, Mass.)

Tor each finite cxtension k of the field Q of rational numbers, and for
each prime number p, Iwasawa has defined a non-negative mteger Aplk) (see
[4] for a description of the meaning of this invariant). We will give an
explicit bound for 1, (%), for all p, when & is one of the fen imaginary
quadratic fields described below. The method used is & refinement of a tech-
nique of Metséinkyld [5]. '

Trrorewm. Lel kb = Q(l/:»_d) be the imaginary quadratic field of dis-

eriminant — d, where d < 20, d = 24, or d = 40. Then for each prime number

p, we have L, (k) < p*EHE .

Proof M p<7 and p<d, if p =4 =11, or if p = d = 19, then
the wvalidity of the theorem may be checked by caloulating the exaet
value of A,(k) (usually O or 1) by the formulas of [2] We will therefore
assume that p +d and that p is greater than the minimum of 4 and 7.

Let Z, and O, denote respectively the ring of p-adie integers and
field of p-adic numbers. Lot y be the Dirichlet character for &; then y
has condnctor d, js defined on the rational infegers Z, and assumes the
values—1, 0, and 1. Let w: Z—Z, be the Dirichlet character of conductor p
which satisfies the congruence o{a) = a{modp), for all & e Z. Let L,(s; 1)
be the p-adic L-function for the character yo (see [3] for the delinition).
Then L,(s; yo) is defined for s € Z, and takes values in Z, for sueh‘ 5.
The main step in the proof consists in showing that if » is a nonnegative
integer such that 4,(k) = o, then Ly (s; qo) is divisible by p"*, for all
seZ,. '

Tational number h(h, c) by

a-1
nb, €) = (—wf2d) ), jxb+4).

Then the following properties are easily verified:
) Bib, 0) = y()h(t, 1), it b’ e Z and b =Db'e(modd);

Lot w be the number of roots of 1in k. Define, for any b,ceZ,

s g e e



