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Positive inverse Einheiien in komplexen kubischen
Zahlkorpern

von

Rawwer GUTING (Frankfurt am Main)

Herrn Professor Dr. Th. Schneider sum 84, Geburisiag gewidmet

1. Einleitung. Bs sei 6 die reelle Nullstelle des Polynoms
gir) = ago® 4 a2+ a0 - dy
mit ganzrationalen Koeffizienten, a, > 1 und mit negativer Diskriminanto
D,. Wir betrachten positive inverse Binheiten 5 im Kérper K = @(0)
(Q ist der Korper der rationalen Zahlen), das sind Einheiten 5 mit » > 1.
Jede ganze Zahl g von K 148t sich bekanntlich in der Form

bof*+b16+0;
@) . — g

darstellen, Dabei sei d die kleinste natiirliche Zahl, die diese Darstellung
gowahrleistet. Ist K ein reiner kubischer Zahlkérper und § eine posifive
inverse Rinheit von X, so sind die drei Koeffizienten b; in der Darstel-
lnng (1) positiv (vgl. [4], 8. 345). In dieser Arbeit sollen fiir geniigend
groBie Einheiten von K — und allgemeiner fiir alle geniigend grolen
ganzen Elemente von K mit fester Norm M — genauere Bezichungen
swischen den Koeffizienten angegeben werden. Dazu dienen die Sétze 1
und 2. Sie liefern fiir diese Elemente 8 von K die vollstindige Darstellung
(1), falls nur entweder b, oder die Dezimalbruchentwicklung von £ mit
einigen Stellen nach dem Komms bekannt ist. Daraus ergeben sich noch
zwel weitere Anwendungen.

Frstens 148t sich ein praktisches Verfahren angeben, das in relativ
wenigen Sehriften zu einer Grundeinheit des Korpers K fithrt, falls nur
irgendeine beliebige Einheit von K vorliegt. Die Methoden zur Berech-
nung von Einheiten in komplexen kubischen Zahlkdrpern zerfallen ja in
zwei Klagsen. Die erste Klasse besteht aus Verfahren, die direkt zu Grund--
einheiten fithren. Die Rechnungen sind dann aber meist awfwendig.
Dazu gehoren die Algorithmen von G. F. Voronoi [10] und von K. K.
Bilevieh [2] (man vergleiche dazn die Bemerkungen von L. Bernstein
in [1], 8. 8). Die zwelte Klasse besteht aus Verfahren, die oft schneller-

d|a;Dy, b; ganzrational
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zn Binheiten fithren, aber die Frage offen lassen, ob es s%ch um Grundein-
heiten handelt. Das gilt fiir die Algorithmen von Jacobi-Perron (vgl [1]
und die dort angegebene Literatur), von G. Sze].ier.es [97 l.lnd. yom V_rar-
fagser [51-[7] M. Sved [8] stellte fest, dal es bis jetet ke]_.u al.lgememes
Kriterium gibt, wm zu eutscheiden, ob eine gegebene Einheit von K
Grndeinheit igh oder michb. o

Als zweite Anwendung der Sétze 1 und 2 erhalten wir simultane
rationale Approximationen fiir die Elemente

| -a. f8+a . auﬁa-{-al@-{—az.
31 .= i} a und ﬁ«z = *_'““‘_——_"—ao

Fiir ﬁedes Paar y;, y, recller Zahlen ist zwar die Existenz unendlich vieler
Idsungen der Ungleiehung

(2) g*max lgygll < §

in positiven ganzen Zahlen ¢ gesichert — ‘dabei Pedeutet [y fiir die reell.e
Zahl ¢ den Abstand zur nichsten _ga.nzra.tmnalen. Zabl — aber der Bewefs
isti nicht konstruktiv ([3], 5. 14). Es ist daher mtere.bssant, dall man mit
Hilfe der Potenzen der Grundeinheit von K fiir die Zsf.hlen 8, und £,
. unendlich viele Losungen der Ungleichung (2) konstruieren kann.

2. Die Darstellung positiver inverser Einheiten. Wir verwenden noch -

folgende Abkiirzungen: ¢, = @y, ¢; = @04 a;, €3 = G 0*+a 0+ a,. Da:tm
gind die Konjugierten 6’ und 67 von 0 Nullstellen des P_olynoms e+
Lc;m+cg. Sie sind wegen Dy« 0 nicht reell, folglich ist D = 4e,e3—
—~g; >0, _ . ) .

Hirwrssarz, Ist n eine positive Zahl der Norm M m Korpc-ar X un
hai u die Darsiellung 7 — (bo62+b,0+5,)/d, so befriedigen die Zahlen
{3) ' 8, = bieg—boe;  wund 8y = bacy—bpes
die Ungleichungen .

K< Aoy, B< Anfy  und (8,048, < Ag'(8)/

mit A — AMeE(D. - |
Beweis. 0Wir gotzen 8{w) = §,2-- 5, und k(zx) = (by#* + b, +b,)/d.
Dann ist -

(4) 8w = cp(boa® F By - By} — by (ogu? -0+ 64)
g{z) ,
‘ _ e, dh () —-by P Fir 2328,

eadh{8) —bog'(0) - fir =« =46.
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Daher haben wir |

0(0) = codn—bog' (8), 8(8) =cydh(9"), 6(6") = ey di(8).
Da # nach Voraussetzung die Norm I hat, gilt

B) M= OBV = <10 6(0)8(6") = 1 (ey52 0, 6,8+ 0 8.
ed cd

Wir haben also die Beziehung

MA@  MAD
7 4n

Schreibt man die linke Seite dieser Gleichung aunf verschiedene Weise

als Summe zweier Quadrate, so erhilt man die angegebenen Ungleichun-

gen des Hilfssatzes.

Wir wollen nun die beiden angekiindigten Sitze tiber die Darstellung
positiver inverser Einheiten von XK ableiten. Der erste Satz gestattet es
uns, die Darstelling (1) von 4 und damit 7 selbst zu finden, falls' % nur
als geniigend grof vorausgesetzt werden kann und der Koeffizient b, In
dieser Darstellung hekannt ist, Der zweite Satz liefert eine volletindige
Darstellung von 4 in der gewiinschten Form fiir gentigend groBe Hinheiten
7, deren Zahlenwerte schon vorliegen.

Wir werden von jetzt ab die der reellen Zahl » niichstgelegene ganzra-
tionale Zahl mit ¢y bezeichnen, d.h. (3} = [y 431,

Sarz 1. Hat das Elemeni n von K die Norm M und ist n grifer als
B =16 d%c, M max (c,, 06,)/D, so ist

1 b b
= B ()

Beweis. Fir ¢ =1, 2 gilt unter Benutzung des Hilfsratzes und der
Voraussetzung iiher g ‘

(6) 68— 618, Byt 0y 8 —

»

9

2

3 A max (e, ¢,) . Amaz (g, ¢,) 1
=y > << z —_ —
00 i 30 BGD 4

T

[ B,
s

KOROLLAR 27U SATZ 1. Bs sei B < by < ky. Emthilt das Intervall [k, %,]
ein Element n von K mit der Norm M, s 80 gibt es im abgeschlossenen Intervall

I(ky, k) = [—Zg_,og"a*)—

eine natirliche Zahl n, derart daf

(N 7 = 8§{n) z_(li(n62+<f(f_1>9+<‘tcﬂ >)

iat.

(2dk, —1—}9|),§~g%’6—):(2dka+1+ wn]




R, Giiing

Beweis. Nach Satz 1 hat » die Darstellung {7) titr » = by. Aus-(7)
erhilt man aber die. Abschitzung
1+ 18|

ng' (6) |
=T <

und daraus folgt, daf » im angegebenen Intervall liegt.
SaTz 2. Ist v ein Blement von K mil der Norm M wnd ist

6Md e
1 UE G o (00 o2 0 654, 6,07),

Dy’ (6)
so hat n die Darstellung

>0 =

N = %i .(<Ga.t> 6% - <oy 1> 8+ {egt))

mit t = dyfg'(0). _
Beweis. Der Beweis hesteht aus drei Teilen.
(a) Auf Grund von (4) ist
' 6ol — 4(6)
g'(9)
Algo 8t by = {e,t, falls 16(8)| << §¢7(4) ish. Der Hilfssatz ze1gi1, daf diese
Bedingung erfillt ist, wenn 5 > 44 /¢'(0) ist. '
(1) Aus {5} und (8) ergibt sich

d;9"(6)— ¢, 8(6)
ETAC)

(8) . _ by =

oy,
fg'(8)"
Demnach gilt b, = {61, falls
)N [8:9'(0) — 1 ()] < Feug’(6)

ist. Wir setzen

bls

g = 519*_(63_“’15(6) = Bi{cat e 040, 00— {8, 0+ 83) = d:6,—0,6,,

wobel ¢, = ¢} 6,62 ist. Eliminiert man darauns J, und setzt das in (6)
ein, so liefert das die Gleichung

(10) Co B30~ 6 0%) + 8, 85 (63 2o 05) 1 0, 8% = ADe? /4.

Geht ma.n jetzt wie im Hilfssatz vor und ersetzt noch ¢, durch 5+ 6, 0%,
go findet man die Ungleichung . :

(11) 82 < Aayg (6)(cy 00,0 +05) .

icm
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Die Bedingung (9) ist also erfilllt, wenn die rechte Seite von (11) kleiner
als (3eyg'(6))° ist. Das ist aber der Fall, wenn

44 (e 0% —0,0+cy)
. 399’(9)

ist,
(c) Wie im Teil (b) des Beweises sieht man auch, daB b, = (g, 1>
ist, wenn man n > 44e, 02/{¢,g'(6)) voraussetzb.

Ersetzt man jetzt noch A durch 43cd*/D, so ist der Satz 2 vo].l-
stdndig bewiesen.

Bemerkung. Die SBdtze 1 und 2 gelten nicht unbedingt fiir kleine

. B 3——
positive inverse Binheiten von K. Ist zum Beispicl 0 — V28, 50 ist d = 6
und z == 3(82+46 +10) ~ 52279 ist eine Einheit, Wﬁ,h_rend die Sitze 1

und 2 die falschen Darstellungen 1{024-36-9) baw. 3(62--36 +10) liefern
wiirden. o

3. Aowendungen. Wir wollen jetzt das Korollar zu Satz 1 und
Satz 2 anwenden, um im Koérper K eine Grundeinheit zu finden, sofern
wenigstens eine Einheit bekannt ist. Damit ist dann auch die Frage
beantwortet, ob eine gegebene Einheit (Grundeinheit ist oder nicht. Das
Verfahren besteht sus zwei Teilen.. _

{a) Wir priifen zunichst nach, ob es in K eine Einheit 5 gibt mit
B< < B = max(B% (). Nach dem Korollar zu Satz 1 priift man dazu
fiir natiirliche Zahlen neI{B, B') nach, ob s(n) eine Finheit ist. Findet
man unter diesen Zahlen s(n) keine Einheit, so geht man zwm zweiten
Teil des Verfahrens iiber. Gibt es aber eine Einheit %, 50 kann man mib
ihrer Hilfe eine Grundeinheit finden. Ist  namlich nicht selbst Grund-
einheit, so ist n die mindestens zweite Potenz der Grundeinheit & > 1.
Dann gibt es aber im Intervall [z, **] neben 5 noch wenigstens eine _
weitere Einheit. Daher muB nach dem Korollar unter den Zahlen s{#n)
fiir nel{yn, #*") noch eine weitere Einheit vorkommen. Nennen wir die
kleinste solche HEinheit #°, so ist offensichtlich & =%'/n Grundeinhsit.
Ist keine dieser Zahlen s(n) eine Einbeit, so ish & = Grundeinheit.

~ (b) Gibt es im Intervall [ B, B'] keine Binheit vou K, so liegh anch
keine Einheit im halboffenen Intervall T, B']. Denn jede Einheit # mit
1< n< B mub ja wegen B°< B’ eine ganzzahlize Potenz jm Intervall
{B, B'] haben. Wir miissen jetzf auf eine mit einer anderen Methode
gefundene Binheit zuriickgreifen, Dabei kénnen wir varaussetzen, dafl
n>1 1813 Die Hinheit » sei die 7-te Potenz del Grandeinheit &> B
logy
log B’

= g, Um £ zu finden, prift man
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jetzt nach Sata 2 fir 7 = fol, [¢]—1, ..., 2 nacheinander, of Vs eine
Einheit ist, indem man nachrechnet, ob

= (€t 05+ oty 0 Coat)

r_
mit ¢ = d Vy/g'(8) die Norm 1 hat. Die erste Zah! r, fiir die das zutrit,
liefert die gesaehte Grundeinheit . Ist keine dieser Zahlen eine Einheit,
80 ist n selbst Grondeinheit.

Bemerkung. Bs ist versucht worden, die Konstanten B und ©
In den S#tzen 1 und 2 moglichst klein zn machen, damit die Anzahl der
Schritte im ersten Teil dieses Verfahrens nicht zu grof wird.

Die zweite Anwendung wird durech folgenden Satz prazisiert:

BaTz 3 Es sei & die positive inverse Grundeinheit von K, und o > 0
sei beliebig vorgegeben. Dann gibt s eine natiirliche Zahl n mit der folgenden
Bigenschafi: Hol 9 = & die Darstellung 5 — (b, 62+ b, 0+ b, ) /d, so haben

a.0-+a, a062+a1641—a2

fp=———— und =
1 . Bs T4,

die simultanen Approzimationen (i =1,2): .
) Qa,d** | | |
1:' ”b ﬁt" \_(—E(—eﬁﬁ;max(au, auﬂ -f—a'x B+a=)ll2(1—{—w)

Beweis. Wir betrachten jetzt die Koeffizienten b; und die Zahlen §;

im Hilfssatz als Funktionen von n. Mit den Bezelehnungen des Hﬂfssa.tzes
gilt dann fir { = 1,2

{12) 8 < Amax(e,, ¢)fy = 40} @ max (e, 6,) /(D).
_ ._Aus {4) erhilt man-
(3) ednzbog'(B)(1—g) mit o = {8(B)i/{bg’ ().

Wihlt man » geniigend groB, so izt auf Grund des Hilfssatzes |18(8) <
- Wegen (4) wichst ferner b, mit #. Gibt man daher o’ > 0 heliebig vor

wnd ‘wihlt » hinreichénd groB, so ist ¢ < »’. Mit Hilfe von (13) findet -

man daher die Abschitzang

(14) : s bl ( M 1/2-
: Cod :

Aus (3); (12) wnd (14) fo]gt nun fir © = 1,2

boi ___ bii — _ﬂ <% 1]2d(DJarX(Gus Cz) )1’2\ 3;2 0._( dsma.x(cu, 02) e
e G Dy by Dy’ () (1~ a")

icm
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Die rechte Seite ist fiir geniigend grofle n sicher kleiner als 1/2, Fir hin-
reicherd Kleines o' ist ferner (L— ') * < 14 . Daraus ergibt sich die
gewiinschte Abschitzung, wenn man noch die ¢; durch die 4; ausdriiekt.
Damit st der Satz 3 bewiesen. '

Der Satz 3 gilt natiirlich anch, wenn ¢ nicht Grundeinheit von K
ist. Dann erhilt man eben entsprechend weniger simultane Approxima-
tionen fiir die Zahlen pB;. Die simultanen Approximationen werden of-
fenbar am besten, wenn sich 4 in der Form (1) mit & = 1. darstellen 1a8t.

|- J—
Tat 6 = Vo fiir ganzrationales m, so liefert der Satz 3 simultane rationale
Approximationen fiir § und B2
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