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Le rang de Baire de la famille de toutes les fonctions
ayant la propriété (X)

par

Zbigniew Grande (Gdansk)

Résumé. Etant donnée la famille F de fonctions réelles définies sur lintervalle I = [0,1],
désignons par a(F) le rang de Baire de cette famille; c’est-a~dire le plus petit nombre ordinal a tel
que B(F) = B, ,(F), ol By(F) = F et B,(F) désigne la famille de toutes les limites des suites con-~
vergentes de fonctions de la famille U B,y(F).

<«

Dans ce travail je démontre que’a(K) = w,;, ol K est la famille de toutes les fonctions ayant
la propriété (K). (La propriété (K) a été introduite dans [1].)

En outre jexamine les relations entre le systtme de Baire de la classe K, le systéme de Baire

de Ia classe R de toutes les fonctions continués presque partout sur I et le systéme de Baire de la
classe P de toutes-les fonctions ponctuellement discontinues sur I,

Soit F une famille de fonctions réelles définies sur I'intervalle I = [0, 1].

On sait que le rang de Baire de la famille C de toutes les fonctions continues sur
Pintervalle I est égal & w; (le plus petit nombre ordinal indénombrable).

Dans le travail [4] K. Kuratowski a démontré que:

1° Le rang de Baire «(P) de la famille P des fonctions ponctuellement discon-
tinues sur Pintervalle I est égal 2 1.

2° fe B,(P) si et seulement s*il existe un ensemble A1 de premlere catégorie
tel que la fonction partielle f/I—4 est continue.

Remarque 1. Désignons par M la classe de toutes les fonctions réelles définies
sur Iintervalle I et mesurables au sens de Lebesgue. Alors B;(P) n M = B,(M n P)
(voir [4], la démonstration du théordme IV), d’ot il vient a«(M N P) = 1.

Dans le travail [6] C. Mauldin a démontré que:

3% Le rang de Baire «(R) de la famille R de toutes les fonctions continues presque
partout sur Pintervalle I est égal & w,.

4° fe B(R)(0<a<w,) si et seulement s'il existe une fonction g de classe de
Baire o telle que I'ensemble D = {x e I; f(x)#g(x)} est contenu dans un ensemble
du type F, et de mesure lebesguienne zéro,

Dans mon travail [1] j’ai introduit la définition suivante:
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Dernimion 1. On dit qu’une fonction f: IR a la propriété (K) lorsque, quel
que soit I'ensemble mesurable au sens de Lebesgue A, de mesure positive, la fonction f
est ponctuellement discontinue sur la fermeture de 'ensemble de tous les points
d’épaisseur de 'ensemble A. :

Désignons par K la famille de toutes les fonctions ayant la propriété (K). Il
résulte de la définition 1 que

B(C)cK, RcK e K<PnM.

Dans le travail [1] j’ai montré un exemple de fonction ayant la propriété (K) qu
n’est pas borelienne.

A T'aide de cette définition j’ai formulé une condition suffisante et une condition
suffisante et nécessaire pour la mesurabilité des fonctions de deux variables (voir [1]
et [2]).

Dans ce travail je vais montrer que le rang de Baire de la famille K est égale
4 @, et j'examine les relations entre

(R)

=Uo Ba (R) t

a(K) a(PnM)
UB(K) et U B M.
a=0 a=0

Dans la démonstration du théoréme 2 je profiterai du théoréme suivant qui
a été démontré dans mon travail [3]:

THEOREME 1. Toute fonction f: I-R ayant la propriété (K) est la limite d’une
suite convergente de fonctions continues presque partout.

Remarque 2. 1l existe une fonction f ayant la propriété (K) telle que pour
toute fonction g de premiére classe de Baire, la fermeture de I’ensemble
D = {xel; f(x) # g(x)} est de mesure lebesguienne positive.

ExempLe. Soit P; I’ensemble de Cantor. Le complémentaire I—P, est la somme
de ses composantes. Dans. chaque composante nous construisons un ensemble de
Cantor (sans extrémités de la composante) et désignons leur somme par P,. Suppo-
sons que tous les ensembles P; (i = 1,2, ..., n) soient définis. Le complémentaire

n n

I- ‘U P; est la somme de ses composantes, car {J.P; est un ensemble fermé.

i=1 =1
Dans chacune de ces composantes nous construisons de nouveau un ensemble
©0
de Cantor et désignons la somme de ces ensembles par P, ;. Soit 4 {J P, un
=1
@
ensemble non borelien, dense dans ) P, et tel que 4 N P, nest borelien pour
i=1
i=1,2,... dans aucun intervalle ouvert Jc=I pour lequel Jn A NP # Q.
Posons
1/i pour xednP,
Six) = !
0 pour ‘xel—(4dnP)
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pour i = 1,2, .. Soit
S(x) =Y fi{x) pour xel.
i=1

La fonction f a la propriété (K), car elle est continue presque partout sur J (en tout
-]
point x € I— (J P).
i=1

D’autre part, quelle que soit la fonction g: /- R de premiére classe de Baire,
I'ensemble D = {xel; f(x) # g(x)} est non borelien et dense dans I, donc sa
fermeture n’est pas de mesure lebesguienne zéro.

Démon.rons maintenant le théoréme suivant:

TaEOREME 2. Soit 1<a<wqy. Pour que la fonction fe B(K), il faut et il suffit
qu’il existe une fonction g: IR de classe de Baire «+1 telle que I'ensemble
D = {xel; f(x) # g(x)} soit contenu dans un ensemble du type F, et de mesure
lebesguienne zéro.

Démonstration. Démontrons que le théoréme 2 est valable pour « = 1.
Soit fe By(K). Il existe une suite de fonctions f,: - R ayant la propriété (K) qui
converge ponctuellement vers la fonction f. D’apres le théoréme 1, on peut supposer,
sans diminuer la généralité, qu’il existe pour toute fonction f, une fonction g, de
premiére classe de Baire telle que I’ensemble D, = {x e I; f,(x) # g,(x)} est contenu
dans un ensemble E, du type F, et de mesure lebesguienne zéro. Posons

n n

xel- U E,

k=1i=1

galx)  pour
h(x) = n
0 pour xe ) U E,

k=1i=1

o
ol les ensembles E; (k,i= 1, 2,...) sont fermés et tels que E, = |J E; pour tout
i=1

k=1,2,... Comme toute fonction 4, est de premiére classe de Baire, on a donc:

o0
fx) pow xel— UE,,
h(x) = lim h,(x) = k=1
ne 0 pour

est de classe de Baire 2 et ’ensemble
D= {xel; f(x) # h(x)}= U E,.
k=1

Dans le cas o = 1, la condition du théoréme 2 est donc nécessaire. Soit main-
tenant une fonction f: I— R telle qu’il existe une fonction g: I- R de deuxiéme classe
de Baire pour laquelle 'ensemble D = {xeI; f(x) % g(x)} est contenu dans un
ensemble E du type F,, de mesure lebesguienne zéro. Il existe donc une suite {g,}
de fonctions de premiére classe de Baire telle que lim g,(x) = g(x) pour xe L.

n 0
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(=]
Posons E = |J E,, ol tous les ensembles E, sont fermés et posons
1

n=

g.(x) pour xel-— .U E;,
Jx) L n =1
fG)  pour xelE;.

pour n=1, 2, ... Toutes les fonctions f, ont la propriété (K). Comme f(x) = lim. £,(x)
n- o0

pour xel, on a donc feBy(K) ct la condition du théoréme 1 est suffisante
dans ce cas. .

Supposons que le théoréme 2 soit valable pour tout f (1< f<a<wg). Démon-
trons qu’il est valable également pour a. Soit f'e B,(K). Il existe donc une suite { f,}
de fonctions appartenant 3 B, (K), ol f,<a, convergente vers f. Ainsi, il existe pour
tout »n une fonction g, de classe de Baire §,+1 telle que l'ensemble

Db = {xelI; f(x) # g.(x)}

est contenu dans un ensemble E" du type F,, de mesure lebesguienne zéro. L’ensemble

<« .
E = {J E" est du type F, et de mesure lebesguienne zéro.

n=1
o0

Posons E = {J F,, ou tous les ensembles F, sont fermés. Soit
k=1

i n
gn(x) pour xel- U Fk 3
k=1

gn(x) = n
0 pour xe JF,
k=1

pour n = 1,2, ... Comme toute fonction 7, est de classe de Baire 8,41, on a donc

N 0
fx) pour xel- UF,
g(x) = lim g,(x) = w
e 0 pour xe | F,
k=1

est de classe de Baire a1 et 'ensemble
=)
D= {xel; f(x) # g(®)}c U F,.
k=1

Démontrons encore que cette condition est suffisante dans ce cas. Etant données
fi I=R et g: I>R telles que g est de classe de Baire a1 et I’ensemble
D = {xel; f(x) # g(x)} est contenu dans un ensemble E du type F,, de mesure
lebesguienne zéro, nous avons g(x) = lim g,(x), ol toute fonction g, est de classe

o
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o0
de Baire ,<« et E = |J E, ol tout ensemble E, est fermé. Alors, en posant pour
k=1 .

n=1,2,..

gux) pour xel— O E;,
fx) pour xe(E,
i=1

nous allons voir que f, € By (K). Comme lim f,(x) = f(x) pour x€ I, on a donc
n—co

fe B(K) et le théoréme 2 est démontré.
D’aprés le théoréme 2, 3° et 4° nous avons:

COROLLAIRE. On a

(i) fe B(K) < fe B, (R) pour 1<a<wm,,

(i) a(K) = ;.

Je vais examiner les relations entre ces classes de fonctions. On voit facile-
ment que:

CcRcKeM nPcP.

Remarque 2. CGeRGKGP n MG 2.

Démonstration. Soit

1/g pour xel, x = plg, ol p, g sont entiers et (p,q) =1,

0 pour xelet x irrationnel.

Jx) = {

Evidemment fe R et f¢ C.

Soit g: I-R une fonction approximativement continue telle que g(x) = 0
pour x € G (G<I étant un ensemble dense dans I du type G;, de mesure lebesguienne
zéro0) et 0<g(x)<1 pour xeI-G (voir [8], lemme 11). Alors geK et g ¢ R.

Soit A<=l un ensemble parfait, non-dense, de mesure lebesguienne positive
dans tout intervalle ouvert J=I pour lequel J n 4 5 @. Soit BcA4 un ensemble
dense dans A, du type G5, de mesure lebesguienne zéro. Posons

xeB,
xel-B.

0 pour
h(x) =
« {1 pour

Alors he P n M et h ¢ K. Comme la classe P contient aussi certaines fonctions non
mesurables au sens de Lebesgue, on a donc P % M n P.
Il en résulte:

Remarque 3.

a(C)

a(R) _ (K.
U BO)= U B(R)=
a=0 a=0

) a(PAM) a(P)
B(K)e U B(PnM)c U B(P).
=0 a=0

a=0
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Démontrons encore:
THEOREME 3. -
a(PAM,

(PaM) «P)
H B(P M) yo B(P).

a

«(C) a(R) a(K;

UnO & Un®=Unwog

Démonstration. Soit 4=J I'ensemble de Cantor. Etant donné un ensemble
non borelien B A, posons -

hx) = 0 pour xeB,
1 pour xel-B.

a(C)
Bvidemment 4R et h¢ () B,(C). L’égalité
«=0

«R) a(K)
UOBQ(R) = { B(X)
a= x=0

résulte du théoréme 2, de 3% et de 4°.

Démontrons maintenant que

«(K) a(PnM)

UBK)# U BP oM.

Soit Act un ensemble parfait, non-dense et ayant la propriété de Denjoy (c’est-
a-dire; si J=7 est un intervalle ouvert et J ~ 4 # @, alors J 1 4 est de mesure le-
besguienne positive). Soit Be 4 un ensemble du type G;, dense dans 4 et de mesure
lebesguienne zéro. Alors tout ensemble C contenant B, du type F, est de mesure
lebesguienne positive. Evidemment, ensemble 4 — B est de premire catégorie dans 4.
D’autre part, s’il existe un ensemble C= B, du type F,, de mesure lebesguienne zéro

alors (comme 4 a la propriété de Denjoy) le complémentaire 4 —C est un ensemblc;
du type G;, dense dans A et par conséquent C est un ensemble de premiére catégorie
dans 4, ce qui est en contradiction avec les faits que 4 est un espace complet, B< ('
et I—B est de premitre catégorie. Soit k: I—R une fonction telle que ’image de

tout ensemble parfait, non vide, contenu dans I, est toute la droite R (voir [7D.
Posons

1) = {k(x) pour xeB,
pour xel-B.
. a(PAM)
La fonction /e E_L{) B(P n M), car I e M et lafonction partielle //T— A est continue.
«(K) «(K)
m&)OBa(K). Supposons, au contraire, que / e U B,(X).
«=0

11 existe donc un nombre ordinal 0o <w; tel que /e B

o . 2(K). D’aprés le théordme 2 il
existe une fonction m: I-R, de classe de Baire o+ 1 telle que I’ensemble

D = {xel; I(x) # m(x)} est contenu dans un ensemble E du type F,, de mesure

Démontrons encore que / ¢
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lebesguienne zéro. On peut supposer, sans restreindre la généralité, que EcB. Donc
Pensemble B—E est du type G; et il n’est pas dénombrable.

D’autre part il existe un intervalle borné J=R tel que ["*(J) n (B—E) = H,
H n’est pas dénombrable. De plus I’ensemble I~(J) est borelien et il contient

un ensemble parfait F # @ (voir [5], p. 352, Corollaire 1), d’ott il vient I(F) = R,
«(X)

ce qui est contraire au fait que /(F)cJ. On a donc 7 ¢ |J B,(X).
a=0

Comme la classe P contient également certaines fonctions non-mesurables au
sens de Lebesgue, on a donc
«(P) «(MnP)
UB(P)#* U BMA~P),
a=0 a=0
ce qui termine la démonstration du théoréme 3.

Remarque 3.
a(Pr M)

U BLPAM)+M.
=0

Ce fait a été signalé par K. Kuratowski dans son travail [4].
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