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Now (6.15) and (6.16) give
@ 0uf) = <=0 1910087 10 40], 9 >0,
I

from which (6.13) follows.

Tt remains to prove (6.14). It is known that, for p = 2, |Mfl, < OlIf |,
and it is shown in [12], p. 569, that |W.fll, < Cplif I, for p 2 2. Moreover,
according to (6.9), we have ||Qf|l, < Opllfi, for p = 2. The combination,
of these three inequalities and (6.15) give [[Cafll, == Op®llfil, for p = 2.
The inequality (6.14) follows now from a general result (ef. [15], Vol. II,
Theorem (4.41)).
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Quelques propriétés des opérateurs uniformément convexifiants

par
B. BEAUZAMY (Palaiseau, Trance)

Répumé, Soient 7 ol F' deux espaces de Banach entre lesquels existe une
injection continue 4. Bn utilisant les constructions de Brunel~Sucheston, nous mon-
trons que 4 n'est pas uniformément convexitinble &i et seulement si'on peut construire
deux espaces de Banach Ky et 7y, munis do bases E.8.A. (¢,) ot (fy), et une injection
continue 4, do 7, dans ¥, qui onvoio (e,) sur (f,) et qui est finiment représentable
dang 4. Nous on déduisong en particulier que si ¢ n’est pas uniformément convexi-
fiante, on peut trouver des carrés homothétiques dans B et F (et aussi dans n’importe
quel espace intermédiaire entre B ot F). Nous étudions auvssi les rapports avec les
ultrapuissances ot Vinterpolation.

1. Carrés dans les espaces intermediaires. Soient H ot I' deux espaces
de Banach, et 7' un opérateur linéaire continu de ¥ dans F. Nous dirons
que B et I ont des carvds lids par T si, pour £t ¢ > 0, on peut trouver
dans B deux points u, v, avec
Tw T

2 7
= (1 —e)sup ([Tullp, 1 T0]7)-

‘ 1w
(L) Mgl |vlg<1, } 5

=z 1—e, }

iz

8i T est une injection continue de B dans F, et si B et F ont _des
carrés 1:és par T, nous dirons qu’ils ont des carrés homothétiques: les points
(%, v) forment un carré dans H, et les points

w v
sup (lullg, o), — sap (lullg, lule)’

considérés comme des points de I (c’est-b-dire B étant plongé dans r
par T) forment un carré dans I

Oen définitions s’étendent an cas odt ront donnés » espaces de Banach
Xy, ..., Xy, ob des opérateurs linéaires continus Ty Xy—>Xyppy, ¢ =1,...
vovy % —1. L encore, si les 7'y sont des injections, nous parlerons de carrés
homothétiques dans (Xy, ..., L) ’ o

Nous renvoyons & [1] pour la définition et les premidres propriétés
des opérateurs uniformdément convexifiants. Nous emploierons. s.e1.11e~
ment 1a caractérisation ci-dessous, qui est équivalente % la défmmog.

Rappel. T, opérateur linéaire continu de F dans F, n'est pas uni-
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formément convexifiant si et seulement si Pon peut trouver un nombre o,
0 < 6<1, et, pour tout entier N, des points @, ..., sy dans la boule
unité de H, tels que distp (conv (g5 ey 0g)y CONV (Bpiyy o0e, mzv)) >0,
kF=1,..., N—1.

TrgoriMe. Seient X, ... X, des espaces de Banach, et T: X, > X,
i =1,...,n—1, des opérateurs linbaires continus. 8ot T'=T,_; 0...0T,.

8i T nest pas uniformément comvemifiamt, les éspaces X, ..., Xy
possédent des carrés liés par les (1y)y,..., per-

Démonstration. On peut sans restriction supposer tous les 7, deo
norme 1. Nous allons d’abord. nous ramener aw cas o les T, sont dey
injections.

Notons W, I'image par T de la boule unité de X, dans Xy Wy I’ mage
par T,_y0...0T, de la boule de X, ..., W, 1a boule unité de X,. Notons
Jay +ery Jn les jauges de ces convexes, Pour k =1, ..., n, soit 4, Pespace
engendré par Wy dans X, normé par f. 4, est sométriquement iyo-
morphe & X;/Ker T, ;0 ... 0T}, ef est done un espace de Banach. Notons
i Vinjection continue de A, dans 4y (k= 1,...,n-—1) et § == Tyt © 400 Oty
On sait d’'aprés [1] que ¢ est uniformément convexifiante si ot seulement
si T Dest. Par ailleurs, on vérifie aisément que les espuces (Xyyooe, X,)
possédent des carrés liés par (T4, ..., T,_,) si ol seulement si (Ayy ey 4,)
possédent des carrés hompthétiques.

Nous considérons les espaces .4; comme plongés les uns dany les
autres, et plongés dans 4,, grice aux injections Qg eevy bpoy . Dans la
suite, les notations (4, ..., 4,), (B, .'.”., By), ete., désigneront toujours
des n-tuplets d’espaces de Banach entre lesquels existent dos applications
continues de norme 1 (qui seront toujours notées Byy oory ). Nouy les
appellerons “n-guites d’espaces de Banach?”.

La démonstration utilive de fagon essentielle les constructions de
Brunel-Sucheston (voir par exemple [3], ol lon trouvera d’autres rété-
Tences, ou [4]), que nous nous contenterons d’appliquer, en renvoyant
%‘[3], [4] pour les détails et ley justifications.

DEPINITION 1.(*) Soient (4, ..., .4,), (B, covy By) deuxfn-suitos dos-
paces de Banach. Nous dirons que (B, ..., B,) est Jiniment représentable
dans (Ay,...,4,) si pour tout &> 0 ot tout gous-espace de dimension.
finie de B,, BY, on peut trouwver un sous-espace de dimension finie de
Ans 4y, tel que si Pon pose 4% = (i,_s0 ... 0ig) AL, o BY = (fy_y0 ...
... 08) "B, on puisse trouver un opérateur 4, qui soit wn isomarphisme
de By sur A3, pourk =1, ..., n, avec en outre, dans chacun de cos espaces

_ - < 1 4o
(% étant un opérateur de B sur A}, munis des normes induites).

(*) Voir la note & la fin du travail.
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. Dans le cas d'un espace, cette définition se réduit & la finie-représen-
tabilité usuelle. Dank le cas de deux espaces, elle est plus forte que la
définition. donnde dans [1]: si (By, B,) est finiment représentable an sens
présent, il Vest aussi au sens de [1], mais inverse n’est pas vrai. On
13eu11 cependant vérifier que le théoréme 1, chapitre 1 de [1], demeure
vrai avee cette définition, ce qui en constitue une extension.

Limvmz 1. 8¢ 4 n'est pas convewifiamte, on peut trouver ume n-suile
d’espaces de Banach (By, ..., B,), finiment représentable dams (4,, ..., A,),
um nombre 0, 0 <0< 1, et une suite de points de la boule unité de By,
satisfaisant &

(2) © Disty, (CONV Y1y -0y Yidhy €OBY Yiay -+, ¥) > 0,
VE =2,3, ..., Vk=1,...; K —1.

Démonstration. Puisque 4 n’est pas convexifiante, on peut trouver
un nombre 0, 0 < 0 < 1, et, pour tout K > 1, une suite de points {9, ...
o, 280 dans 1a boule unité de 4,, satistaisant &

dist (conv (@, ..., ), CONY (Bpyyy .oy 8)) > 0, k=1,..., K-1.

Soit @ un ultratilire non trivial sur N, et posons By = AY/%, ..., B, =
AN (pouwr la définition des ultrapuissances, voir par exemple [715.
Dans AN, considérons la suite (%), définie par, pour ¢ =1,2,...,

0 i
w;  si

: k<1,
oy (k) = k=1 .
Pour chaque entier 4, la suite- (w;(%)), définit un élément y; de B, dont
la, norme est:

lyilp, = lim 2§, < 1.

Te—r00
8i m et M sont deux entiers quelconques avec m < M, et 8l ay, ..., tm,
m

M
alres itifs avec @ = P o =1, on a:
Gy ++vy Opr SODE des scalaires positifs ;‘ 4 m%,; ; -

m M
=i | Swalp = Yaal?, >0
1

ooty mel

" M

\ S 0t
2 Wi 2,
1 meel

2

By

(la propriété aingi obtenue esh analogue de la. propriété de suite infinie
introduite par R. 0. James dans [5]). o . y

Il nous reste & montrer gque (By, ..., B,) est ﬁuumgnt rt.ap'lesgntagle
dans (Ay, ..., d,). Soit B} un sous-espace de dlmenmontﬁrge e ,‘1.

i s inéai i s, de norme
Choisinsons des vecteurs ey, ...y €xy» 1(1].néweme31t 1ndépe1;dan Z, ‘
dans B, engendrant linéairement By By, Puis des vec oeurs X ‘té’ m S,i '&’é
de norme 1 dansg By, tels que ey, ..., €x, engendrent ByNB,, et
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guite; ek”_ (1 -0 Op, SONG de morme 1 dans B,, ef ey,..., r,, engend-
rent BY.
Soﬂ: e > 0. Dans la boule unité de I,,n, choisissons des pointy (al,
o), L =1,...,4, de telle fagon que les boules doe rayon efk, qui y
sont centreeﬁ recouvrent la boule unité.
Pour toute suite de scalaires (ay, ..., a,cn) de module au plus égal
4 1, on peut alors trouver un indice ! pour lequel

sup oy —ab | < efk,.

7S5 T
Dans AY, choisissons des représentarts (a,,(@))i Lg,... Q08 e, pour b == 1,
, k.. On peut trouver un indice 4, pour lequel Um = gy V== 1,
lm, on ait
j“ Z“lceh 'I,o ’ — H Z ahck <&,
Soit A% le sous- e%pace engendré par e, (i,), . » 6k, (%0) dans A4, et, plus
généralement, 4;, le sous-espace engendré par 01(%) ekm(no) d&rm Ay

pour m =1, ..., n Soit % lopérateur de BS sur A“ qui associe e,(1,)
deg,pourp =1, ..., k,. Soit (a, ..., a,,m) une suite de scalaires de module
au plus égal & 1. On peut hrouver (o), Tt =1, ..., K, tels que:

e Ty,
1
13 e, = .3 ]
1 " 1

<

A
®

»

&

m

Par ailleurs on a choisi 4, pour que

o, Fon
[PEE N G E

et on a

le a! e (i) ”Am‘”HZ (o) ”4

Il en résulte que si BUp |oy| < 1,

e, b
Zakek .——HZae % ”
‘”Ic-l o g on{to) Am

d’olt Yon déduit pour des scalaires quelconques By, ..., .,
™

o ™
Hlk_Zlﬂkek||Bm~ I é’ Bucnlio], ’ < desup By

<D o~y 2 lew(ollla,, < 26

7)!«

e VYmo==s1,,..,m.
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Soit 0'Ta constiante telle ue on ait pour toute suite de scalaires (BuyesBi)
Iy, "
2
SUp el < 0| D) e |
Icvs;lcn ¢ T ﬂ’a & An’

Tt
(on & o fortior IHUID 184l == O“%‘ ﬂlcaln“Am)- Soit %> 0; choisissons e=n/40.
lersile,
On a pour toutb fr;:L

Ty, oy, ke,
’ “ Zﬁ[eak Hpm - “ Zﬂkc/ﬂ(il)) < 7 “ Zﬂlnek

ce qui achdve la démonstration du lemme, -

Noas allon; maintenant appliquer la construction de Brunel-Suches-
ton (voir par exemple [3]) aux espaces By,..., B,. Rappelons qu'une
suite (¢,) & la propriété LS. (invariant wnder spreading) si

| 3wl =] S outa

pour toute wuite finie de scalaires (ty,)y.,.,x et toute suite croissante
dlentiers 4y < 4y < 00 < gy

Loam 2, 84 @ m’est pas unifwmémmt oonvawiﬁanie, on peut trouver
wne n-guste d’espaces de Banaoh, (U, ..., C,), finiment représentable dams
(Byy oy By), avee, dans la boule unité de 01, une suitg de Points, (ex)rew,
qui posséde la propriéié 1.8. dans chacun des espaces Cy, ..., C,.

Démonstration. Comme Brunel-Sucheston, désignons par S l’en-
semble des suites finies de rationnels. Appliquons & la suite 41, ..., Yxy -+,
dang B,, le procédé de Brunel-Sucheston: on peut extraire une sous-
suite, (y), pour laquelle il existe une semi-norme L,, définie sur §,
telle que

Ayn, ldm 4

(8) VaeS, Ve 0, InyaN, oy <y < ng < o0 =
HZM/S}“B;LM)R s

Lo condition (2) étant satisfaite dans B,, la suite (y;) n’y admet
pas do ﬂ()llk'i wuite de Cauchy; Ly est done une norme sur lensemble ¢z (S)
= { 2wy, (MS} (voir [3])., Nous ne gardons de () que la sous-suite
(), qui vérifie encore la condition (2), et nous lui appliquons la con-
struction de Brunel-Sucheston dans B,. Recommengons cette opération
pour By, ..., B,. Soit ¢; = y{ la derniére sous-suite extraite. Elle vérifie
encore les conditions (2) dans chacun des espaces By, ..., B,. Soient
Ly, ..., L, les normes que nous avons obtenues; elles possédent la pro-
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priété suivante:

(4) Ve>0, Yael, weN, y <y <mp <. =

Sl sl

Nous notons C, le complété de ¢g (8) pour Lyy iy O, lo complété
de ¢g,(8) pour L,. Par conbtrucmon, 13 suite (&) ext 1.8, dans chacun
des espaces Cq, ..., C,. Il nous reste & montrer que (O4y vy Op) oxt fini-
ment représentable dans (By, ..., B,); il suffit pour cela d’a.dapter Pap-
gument de Brunel-Sucheston.

Soit C} un sous-espace de dimension finie de C,, que I’on peut supposer
engendré par les vecteurs ey, ..., ¢. Solent Ch_; = i (0Y, ..., O
=70 ... 0032, (05). Par conf;truution de Ly, ..., 1y, 1’&:])])]1('%1011 U
D we—> Za €:41, qui opére de B; dans lui- méme, pour chaque %, réalise
une isométrie de ¢z, (S) dans lui- -méme, qui se prolonge en une isométrie
de C), dans lui-méme. On a par construction

lim [@"@|s, = |olo, VYoely b =1,...,m,

M=o
et les convergences sont uniformes sur les boules wunité de ¢y, ..., C,
respectivement. Si_ s> 0 est donné, on peut done trouver un indice p
pour lequel on a & la fois:

(12 |5, — lkelley | < &

..... e e e s

122 2|5, — ol | < e

Ceci prouve que (O, ..., 0,) est finiment représentable dans (By, ..., B,)
et achdve la démonstration du lemme 2.
Rappelons qu’une suite (e,,) est dite B.8.A. (equal signs additive) si

\Y
H Zamem'i O €1, +’ Olla+l (% L + 24 ame,mH
m<k - m>7c|1

i
= H Ay €4+ ak -+ aIM-l) O~ Z Gy Oy
m<l Com»ll

lorsque oy et ay,; sont de méme signe.

Levme 3. 8i 4 n'est pas uniformément convemifiante, on peut trouver
une n-suite d’espaces de Bamach (Dy, ..., D,) finiment représentable dams
(Agy -y Ay) telle que la suite (e,) précédemmeont consiruite soit une base
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B.8.A. dans chacun de ces espaces, satisfaisant en ouire
“e,t”pl S l, Vi == ]., 2, “re

Démonstration. Il suflit d’appliquer la construction de Brunel—
Sucheston. & la suite (¢,) dans chacun des espaces (Cy +++y C,); on obtient
ainsi une n-suite (Dy, ..., D), ob (6r) est une base T.8.A. dans chacun de
ces espaces. L finié représentabilité dans (¢4, ..., 0,) se démontre comme
précédemment. :

Remarquons qu’inversement, i (Dy, ..., .D,) munis d’une méme base
H.B8.A, HO‘Ilﬁ‘fiTli),ﬂGnﬁ :mpmﬁemfa})les dans (4., ..., 4,), Vinjection ¢ ne
peut &tre uniformdément convexifiante: une base M.8.A. satisfait en effet
aux conditions (2). Nous avons done obtenu:

ProvosurioN 1. Soit (44, ..., 4,) wne n-suite d’espaces de Bamach.
Linjeotion i: Ay—A, n'est pas uniformément convewifiante si et seulement
st Vom pewt trowver une n~suite (Dy, ..., D,) d’espaces de Banach; finiment
rveprésentable dams la précédento, avec une swite (6;)p1... qui forme une
base B.8.A. dans chacun des Dy, ..., D,, vérifiant en ouire

He't“l)] = l, g o= 17 2, ‘e
Pour achever la démonstration du théordme, il nous suffira alors.
done de construive des carrés homothétiques dans (Dy, ..., D,); on les
“remontera” & (A, ..., .4,) grice & la finie représentabilité, et on obtiendra
les carrés homothétiques cherchés. Nous allons considérer deux cas:

m
(i) Supposons que || ) (—1)ellp,~>00, m—>co. Ce cas est semblable
Fom 1

4 celul congidéré par Brunel-Sucheston. Posons

o= Koy (6 — Gyt oo+ Cymes — Cam—1)s

0 = I (6g— 64 Gt oo o s — €am) s

on a |ulp, = lip,, & =1,..., n et on choisit K,, pour que
ltlp, = ellp, == 1. On a done I, -~ 0, on & 4+ = K,(e6 163 —€3—,+
eyt ...) o done oo
14 - vllp,, == 2llullp,,
on vérifie que
llla — vl =2 [wllp,, | < 2 [l

8i ez 0 owt fixé, on peut done trouver m agsez grand pour que

[l 2l —2 el <
et on a ainsi obtenun des carvéy homothéthues.

(i) Supposons maintenant que l'on aib
m

| Sty < o

1
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on aura aussi
m
HZ(»—«l)’e,“Dké M, Vm, VEk=1,...,n.
I=1

On va montrer que I’on peut reproduire ¢, dans tous les Dy, sur des suites

homothétiques. Posons u; = gy — a5 0D & HZ Uil <M, Vh==1,...,m.
8i (a)el, on a:

| Seconl <] 5w

L =f{iye = +1}, I ={i, e = —1}

+ Iy o U, I
Dy l ”ifi; v Dy

ol

Mais puisque la suite (¢;) est E.S.A., on a:

| Seouloy < Talay ov |3 aculs,
1 2

et done

Zai%t“Dk:
| e, < 2] 3w,

On en déduit qu'il existe deux constantes m, M telles que
msup o | < ”Zaiu,,“pkg Msup o], k=1, ey T
n .
Posons K, = sup { || 3 a;w;|p,, sup lag =1, m =1,2,...}; on a
1
m<E,<...<K, <M.

Soit 6 < 1. Pour chaque k¥ = 1,2, ..., 7, on peut trouver un entier my, et
des coefficients of, ..., af,, avec sup [of| =1, tels que

4
” 2/ a7 Uy ”Dk> 0X;,.

— L 1 2
By = 0ty oo+ gy Uy - O Uy s O U g e

Posons

— n n i
‘ - of '“‘ml-k...-l-mn_lﬂ + o am,,,uml»l«...vl-mn'
Pour chaque k =1,...,n, on a

J
l1lip,, = ‘aluml-k g e agtkuml-i-...-]-4)1./0”1%

o
= “ Z %i%||p
1

> 0K,
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(T1 résulte en effet de la propriété E.S.A. que la norme diminue si on
ajoute deux termes conséeutifs dont les coefficients sont de signe contraire,
et 'on a posé u; = ey_y —ey;.)

Tosons . ensuite

o gl 1
By = 0y Uy ooyt T oot Oy Yo gy sy, T o

n
o ) O Y amgymy 41 T e O Y g o
ot ainsi de suite.
On aura aingi construit une suite (w;) avec

Wl > 0K, Yk =1,...,n, ¥i=1,2...

Posons o) = @;/K;. On a

I < sup lay.
Posons a; = I T . Soit I lindice pour lequel |a;| =1, sup fay) <
)
Posons, comme RO James dans [6], w = @;+ Y @, on a
1%l

204, < o, — || @ — > i, -
%l
Ma,m lerillp, = 0Ky, et |jw,— Zalw b, = K. Donc
lwllp, = 26K, —K; = (26 —1).K,

H

COhoisisgons § pour que 6> 1—4/2. On aura

| 3 asa |, > (1 d)sup lad.

La suite @, convenablement normalisée dans chaque D (w/K dans Dy),
ext done 1/(1--48) équivalente & la base canonique de ¢,, dans chacun
dew Iy, 11 est alors facile d’oMemr dey carrés homothétiques, par exemple,
en posant

et done

> 20—1.

Wy, == (v1+m,, Vy -»-—wl?—mg.

Oeci achdve la démonstration du théordme.

Il yésulte Gvidemment du théoréme que npus venons d’établir que
gi deux espaces de Banach 4, et 4,, entre lesquels existe une injection
continue 4, ne possddent pas de carrés homothétiques, cette injection

- est uniformément convexifiante.
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Une question qui se pose alors maturellement est la suivante: si
4, et A; n’ont pas de carrés homothétiques, peut-on en conclure que ¢
se factorise par un espace super-réflexif? Plus précisément, peut-on en
conclure que les espaces d’interpolation de Lions—Peetre. entre 4, et A,
sont super-réflexifs? (Une réponse partielle a 666 donnée par lanteur
dans [2]; le paragraphe qui suit n’est pas non plus sans rapport avec
ce probléme.)

2. Opérateurs uniformément convexifiants, ultrapuissances et inter-
polation. Nous renvoyons par exemple & [2] pour les définitions con-
cernant linterpolation. Soient 4,, 4, deux espaces de Banach, et T un
opérateur linéaire continu de 4, dans .4,. Soit # un ultrafiltre non trivial
sur N.(%) ‘

ProrogrrioN 1. T est uniformément convexifiont de A, dans A, si et
seulement si il Vest aussi de Ay |% dams AT [%.

Démonstration. Comme on ’a déjd vu, on peut se ramener au
cas ot T est une injection continue. On sait que (AY/%, AN|%) ext fini-
‘ment représentable dans (dg,.d;) (§1, lemme 1), et donec la premidre
implication résulte de [1], chap. 1, th. 1. La seconde s’obtient en remar-
quant que si 4, posséde la propriété d’arbre fini dans A, AY % 1a possdde
dans AY . :

Nous désignons par (4y, 4,),, les espaces d'interpolation de Tiong—
-Peetre entre 4, et 4,. S

JOROLLAIRE. Les espaces [(Ao, A1)ool" (% et (AFjo, AV[U),} ne
coincident pas en général.

Démonstration. Solent 4, et 4, deux espaces entre lesquels
existe une injection continue et wuniformément convexifiante. Soit
A = (4, Ay, un espace d’interpolation entre 4, et 4,, aveec 0 < 0 < 1,
1<p< oo; 4 est réflexif d’aprés [1], chap. 3, prop. 1. D’aprés la pro-
position 1, Iinjection de A7 /% dans A% est encore convexitiante, done
(A0, AT[U)s,p est véflexit, Si Von avait (AN)@, AV/u),, = A¥ |, co
dernier espace serait réflexif, et done A serait super-réflexif. Mais ceci
est faux en général: on & vu dans [1], chap. 1, que si 4o est un ewpace
d’Orlicz convenable, et 4, I'espace L*([0, 1], df), Iinjection A g4y btait
uniformément convexifiante sans qu’aucun espace entre ceux-ci ne woib
super-réflexif. Ceci établit notre corollaire.

Remarquons toutefois que les normes des deux espaces [(4,, Ao T U
o (A?/%,Ai"/%)m sont néanmoins comparables. En effet:

ProrosrrionN 2. II %miste une injection continue de
(Ao Adopl /% dans (4T |2, AT|2),,.

() Voir la note & la fin du travail.
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Démonstration. Notons B le premier espace, F le second: A,
= ANju, A; = A¥|u. Soit weB; on peut représenter 2 par ‘

@ = (W)eny  aVec |y = lim 122l g, 305, -
00 ”

Par définition, x; peut &tre représenté par
@ = uy(n) +vy(n), Y, avee [¢"u, (M) lhppagy < o0 ”@ﬁn”{(")”m(ﬁl) < oo
ob
@lagaps, =  Inf  max (6 u(n)locagys I 0 (m)limpay) -
" i)+ vy(n)=2gyn
Soit &> 0. Soit (u,(n)), (v;(n)) une représentation de w;, pour chaque i
d ¢fi prés, c'est-a-dire
ll%;”u,,,AI)M 2 Max (Hgfonu.'(”)”wuo); ”f"fln'l’i(”)”uou!)) —efi.
Posons - ‘ '
a(n) = ('“’i('”'))w b(n) = (’”t("’b))r
Pour chaque n, a(n) et b(n) définissent des éléments de AY/% et AY|%,

et 1’8lément a(n)-+b(n) = (uf(%)—}—v{(fn))i est indépendant de n.
Notons & == a(n)-+b(n). On a

6" a(m) oy = [ 3 lim ™" ay(m) It | < Tim [ 3 16" () 15, ]* < Vol
.ﬂ» 100 - 1 n .
U

ot de méme .
: Hﬂ'l b(n)“zp(jl)g “mHE'

Donc & est un élément de F, avec
o £ ¢
18] <max (lle*" a(n)lmzy, I b(n)inzy) < llellz

Il est clair que « ne dépend pas du choix de la représentation de ; en
Ug(m) -+ (n), Vm; on vérifie également qu'il ne dépend pas du choix
den (@) o que Vapplication construité est une injection; ceci achéve
la démonstration de notre proposition.

Ajout§ & la.correction des &preuves:

(1) On pout remplacer 1o définition 1 (finie-représentabilité) par la
délinition. suivante:

Soient (Ay, e.oy.4,), (Byy ..., B,) doux n-suites d’espaces de Banach
avec des opérateurs 1, ot Ty respectivement (k =1,...,n—1). Nous
dirons que (By,...,.B,) ost finiment représentable dans (4, ..., A,) si:

Pour tout e > 0, tout ae N, tout n-uple de sous-espaces de dimension. a,
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B}, ..., B}, contenus dans By,..., B, rvespectivement, satisfaisant
B = T4,B; pour b =1,...,n—1, il existe un n-uple de sous-espaces
de dimension a, A3, ..., A}, contenus dans A4,,..., 4, respectivement,
satisfaisant &4 A}, =T, A, pour &k =1,...,n—1, et il oxiste n igo-
morphismes Uy, (k =1, ..., n), de B} sur A}, avee [|U,| << 14e, [UFY
<14, avee V zedl, Tyo = U,y T, Uit (Cetto derniére condition
bquivaut & V ye By, Ty = Uil T, Uyy.)

On obtient ainsi une extension de la proposition 1, la démonstration,
étant identique.

(2) Il convient de préciser le cadre ol sont définis los espaces d'inter.
polation :

Soient 4, et 4, deux espaces de Banach contenus, avee injections
continues, dang un e.v.t.l.c.s.of. Soient § = Ao+ 4, I = A,N4, (voir [27
pour les définitions). Soit 4, I'injection de 4., dans 8, iy 530110 de A, dang 8.
Soit % un ultrafiltre non trivial sur N. Notons A,, 4,, § les ultrapuis-
sances de 4,, 4, 8 respectivement, 4, extension de 4, de .4, dans 8,
i, Vextension de 4, de 4, dans § (ce ne sont pas des injections), ¢, ot i,
les injections obtenues en passant aux quotients A,/keriy, A, /kers..
Dang la suite, la notation (4, ﬁ;)o,p désignera l'espace d’interpolation
entre A,/kerd, et A, [keri;, considérés comme plongés dans § par les

v

injections 4, et 7,.
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