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Schéma des différences finies pour un systéeme
d’équations non linéaires partielles elliptiques aux
dérivées mixtes et avec des conditions aux limites

du type de Neumann

par MARIAN MALEC (Cracovie)

Résumé. On considére une méthode des différences finies pour un systéme
d’équations non linéaires partieller elliptiques aux dérivées mixtes et avec des con-
ditions aux limites du type de Neumann.

On démontre, sous certaines conditions, que cette méthode approchée est con-
vergente. On évalue aussi 'erreur de la méthode des différences finies proposée.

1. Les processus stationnaires d’échange de masse et de chaleur (ne
dépendant pas du temps) se laissent décrire en général a I’aide de systémes
du type elliptique sous la forme:

Ou; az'u; N .
(1.1) fl(%“;%,m) =0 ({(=1,...,p)
ou
z = (2,...,%,) €[0,0]", u=u(x)= (ul(“')y ceey up(w))f

o) 0
b ’—,llt’ -

or  |oz;)’  oa? 0;0;

La présence des dérivées mixtes de la fonction u; (! =1,...,P)
dans le systéme (1.1) permet de décrire, entre autres, & 1’aide de ce systéme
les processus de chauffage ou de refroidissement des corps anisotropes.
Dans la pratique on commande ces processus en imposant un flux de
chaleur au bord du corps chauffé ou refroidi, ce qui équivaut & 1’imposition
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de conditions aux limites du type de Neumann:

au,
(2} = pu(x) pour z; =0,
oz, .
(1.2) 5 l=1,...,p,1=1,...,m).
U
oo, @) = val@)  pour ;= o

Dans la présente communication je propose une méthode des diffé-
rences finies pour résoudre le probléme différentiel (1.1)-(1.2) et je dé-
montre que cette méthode est convergente.

Il est & noter qu'un pareil résultat a été déja obtenu par Malec(?),
mais seulement pour le cas particulier ol p = 1.

2. Dans la présente communication on admettra les hypothéses
suivantes:

(1) les fonctions scalaires fi(z, u, g, w) (I =1, ..., D), & = (&1, ..., &),
U=AtUyyeeeyUp)y @ = (qry-rvyQn)y W = (Wy1y ooy Wypy ooy Wpyy -0y Wyp) SONG
de classe C' dans Vensemble

(2.1) D = [0, oT" x RP++n*
ot satisfont dans cet ensemble aux conditions
of a
22) SL<D<0, o< K U =1,p w15y,
7]
u #1),
af; .
(2.3) 'd—‘gr t=1,...,p,%=1,...,1),
1

af, K .
24) 0<g< ?9&%('5;‘2-!6@?.-,“ l=1,...,p,6=1,...,n)
Ed

J
2 -
ol L, K, I' et g sont des nombres;

(2) pour des indices fixés I, ¢ et j (o0 L <I<p, 1 <<i<,, 1 <j<n
et ¢ # j), la fonction 8f,/0w,; est dans ’ensemble D toujours non négative
ou bien toujours non positive; ’

(3) les égalités

f, o _ ‘
aw:] :aw:i (l=1,-.-1py7«=1,...,'n‘,j—_-]_’“_,n)

(2.5)

sont satisfaites en chaque point de 1’ensemble D;

(1) M. Maleec, Sur une méthode des différences finies pou‘r Uéquation différentielle
non lindaire elliptique auz dérivées miztes et avec ume condition aux limiles du type
de Neumann (3 paraitre dans Zeszyty Naukowe Uniwersytetu Jagiellonskiego).
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(4) les constantes L, K, I', g, p et h sont telles que

I
(2.6) T - 520, L+E(p-1)<0;

(3) les fonetions scalaires u;(z) (I =1, ..., p) sont de classe C? dans
Pensemble E = [0, o]" et vérifient le systeme d’équations différentielles
partielles (1.1) de méme que les conditions aux limites (1.2).

3. Supposons que N soit un nombre naturel et que m,, ..., m, soient
des nombres entiers et posons

M=my,...,m,),
(3.1) Z, = {M: 0<m;<N+1,i=1,...,n},
Z, ={M: —-1<m<N,i=1,...,n},
(3.9) — (M) = (Myy coeymy_yym;—1,m; 0y ...,my,) (M eZ,),
(M) =(myycoym_y,my+1,myy,...,m;) (M eZ,)
(t=1,...,m),
(33) Z —={M: il existe i et j (1<i<n, 1<j<mn) tels que i(j(}M))
ouwi(—j(M))ou —i(j(M)) ou —i(—j(M))appartient & Z,Z,}.

Faisons correspondre & chaque multi-indice M € Z les nombres réels
oM (1 =1,...,p) et posons

) 1 ) .
Mi __ (M) — (M)
v = o —w
i 2h ( I 4 ),
) 1 . . , )
oMY T (M) d(M) = i(M) gy —i(M) 90 My i(3(8)
(3.4) ! ohz (—v I LT + 297+ +
_}_pl—i(—f(M))), .
. 1 . . . )
v MY = o (00 o]0 4 40 4 g TO0 — 2 — g ~HH0) —

_073(7(1‘4)))
l=1,..,p,i=1,...4m, j =1,..., "y MeZl”_Zz)-

Considérons maintenant dans l'espace euclidien & n dimensions R"
Pensemble des points nodaux dont les coordonnées sont

(3.5) ™ o=mgh (5=1,...,1),

ou M = (my,...,m,)eZ, 0<h =0o/N et désignons le point nodal
(z™, ..., &™) par z™.
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Dans la suite nous admettons que les nombres v} satisfont aux
égalités

ot = gy (z™) (m; = 0},

o = yy(2™) (m; = N),

i) — i) 4 9k [y, (2™) 4wy (@™)]  (m; = m; = N,
1 #7),

(3.6) Q)z’i‘j(m) = ’i’}'(_j(m)—zhb’u(‘l’M)_V’tj(wM)] (m; =0, m;y =N,

1 %),

o M) = o000 — 2 [y (™) + @y (@™)]  (my = m; =0,
i #9),

o N = o0 4 9k [y (2™) ~ gy (@™)]  (m; = N, my =0,
i #J)

t=1,...,p,i=1,...,n,j=1,...,n, M eZ,nZ,),
et au systéme d’équations aux différences finies
(3.7) f,(mM, oM, 0 M)y =0 (1 =1, vy 0y M eZnZy),

o les fonctions ¢, v, ¢ =1,...,p, i =1,...,n) et f; 1 =1,...,p)
sont les mémes que celles qui figurent dans (1.2) et (1.1), et

M M M
P = (V.30 ),
MI m Mn
(Z = (V] 5 eeey ¥ )y
MIJ M11 M1 Mnl Mnan
L4} (07 ey O Yy ey O Ty ey O )
(3.8)
. . . a1,
v M7 pour i #j eb >0,
Mij Wij
M . . 1
vy M9 pour ¢ =j ou <0
awij

t=1,..,p,t=1,...,m,j=1,...,n, M eZ,nZ,)
(voir ’hypotheése (2) dans 2).
4. Désignons par «™ = {u]M} (I =1,...,p) la valeur de la solution

du probléme différentiel (1.1)-(1.2) au point nodal ™ engendré par le
multi-indice M € Z,nZ, et posons

up™ = —Zhgy(a™)  (m; = 0),
u™ = u; ") - 2hy, (@)  (m; = N),
w00 = D) 4 2k [y (@) +y (8™)] (g =my = W,

T #J9),
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(41) U0 = oA 2R (g (a™) —yy(a™)]  (m; =0, my = N,
i #3),
up {H0) = G0 — 9k [gy(a™) +95(2™)]  (me =m; =0,
i # )
w0 = O0) 12k [y (&™) — 9 (&™)]  (m; = N, m; =0,
i # j)
(l=1,...,P,’l:=1,...,’n,j=1,...,’ﬂ, MEZI(\Z2).

LEMME 1. Les hypothéses de 2 élant satisfaites, u}® (I =1,...,p)
vérifient les égalités

(4.2) fl(mM’ '“'Mr u{ﬂv '“fuu) = n?‘(h) I=1,...,py M eZnZ,)

ot Tes grandeurs u™, wM? et uM1’ (1=1, ..., p) pour u}' sont définies de la
méme maniére que les grandeurs v, v et oM le sont pour v} (voir (3.7),
(3.4)) et

4.3) lims(h) =0, &(h) = max[ max |5 (h)[].
h—o0 1<IKp MeZ1nZ,

Démonstration. Les formules (4.2) et (4.3) sont évidentes pour
ceux des points nodaux qui sont engendrés par les multi-indices M € Z,nZ,,
1<m<N-1 (i =1,...,n), puisque u(x) est une solution de classe
CO? dans ’ensemble E du probléme différentiel (1.1)—(1.2) et les fonctions f;
(1 =1,...,p) sont de classe C* dans D, d’aprés (5) et (1).

Il faut encore démontrer que les formules (4.2) et (4.3) sont valables
pour les points nodanx M appartenant i la fronticre F de I’ensemble E.
Pour cela il suffit de prouver que pour z™ € 0E les quotients des diffé-
rences finies wM et w; MY, w M9 (1 =1,...,p,i =1,...,n,j = 1,...,7m)
94 (™) et vers 0%

; 0z;0x;
h—0 (cela résulte de la régularité des fonctions f, (I =1,...,p) dans
I’ensemble D).

De (4.1) nous tirons

tendent vers M)y

(@ respectivement, avec

. ou
't = pu(a™) === (™)  pour m; =0,

(4.4) 0u2
udi = yy(@) =— (@) pour m; = N

i

l=1,..,p, i=1,...,m).
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Soit

u,(¢)y pour re H,

Up(@yy oovy Bigy —Lgy Ligyy oeey mn)+2mi¢li(‘i"i)

(4.5) u (@) = pour z; €[0,0], j =1,...,m, j #1, a:,-e[A—a,O],
Uy (@, vy Ly_yy 20—, Ty, cooy ) —2(0 — 2;) ()

pour z; € [0,0], j =1,...,m, j #1, ®; € [0, 20]

(2 =1,...,n)

O U =1,y Py B = (TyyeeryTi_1y 0y Byiryeeny @)y By = (@ayonvy Ty,
Gy &ipryeeey @y) (2 =1,...,m). '

Les fonetions «; (z) (I =1, ..., p) sont de classe C? dans ’ensemble
Et = EU(Efv ... VE}) ou

(4.6) E,jF ={reR": o;e[0,0],)=1,...,m,j #1, 2;€[—0,20]}
(z=1,...,n).

Les dérivées des fonctions ;" (I =1, ..., p) peuvent donc étre approchées
par les quotients des différences finies formés de la méme fagon que les
quotients u; MY et uf M7 (1 =1,...,p, 4+ =1,...,m, j = 1,...,7n) pour
les fonctions #; (I =1, ..., p), mais sous la seule condition que tous les
points nodaux figurant dans ces quotients appartiennent & ’ensemble E*.

Comme les valeurs des fonetions u;" et u; sont respectivement égales
aux points nodaux engendrés par les multi-indices M, '—i(M), (M),
j(M) (j=1,...,my, j # 1) lorsque m; =0 ou m; =N (i =1,...,n), et
les valeurs des dérivées du second ordre de ces deux fonctions sont les
mémes pour z¥ € E, on a

. 02
(4.7) u® = aa::l (™) + 0 (h?) pour m; =0 ou m; = N
i
(¢ =1,...,n),
uF M =ﬂl—(a}M)+O(h2) pour m;, =0, m; =0
awiawj ¢ J !
m; = N (1 #j),
. 02
(4.8) w9 = T (™) +0(h?) pour m; =0, m; =N
0, 0x;
(v #J),
2
wy MY = —f)—i(wM)-kO(h% pour m; = m; = 0 ou
093,-6.7)]- /

m; =m; = N (i #j)
I=1,...,p,0=1,...,m,j =1,...,m).
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Tl faut montrer que

9 J0%u
limu 9 = Po(a™ our m;, = m; = 0
oo (] 6:vi6wj( ) jY 1 'j
(4.9) ou ’m,- - mJ - .N ("; #j)’
C g 0%u ) )
L

l=1,..,p,t=1,...,n, ) =1,...,m).

Nous ferons la démonstration des égalités (4.9) dans le cas ol m; = m;
=0 (i %j). Simy=m; =N (¢ #j) ou m; =0 et my =N (i #j), la
démonstration est pareille.

Soient done z™ €dE et m; =m; =0 (i #j). Nous aurons alors

ou ou 1 02u
1(1(1![)) oM .M M  pe L, M
(4.10) =t +h[am,. @)+ 5, @ )]+ 5" [amg @) +
62’“1 M azul
h? O(h?
o )|+ s () O
D’ou
2 1 . »
(411) %WI) ~ Tape [“EU(M’)ﬂL“?("M”—%i” -
2
—2h(%( M) (wM)) —hz(a (z M)+ (@) ] +O(h).
o, 0} 0}
Mais

WM = M 4 91 [y (™) + gy ()]

. ou ou,
w0 g | 22 () 4 S ()|
i ]

(voir (4.1) et (1.2)) et

0%y 1 _i()-
(')a;z hz — [u™ — 20" ;D]
i

(voir (4.7) et (3.4), (3.8), (2.5)), alors

(4.12) -Egi;’—; (M) = 2;2 [UiUD) | gy H—3BD) _ gy M 1 gy i(M)
et}

- 2uP — w0 g JD L 9y M i L O (h) = u M - O (h).

La démonstration du lemme est terminée.
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5. THEOREME. Les hypothéses du 2 étant salisfaites, les mombres v}
et uM (1 =1,...,p, M cZ) sont déterminés par les formules (3.6), (3.7) et
(4.1), (4.2) respectivement, on a powr rf =uM—oM (1 =1,...,p);

M —e(h) _
{5.1) |73 J<L+K(p—l) t=1,...,p, MeZ)
(voir (4.3) et (3.3)) et
{5.2) imM =0 (I=1,...,p, MeZ).
h—0

Démonstration. Vu que (5.2) résulte de (5.1) il suffit de prouver
{b.1).
De (4.1) et de (3.6), nous tirons
i = i pour m; =0 et m; = N,
{.3) UM — i) pour mi =m; =0 et m; =m; =N,
rjCID) = M) pour my =0, m) =N
t=1,..,p,0=1,...n,4=1,...,m, 1 %), MeZ nZ,).
11 résulte des derniéres égalités que

(5.4) maxr =0,  minr® = #P0,
MeZ MezZ

ot A(l) €Z,nZ,, Bl)eZ,nZ, (I =1,...,p). Soit

(5.5) 0 = max 0, PO = min 0.
1<I<p 1<i<p

Tenant compte de (4.2), (3.7) et appliquant le théoreme de la moy-
-enne, nous obtenons

{8.6) —e(h) <yl = f, (p40), 40 YABI QAGWITy
_fk(wA(k), ,UA(k)’ 'Uf("", v;:t(k)].z)

ol 7 s n
A(k) A (k A(k k)i A(K) . A(R)E]
= Z‘ckﬁg )l )+2bkj( VA7 4 Zam‘f’fk””
j=1

.ol

of, of, ap '
B = g (Th W =5 (), el = Bw_ﬁ(‘)]
(i =1y, =1,...,m)

-et les dérivées sont prises en des points convenables.
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D’une facon analogue, on parvient & I'inégalité suivante:
(6.7)  s(h) > yf® = f,(@®, uB®), WFOL, (FON)
—£,(&7, 070, oOT, oFOI)
— B(S),rB(s) B(S)TB(S)J B(s) B(S)u
C; —+ b + a,
3o St 5

Montrons maintenant que

A(k) —e(h)
(5.8) rdt) < IiEp_1)

Nous démontrerons (5.8) par ’absurde. Admettons que l'inégalité (5.8)
ne soit pas vérifide, c’est-a-dire que

—e&(h)

*)
(6.9) ra® > IoEKp -0

En utilisant la définition (3 4) et en tenant compte de ’égalité ais”
=ap® §=1,...,m, j =1,...,n (voir (2.5)), nous obtenons

L)

n P
. . 3

(5.10) §,‘aﬂf>r,f<k>u+ Y birgi . N oo paco
j=1 u=1

i,j=1

1 1 .
-3 [;( o Y‘l o) + 4040 -4 =)+

:i=.aé

1
1 1 W .
_ - (k) A(k) A(k) A e— i AR) _ Ak)
+h;‘[h( le ) -0z ](rk r®) 4
. 17&1

th kauc)] [(r s(kl.j)]'(A(k)))_,rA(k)) +-

i';;:’l
+ (,.’:a‘( —ae;d, §)i(Ak)) T,‘f“‘))] +
kY
+ 2 CA® A0)
p=1
ou
+1 pour az?

(5.11) s(k; 4, j) :‘ E=1,...,m,§=1,...,7).

>0
—1 pour afP <0

5 — Annales Polonicl Mathematici XXXIV,3
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Il résulte des hypothéses (2.4), (2.8), (2.6) que

r
e~ Seat) o> - L0

iz
(5.12) (6 =1,..., 1),
L (g0 _ - A(k) a9 _ T
o (o= D atfPl) — 400 > . — 5 >0
i=1
j#i
tandis qu’h partir de (5.4) on arrive &
pilddo) _p a9 < o p A% _yp 409 <

(5.13)

r;'c(s(k;i,i)i(.4<k))) _ ,r’zcl(k) <0, ,.;i(—s(k;i,i)l(Atk))) _,-f‘i(k) <0

(t=1,...,myJ =1,...,n).

Remarquons aussi que

P P

(5.14) Zc’ﬁk)’f(k) = cAR)pal) 4 2‘ a’flsk)r;‘!(k)
n=1 u=1
ek

< o) ) 4 Z CAU A < )y d() 4 2 oA 20

p=1 p=1
Utk vk

< OO + K (p— 1% < [L+E(p-1)]ri® < —s(b)

(voir (2.2), (5.5), (56.9), (2.6)).
De (5 10)—(5.14) nous obtenons

(5.15) 2 aE AW | Z BA® A 2 APrA®)  _g(h).,

i,j=1 p=1

La derniére inégalité est en contradiction avec (5.9), ce qui achéve
la démonstration de l’inégalité (5.8). N

D’une facon analogue on peut montrer que l’inégalité nous donne

(9) e(h)
(5.16) e >L+K(p_1).
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11 résulte des inégalités (5.8) et (5.16) que
—&(h)
+K(p—1)

(voir (b.5) et (5.4)) ce qui achéve la démonstration du théoréme.

(5.17) <7 (1=1,..,p, McZ)

Regu par la Rédaction le 19. 3. 1975

!



