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CoROLLARY. Suppose that the proposition holds for some o and that
f(n) = 7, where f(n) and T are as above. Then for any ¢ >0, N> L and R

cubio forms in n variables there exists a non-zero indegral vector x -satisfying

(5.17) max ol < ¥ and  max 0'(e)] € N0
i 1 .

where

(5.18) 0 =c{1+0(m "M g oo

and the implicit constants depend only on & R, n and s.
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XXXIV (1978)

DarstellungsmaBe bindrer quadratischer Formen iiber
totalreellen algebraischen Zahlkérpern

von

HorsT PreUrrez (Mainz)

Von den lokalen Fakioren in der MaBformel des Haupésaizes der
Siegelschen analytischen Theorie der quadratischen Formen iiber al-
gebraischen Zahlkérpern: sind die dyedischen Darstellungsdichten am
umgstindlichsten zu Dbestimmen, jedoch hingt der Aufwand sehr von
der Berechnungsmethode ab. Die Darstellungsdichte einer bindren, lokal
wicht modularen Form duxch sich selbst, die von Xorner ([6], Satz 3)
fiir quadratische Zahlkorper bestimmtb wurde, 148t sich ohne Mebranfwand
aueh fir beliebige Zahlkdrper angeben, wenn man geeignete Invarianten
vor, O'Meara [3] benutzt. _ - .

Die p-adische Darstellungsdiehte eines Gitters hangt nur von semer
Tokalisierung nach p ah. Bs geniigh daher, o-Gitler G auf einem zwpeidi-
mensionalen Rawm mit nichtousgearieter quadratischer Form iiber einem -
p-adischen Zahllorper mit Ganzheitshereich b zu betrachten. Ein nicht
modulares Gitter ist bis auf Skalarfaktoren an der Form von der Gestalt

' 10
@ =om14_nm2 0 a

nit e g, 55 =p° = 26 und 3G = 7° a. Die Bezeichnungen sind ang [3]

. - . 3
_entnommen oder in [7] erkldrs. ©

Mit den Frilfsséitzen 2, 4, 8 und 7 sowie (28) aus [7] folgt

dy (0, G) = Np***d, (G, 021)y
worin . : '
A (&, 024)

dp(Gv D"T’I) = mpv

* fiir geniigend grofes » und A (G, ozy) die Anzahl d_er modulo p’a ver-

schiedencn Velktoren o == &p, 47, aus G mit

() | (z, ) = & +nan’ =1 (mod p’)
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ist. Bei geradem s == 25’ hat (»), wie man mittels o = &—a"y (mod p*)
und g = a-+1 sieht, ebenso viele Lisungen wie
{#%) F 425ty A By = 1 (mod p*).
Ahnlich wie fiir [7], (32) kommt es bei der Bestimmung dieser Losungen
aunf den gunadratischen Defekt (siehe [3], § 634)
) Gy 8 ungerade

o(—da) =| ponee

s;0(—a), § gerade

an, Wahit man o B.dA —a =1 {mod d(—a)), so ist fo = d(—a) < p.
BEs sei jetzt p gerade und der Exponent ¢ definiert durch

REE
p? = do-2p % L —dF).
Im Falle p° = d(—d@) isb s< o <2¢. Wenn s ungerade, also ¢ — s

ist, schlieBt man 7 e2p e aus (#); denn andernfa.lls wire (£ —1)o
. =rfay’n & 40, also (£2—1)p — (£ —1)?n ungerade p-Potenz. Tolglich
£ =1 (mod 2p). Setzt man : .

£ = l-{—2 o (mod p’),

q=2x Py (modp

30 wird () glemhbedeubend mit

Eo-a-vK~i~ar {5 ]anu = 0 (mod p"™™). |

%

] o I8
Da s—2 —] =1 ist, gibt ey zu jedem 5, modp L+ H zwel Lisungen

2
ae

£, mod p"~7% alse 2Tp® £mod p®, mithin

| ol
A (G 0m) =2%0p
Wenn s = 25" gerade ish, folgh § = a4, mit fy €u wnd o = s+2i—1.

_ S 2 . o : _
Man sehheBt_ ?? E-Ep ¢ aus (x+); denn andernfalls wére =°fy ¢ 2p*, also-

(F—1)p = (2n° —Ln"ﬁn nn = 7By $ T 0, das ReiBt (*—1)p = (£ —1)2p
ungerade p—Potenz. Folglich g_ —1e2pf ?;n g: QL_ pund $ =1 (mod 2p~*1).
Sefzt man : g ' o
=1 2_1 &y (mod p”),
2
K = g (med p7),
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50 wird (+*) gleichbedeutend mit
7 Bolo+afols Do+ = O (mod pr =771,

Wogen m'fl,{,+ wfylo ep und I eu gibt es zu jedem f, mod p™ *" ! mwei
Losungen 7, mod p"~2*%-1 also 29p°™ 5 mod p’, mithin

.Apv(G, 01?1) - ‘)mp"ﬂ*'%iu—g'

Iim Fa]le 6( —d@) = p° < 5, 186 notwend_.ig § =28 < Beund #°fo = (—dF)
c 2p¥ = p°. Das bedeutet 2% =1 (mod 2p*), und (x¥) wird durch den
Angatz
e
. F=1tm Ze (mod p%)
gleichbedeutend zu
e45'+1 . RS
e, [

S+ 3t =0 (mod p ).

Zu jedem' Somod p - gibt es wegen ;=" f ep genau eine Losung
nmod p'~*"%, also Fp*** 5 mod p”, mithin
ol
‘ A {G, p2;) = Np -
Im Falle s, < p°, das heiBt p” = 4p hat (+) fiir jedes » mod p" genan zwei
Losungen £modp'~¢, da 1—=*ay’ =1 (mod 4p) ein Quadrat in 1 und
mit £ mod p* auch die volle Restklasse & mod p'~* Lisungen lieferf. Daher -
ist CT ' ' ' :
Ap (G, oxy) = 2Mp"*.

In allen Féllen ist das BErgebnis 4,.(@, o0z,) = Eﬁpw [?] r, also

: stet [4]
dy(G,.G) = Mp Hy
mit : :
1, I —d6) < = s,,
T= 2, d(—d@) = p° oder 5, c p°.

Die: in [7], Sadiz 1 und (32) enthaltenen Formeln fir die Darstellungs-
dichten nnimodularer Gitter & lassen sich ebenso formaulieren, indem
man § =0, p”* = nGwG und '

1, 40 = p° und I(--df) < p°,
2, 4p = ol = 8 { —d&),

L3

4p =7
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gefzt. Diege Werte stimmen in den in [6] behandelten Sonderfillen mit
den dorfigen Krgebnissen itberejn, wie man nach einiger Rechnung sieht.

Bei ungeradem p sind entsprechende Formeln schon von . Siegel
(siche [2], Hilfssatz 56 mit [6], Hilfssatz 8) angegeben Worden, namh(h

[ 1— E(—p)—, @ unimodular,
dy(ti, @) == Tp :
]29243“’, G nicht unimodular.

Dx lokale Skalarfaktoren an der Form nach 7], Hilfssatz 7 beriicksichtigt
werden konnen; sind damit alle Tokalen Darstellungsdichien fiv olle For-
aen vom Range zwel erplizii bekamni nnd von der Gestalt .

4,(6, &) = ROE)N(E) Ry 1,

Fir ein vp-Gifler G auf einem zweidimensionalen Rewm V anit nichious-
gearteter totalpositiver quadratischer Form dber dem totalreellen algebraischen
Zahikdrper K besagh die MaBformel von Siegel [2]:

1 1 T .
@~ v = G’)[J (6, ),

worin 4 die Diskriniinante von K ist und die i'eelle Darstellungsdichte
den Wert :

16, 6) = VR(G) (i})

mit » [IL O] hat. Das Produkt ist naeh wachsenden SRp geord:uet
Zusammen ergibt sich mit 5 = (s¢) b

“ﬁ(@‘;};l/m ””( S [l

wobel _ : :
(% (G () 7= 5, =9,
~-1
J.ﬁlll—xgi?) , Ao, = 97 und (s6,) 0 (—dGy) < P 5 =0y,
L ‘ : :
2, p < p° und (s¢,) F0{— dGr) =% & = Dy
\1, senst

nnd z der erzengende Charakter von XK (V ——(Z('}K') {K, insbés‘ondere x(p) = 0
fiir relativ verzweigte p ist. :

icm
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An dieser Formel dndert sich nichts, wenn man @ statt auf 7 als
Gitter auf Vo o, das heiBt versehen mit der quadratischen Form aq betrach-
tet. Insbesondere ist d(Vea) = a2dV und der Korper K (V —dGz) bleibt
derselbe. Durch geeignete Wahl von ¢ ¢ £* kann man erreichen, daf 1
von To a__d‘iargestellt also Voe isomefrisch zun dem  K-Vektorraum
F' = K(V#é), verschen mit der quadratischen Form N = Ng.x, wird.
Dabei sei 6§ = --de Die zu N gehirige Bilinearform auf K ist dureh

(2, 9) = 8(x7) = 2y -+ Fy

gegeben, worin 8 = 8y die Spur und ~ der erzeugende Automorphis-

nwus von E'jE ist. '

Das pg-Gitter B = og auf K’ hat nach dem Produktsatz fir die

Diskriminanten und der Definition der reduzierten D:ﬁerente Ognm
= §(0g) In [4] oder {5] die Invarianten

SR = dgx  und DR = dgg

gowie '

Fiir alle vg-Gitter A awf K mit denselben Invarianien stimmen auch die
iibrigen in die obige MapBformel eingehenden Gréfen wberein. Dies ist offen-
gichtlich bei den ersten vier Faktoren. Zur Bestimmung. des letzten ist
die vollstindige Hiille 4, fiir die geraden p zu untersuchen.

Tm Falle v,(8) == 0 (mod 2) und 8,(8) < 460, ist p in K'/K unver-
zweigh, also kein Teiler von dgx und 4, unimodulsr mit nd, = 2o,.
Daher ist p” = 4p, und 7, = 1L

Im Falle v,(4) =0 (mod 2) und 4éo, < 8,(8) ist 4,(8) = ép™~* mit
l<i<<eund p in K'JK verzweigh. Wemn 6, € K mit 8 = § (mod sp*?)

: L ST ot+Vs o,
und = e K als Primelement fir p gewdhlt wird, ist 2’ — 1—|—H_ ek
17
2
Primelement fir den Primifeiler E}S von p in K’ und D(x % )0y = —=7 Dp
53

= PN dor B- Beltra,g qur Ditferente Dgx. Daraus folgh einerseits

. 2 2 i1
od, = (?1—) Dy, andererseltﬂ nach [5] sd Ay = 4,0 ”

z
= —— D
P pred 17

ist unimodular mit den Invarianten ddy = — - ond ndy =p~' o 2,.

1
Weiter folgt mit [3], example 93:10
Pt = 8, (?) = 0 ~dA}) < ndjwAd} =p* w4,
. N I .

also schlieflich p° ¢ wAd « nd} =
und 7, = 2.

pil Daher ist p® = ndpwdy = p !

2 — Acta Arithmetica XXXIV,2
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Tm Falle v,(8) = 1 {mod 2} ist 7,(8) = do, und p in K'/K verzwelgt
Wenn = e K als Primelement filv p mit 6 = = gewahlt wird, ist 7" = Vo cK'
ein Primelement fir P und D(x’ )13s = -_ﬂl der P-Beitrag zun Dy . Daraus
folgt b4, = 4p und 54, = 20,. Ay = A,04 ist nicht unimodular, sondern

=P und fhy(— —dA4}) = dy(z) = :m Da,her ist

p7 = 4op+2p[?] 1 —dAY) =p = (s4,)  d(—dAy)

und r, =1
. Stets ist also 2;1" o gerade der p-Anfeil vom k., mithin
.)n. Y .

H%‘J = m(sAj‘

i ()K ]L)

Ferner ist 7, = 2 genan fir diejenigen geraden p, die zwar in dgx, aber
nicht in s aufgehen. Da es ungerade p dieser Art nicht gibt und s|dg

ist, folgh 7
[Te[Tn= ]I 2=

pts B2 Pib R K

wobel pu die Aneehl der endlichen Verzweigungsstellen bezeichmet. Aus '

dem letzten Argoment folgt noch x(p) = 0 fiir alle pls, also

]m] (1m~ 3;%) — L{llp)

Fiir ein og-Gitter 4 auf K’ = K(V3) aus derselben Ordnung wie B —
wonit naeh klassischen Vorbilde [1], §9 die Ubereinstimmung der In-
varianten s, n und b gemeint sein soll — nimmt die MaBformel die Ge-
gtalt -

1 @mr 2

SO il — P
M) Vd VR{bew) i

an. :
Nun ist bekamntlich . (s) = g(8)L{s]y) und Iy hat bei s =1
das Residuum : .
_21(2n)*R

T Vil

ks

worin #, nnd », die Anzahlen der reellen und komplexen Primstellen,
die Einheitswurzelanzahl, d die Diskriminante, B den Regulator und &
die Klassenzahl von K bezeichnet. Daf K totalreell ist, bedeutet », = n,
75 =0, w =32 wnd 4> 0. Die entsprechenden Grifen fiir dem total-
imagindren Kirper K sind » =0, 75 =n, w' und {2 = N(dg )@
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Der Bewels fiir den Zusammenhang zwischen den Regulatoren eines
Einheitsworzelkérpers und seines maximalen reellen Teilkorpers in [4],
§ 28,4 IT benutzt nicht mehr, als daB jener totalimagingre, guadratisehe
Erweiterung des totalreellen ist; es gilf daher anch hier

g1
J p—
0

. . . . u .
mit dem Einheitenindex @ = — (M-t 11,). Danit kann man den Wert
w7

der L-Punktion durceh arithmetisehe Tnvarianten von K und K aus-
driicken, und die MaBformel reduvziert sich auf

-

1 h

[T )" " .
ard) T 0%

Das Mal des Gitters 4 auf dem totalpositiven Vektorraum V
definiert als die Summe :

=K' ist

(A}

' !

iiber ein Reprasentantensystemn A; der Klassen im Geschlecht von
4 miit den Ordnungen FE{d4, der orthogonalen, Gruppen O(4,) =
{oe O{TY A} = A}

Die Multiplikation mit y € K ist genan dann eine Isometfrie o, von
¥, wenn N {y) = 1 ist, und SO(V) besteht genau aus diesen Isometrien.
Die Spiegelung zum Vektor V4 ist die Konjugation oy: x—% wnd O(V)
=80(Mug, 80(T). Da V tomlpositiv ik, sind alle Gruppen O{4)
endlich. Aus o, € 80(T) folgt 1 = of = T ks also 9% = 1 nit k e N. Tin-
gekehrt gilt fm jede Einheiiswurzel y. e K von selbst Niyy =y =pp*
=1 nnd y4 = A4; denn ich werde gleich zeigen, dal die Gitter A aus
der Ordnung von R geb;ochene og-Ideale sind.

Dazu seien n, und o, dic Ringe der fiir p ganzen Zahlen von K und
K', {1,7'} eine p-Ganzheitshasis und 4, = 0,4 (anders als oben) die
Lokalisierung von A innerhalb K'. Als endlich erzeugter, torgionsfreier
o, Modul st A, = o,2@ 0,y frei. {z,y} ist anch K-Basis von K, also

e * K o i}
K (?l) :(f Z))(y) mit &gl ee K

und sogar y = 0. Folglich sind 8(zx') = £+ o wnd N{x

- ¥
-ﬁw__

fiir p. Aus ¥y o
A
E—i—ﬁi

N = Em—yl ganz

1} 3 '
liest man 8 ( ) = -fi%i nnd N(»J—) = — 2 ah.
. & 7 I 7
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_ Der p-Beitrag zu dA ist daher

m)2

b, = (@, ), = (AN (2 N () — S o, = (—4L — (0 — &%) 0y

wihrend der p-Beifrag zu bga
2, = d(1, 7)o, = (4N (=) ~8(=")Yo, =
ist. Es folgt N(z)p, = no, und fiir den p-Beitrag von nd = 2og giit
= 1A, = 2 ()0, + 28 (@) 0, -+ 2N (4)0, = 2 (10, + (@ — &0, + Loy

Das geht nur mit & 7, 7, » 0,. Dann st 0,4, = 4, was wegen 4 = ﬂ_fl
die Behauptung liefert.

Wenn W <ug die Em.heltswzelgruppe von K’ Dbezeichnet, ist
damit SO(A) =~ W bewiesen. Genau dann gilk 0(4) > SO0(4), wenn
"4 = A mit N(y) =1 ist, das heiBt wenn die Klasse von A mur eine

engere Klasse enthalt. Sonst reprisentieren 4 und 4 zwei vermhwdene
engere hla,ssen und man kann schreiben

(—45L — (@ — &)%)y

Bi{A) +
Nt v e
M(4) é—l« R(A) _<a 2w Z w' 2w

Ap=pd; i j‘ﬁé?—di

worin b7 (4) die Anzahl der engeren Klassen ém Geschleohi von A bezeichnet.
Die Mafformel geht nun in eine Klassenzahlformel

B
FOAY = e
) = R -2--!
iiber.
Im klassischen Yall K = Q ist h =1, @ =1, und man betrachtef

primitive, ganzzahlige Formen ¢ = a&2+b&p+en® mit ,Diskriminante”
d = b2 — dac. Diese entsprechen gerade den Gittern der oben betrachfeten
Ordnung. Die Mafiformel bedentet damn, dal die Anzahl der engeren
Klassen cines jeden Geschlechts djeser Ordnung, multipliziert mit dem
konstanten Fakfor 2°~), mit der Idealklassenzahl von K = Q(l-"d),
wegen der eineindeufigen Beziehung zwischen Idealklassen und engeren
Formeniklassen alse mit der Anzahl aller engeren Formenklassen zusam-
menfallt, Der Faktor 2°7! mnB daher dis Anzahl der Geschlechter sein.
In [8] wird cine Formel angegeben, die ebhenfalls diese klassische Aussage
als Spezialfall enthalt.

Nachtrag: Bine dhunliche leassmzalﬂforxnal kommt in der kiirzlich
erschienenen Nobe [9] mittels einer Beziehung zur Tamagawazahl v der
Gruppe @ = {y e K'*! N(y} = 1} zustande. Das ist nicht verwunderlich,
denn ¢ = SO(V) und die Siegelsche MaBformel ist mit = = 2 gleichbe-
dentend.

[3]
[e]
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