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STUDIA MATHEMATICA, T. LXIL (1978)

Sur la primarité des espaces C(a)

par ,
PIERRE BILLARD (Marseille)

Résumé. Nous établissons la primarité des espaces de Banach O{a) oll a est un
ordinal dénombrable infini. )

Position du probléme. La primarité d’un espace de Banach B signifie
par définition qu’s chaque fois que nous avons une décomposition veeto-
rielle topologique B = X @Y de B alors I'un an moins des deux facteurs
X et ¥ est isomorphe & B. Nous obtiendrons iei la primarité des espaces
O(a) en désignant par C(a) Pespace de Banach, pour la norme uniforme,
des fonetions réelles continues sur le segment [1, a] des ordinaux inférienrs
ou égaux & Dordinal dénombrable non fini et fixé a, le segment [1, a]
&tant muni de sa topologie usuelle d’ordre qui est compacte.

Puisque la primarité de C([0,1]) ([0, 1] est iei le segment usuel
de la droite réelle) est connue (Cf. [2]), il en résultera (Cf. [4]) que tous

. les espaces de Banach O(K) (K eompact) qui sont séparables de dimension

infinie sont primaires.

Toute notre argumentation sera véelle et d’aprés [1] nous pouvons
figer nos idées sur Uétude de Cg(w™) = sous espace de C(0®") constitué
des f e C{w®") vérifiant f (@) =0, a étant un ordinat dénombrable > 1.

Afin déviter des construetions trop longues qui masqueraient 1n0s
méthodes, dans les Sections 2 et 3 nous fixons notre attention sur le cas
Co(0®") avec a = 1 mais dans 1a Section 4 nous monirons comment nos

méthodes donnent le cas général de Co(@™) avee o dénombrable =1L

1. Sur certaines basis de C(a). . .

DeipmvrrioN 1. Soit a un ordinal dénombrable > 1; en écrivant dans
P’arithmétique des ordinaux a = @y, 0%+ .. 0N {m; entier
>0pour 0<j<k et v, = premier ordinal non dénombrable > a; > ar_3
> ... >0qy > 0) g, détinira le fype de o; par exemple, les points isolés de
[1, o,[ sontles points de [1, w,[ de type0.

DEFmNITION 2. Soit. f un ordinal limite dénombrable > 1 et désignons
par I I'un des deux intervalles @’ordinaux [1, gl et [1, L.

Une partie A de I sera dite normale si elle est fermée dans I et de
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méme type d'ordre que I. Une familie [¢(a); al..4 de segments de I indexée

sur une partie normale 4 de I sera dite une famille normale associde & A si
elle vérifie

(1) Vo, a e A= p(a) est isolé dans I eb ¢(a) < a,

(2) pour chaque ordinal & les segments [p(a), a] pour lesquels type de
a (dang 4) = £ sonts deux & deux disjoints,

(3) VaVo', e ef o' €4 =[p(a), a] et [p(a’),d’] sonts disjoints ou
sinon P'un d’eux est inclus dams autre,

(4) VE, eI = {o,ccd ot £&[p(a), a]} est fini.

DErFmNrTIoN 3. Sofent § et I comme dans la définition 2, 4 une partie
normale de I, [p(a), a],cs une famille normale associée et pour chaque
a €4 notons y, la fonetion caractéristique Ko, 40 segment [p(a), a]
de I. Une application 7>, 46 lensemble N =T[1, w[ des entiers> 1

dans I'ensemble {y,, a & A} sera dite une numérotation normale de Aoy 2 € 4}
si elle vérifie

(8) n—y, est une bijection de N sur {y,, a e A},
(6) VnVa', m et n' € N et [p(ay) ay] > [p(ay), @,] =0 < n.

Lemwe 1.. Soit fe[l, o[, A une partie normale de [1, o[,
[o(a), aley wne Jamille normale associde et n—y,  ume numérotation normale
de {y1., e s A}. Dans ces conditions Ela SUite (%o, e, €SE Ue base mono-
tone du sous espace fermé B de Cy(w™) engendré par les y, (e ).

Démonstration. Clairement (1) donne Va, a € 4 =y, € 0y(0); il

nous suffit done de vérifier la classique K condition avec K = 1, cas dans
lequel il suffit de vérifier

) [i > z”x%llgfj A3 ﬂ-‘nxani! (A, € R pour 1 <n < m+1).
1<ngm I<n<mil o

Nous avons deux eas seulement 3 examiner; :da.ns le premier cas Va,

lsn<m=>[p(a,), 0] [9(n41)) @nis] =B ce qui-rend (7) immédiat;

dans le deuxidme cas la normalité de n—>7%,, donne des entiers 1 < n,

<Ny < ... << m (k> 0) vérifiant

®) Vi, 1<ji< k=p(on); 2] 2 [@(Gmyr), 2uyi] o6 Oy, & [P(ampy)y @]
ob Vi, l<asm et m g, ..., m} > [pla,), a,] A o (@my1); @mpa]

=0 e a, ¢ [p(a,), a,];

8 oaell, o™ [ vérifie a ¢ [p(tni1); o +1j alors clairement (Y anan)(a)
* <nem

={ 3 Anila,)(e) €6 si a véritie a e [p(amp), gl iie (8) mnous

I<a<m+1

déduisons (3 Auz, J@)=( 3 1, Yan)(0,) = 3 2, ce quirend encore
: 1<n<m 1<nm A+l I<i<k 7
(7) immédiat et le lemme 1 est établi.
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&i dans le lemme 1 nous avons 4 =[1, @ws[ alo'r:s le théoré{:ae d?;
Weierstrass donne immédiatement B = Cy(w™), sinon en désignan
ot of iant, & chaque
par I’isomorphisme d’ordre de [1, o [sug A et en associant,
aell, ®°, le plus petit ordinal p(a) €[1, »* [ pour lequel (p(a)) elp(z(a)),

" 7(a)| nous avons

(9) Va¥B, a b pelL, 0 [=(8 < [p(a), aler(p) € [r(p(a); (@ =7
E['P(T(ﬂ))’(ﬁ)])' ibl ‘b famille normale

i Vs @luern,0e’ €56 visiblement une "
::J’::ocgg: StI;lC ?f,l w[g) ([a qui [;érif[ie YoVB,a et fell,o .i [.ﬁ([?p(a;: al
= [9(8), P1= [p(s(@), 7(a)] > [p(F(8), v(B)]) donme en définissant T(f)
(définition non ambigie 4 cause de I'indépendance linéaire des x[,,(a)’,,]
(ae[1, »®[)) pour chaque combinaison linéaire f = . > iy des

<!
Ny . =T
v (@€ [y 0D 28 TP = 3 Aty mions svoms [71= KEL7]

< o B
ot puisque d’aprés (9) nouS aVons VB, pell, o™ [=f(8) = T(f)(v(B)) nous
avons obtenu le
1. Dans
TmvvE 2. Soient £, A 6 [p(a), ales comme dm';ss le lim;mzt - Dane
ces conditions si T est Disomorphisme dordre de [L, o™ [ sur D) alore
@ = a),a] (& E
le sous espace fermé de Cy(®) engm'fdré par les Ya %k’,(; ),5 (me)  alors
{1 emiste une unique application linéaire 6 zsométﬁque e Cy
ui vérifie .
’ VEvf, B ell, 0% 6t feCola™)=F(8) =T(f) (=(B)-
2. Sélection d’une certaine partie normale dq.a [1_, w®[. lisous Eac,)i;lz
fixons une projection continue P de C,(w®) de projection supplemen
Q et nous éerivons :

(10) Cglo”) =XOY ot X :P{O'ﬂ(w”’)) ot T = Q{Cy(0™). ' t
TEMME 3. Il est possible de former une suite stmtemern:‘, ?czz.zs:;wuz
(#h)pets,... Dentiors =1 telle que quel que s0it P ot quels que S0Tem
plo=1,2,...

, , o
ensembles B, et By de [1, 0] vérifiant [1, 0?1 = By,ul, dalors Vun ;m
. P
moins de ces doum sous ensembles contient une partie fermée ?p de :,E;}T;;fc;‘,)aﬂ]t
de méme type dordre que [1, w?] et telle que pour chaquedfnq:,e:n éqmg i
0 < g < p les points de A, de type ¢ (aw sens de Ay) sont &' «

(au sens de [1, w?]). y S
Ttablissons d’abord le lemme 3 sans la eomhtn?n s12u: eif eg%)t s

§léments de 4. Pour p = 1, nous pouvons prendre s =t ni on efte i;’ssa,nte

posons par exemple w” e H; 8'il existe une suite stm(iﬁ 'enx .

de points de Byn[1, »’[ qui converge vers @ la constmzlc 1;} e le o s

re, sinon il existe un entier »>1 vérifiant [wy, ® [nEy

pouvons prendre A; = [(wr)+1, or+1)]
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Supposons les entiers u; < uy <
faizant les conditions demandées; prenons ,up 41 =

. < ,up constmuts (p=1) et satis-
,up-l- P +2; les points de

[1, 0"*1] de type> p+2 forment une partie fermée F de [1, '+

de méme type d’ordre que [1, w"5°], done par I’hypothése de récurrence

nous avons une partie fermée ¢ de F qui est par exemple incluse dans
B, et qui est du méme type d’ordre que [1, »”]; si pour chaque point-a ¢ @
qui est isolé dans ¢ et dont o’ désigne le précédant dans @ nous pouvons

trouver, dans Pintervalle Jo’, of de [1, o7+, une suite strictement crois-
sante de pomts de B,n{f,fell,w "7 ef type de p <p+2} qui con-
verge vers a (au sens de [1, w”p“] la construction de A4,,, est claire,

sinon nous avons un point a € @ qui est isolé dans @, un point g & [1, m“ﬁ’“]
avee type de f < p+2 vérifiant o’ < § < et tel que Iintervalle 18, of de

1, ©"?*1] ne contienne ancun point de B, ; puisque a est de type > p 42,
18, of contient un segment de la forme [y 41, y + w®t] que Dous pouvons
prendre pour 4,,,,.

Pour p =1, 4, ekt simplement de la forme A, = {qy, a, ..

3 ui

0l (g;);_y,, .. €5t une suite strictement croissante de points de 1, o]

1 . . [
qui converge (au sens de [1, 0*']) veérs a; puisque au sens de [1, o"']
nous avons type de o; < <p_, pour j =1,2,..., nous pouvons former
une sous suite (a Jk),,.12 de (a);_y,0,.. pour laque]le nous avons (au

sens de [1, o 1}) type de a; = constante et il suffit de remplacer 4, par
{a]'17 ‘gt *
quées dans I’énoneé du lemme 3.

Supposons le résultat réalisé jusqu’d p > 1 compris et soit cette fois
4G <o <...<a<..las suite strictement croifsante de tous les points
de 4,.,, qm, au seng de 4,1, sont de type p, suite qui converge vers le
point « de 4,,; qui, au sens de A, q,est du L'ypep—l—l, pourj =1, 2,
en posant F; = {a, a e A,y 66 a5y < a<< o} =0 par conventmn)
nous pouvons appliquer & .F; I’hypothése de récurrence, ¢’est-4-dire former

‘une partie fermée @; de F;, de méme type d’ordre que [1, w?] dont les 416-

ments d’ordre ¢ (au sens de G,) sont de meme type 75 , (an gens de [1, w""“])
Pour0<q< p; puisque les r; , sont < uy,, —1, nous n’avons qu'un nombre
fini de possibilités de. smtes (r, Do<gsp: 400C Nous pouvons former une
suite strictement croissante (jilp—y,s,. . d'entiers>1 telle que la suite
("fahzqep B dépende pas de k; dans ces conditions il suffit visihlement
de remp]aeer A py1 AT (U ij)u{a} pour que les points de 4, ., répon-

dent aux eondltmns S‘BI leurs types indiquées dans l’énoneé du lemme 3 -

qui se trouve ainsi établi.

--}U{a} pour que 4, réponde aux conditions sur les types indi-.

icm
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Cela étant, en partant de la partie normale {1, w®[ de [1, 0”f, il
est clair que la famille [¢p(a), @lee,wv; de segments de [1, w”[ qui est
définie par les conditions

(11) Va, o isolé €[1, 0®[ >p(a) = a,

(12) p(0®) = w*'+1 pour k =2,3,... et p(w) =1,

(13) Vo, ae[l, o°[ et o s’écrivant, dans 'arithmétique des ordinaux,
sous la forme a = o**¥ny, +.." +on, avee n,>1 ou aveec m,
=1 et max(Nyyyyeny Myy) > 1pla) = @y -+ + 00y, +
+ of(n, —1) +1

est une famille normale associée & [1, ],

Numemtatwns normales du genre I';. Nous entendons ainsi la forma-
)y @l,eq €st une
famille normale associée et d'une numérotation normale N>, de {x4,
@ € A} selon la construction que nous allons décrire et qui, sans la condition
(17) et en prenant, pour n = 1,2, ..., Ao q BVEC @y e Dlus petit possible
donne ce que nous appellerons la numemtatwn normale naturelle de {y,,
ae[l, w’[}; Pensemble {u,, ae[1, w®[} des formes coordonnées de la
base monotone ainsi formée de (,(w®) (Cf. lemme 1) verifie donc, avec les

- symboles de Kronecker,

(35 | {(P ()| ] g (Q ()] | g (P

(14) YoVo', a et o €[, @l =, (1) = Gou

Fixons un réél ¢ > 0 que nous préeiserons plus tard et construisons une

injection n-—+y, de N =[1, o danus{y, «e[l, »”[} comme suit.
Nous prenons a;, = w puis gy = » entier > 1 vérifiant

(e | 100y 1@ (1)) < &

ce qui est possible en vertu d'une part d8 la convergéuae faible vers 0 des
suites (P(z,))m10.... € (@(%))mro,.. et d'autre part de la convergence,
dans Ia numérota,tion normale naturelle, de 2 ,ua(P(xa )) et de

Z #a( (%ay)- eeth,e®

Prenons maintenant a, = " ol r est entier > 1 vérifiant

) QU l)) < &

1sn<3 ln’<3etn’=n

et 1< lult<2

(110 (P ()
ce gui est possible pour les mewmes raisons qu’s Pinstant; ensuite nous pre-
nons o, = " 's (s entier > 1), ... réalisant pour m =2, 3,...

3.3

ISngm l<n'smet n’#n

3 Uy -n-

(@ (o (P ()] + |, (@t ) < 5
d’une fagon générale, en commencant par prendre y,, avee a; = o, lorsque

nous venpons de prendre Ze, de type ¢ (c’cst-a-dire type de a, = g), pour
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prendre y, . ., outre la condition (17) que nous réalisons comme il est dit
apres (15), nous envigageons deux cas:

ler cas: y,, esb emboité (au sens des supports) dans un y, (m < n)
de type g--1; alors nous envisageons trois sous cas:

Ler sous cas: il existe un premier g, , (m’ < n) de type g1 se situant
immédiatement aprés x,, ; alors nous Prenons x, . de type g emboité
dans y, . avee y, . 86 situant au deld des y,,,. (m'" < n) de typeq emboités
dans z,,.; 8 n emste pas un tel g, , nous env1sa.geons les deux sous cas
smva,nts-

28me sous cas: q > 1; alors nous envisageons le premier Hay (M0 < 1)
de type ¢ eb nous prenons g, de type ¢ —1 emboité dans y, . avec y, .,
se situant au deld des y, ., (m” < n) de type ¢—1 emboités dans xu 3

3éme sous cas: g = 0; alors nous prenoms y, . .
Pentier 1> 1 est tel que g, 8¢ situe au deld des y,, (1< 7' < n);

2éme oas: y, de type g>1 n'est emboité dans sueun y, (m < n);
alors nous prenons x,, ., de type ¢—1 emboité dans x,,.

Clairement A = {a,,n = 1, 2, ...} est une partie normal de [1, o[,
fe(a), al,.s une famille normale associée et n—y,, une numérotation nor-
male de {y,, acd}. )

Dans cette numérotation normale du genre I'; le but de la condition
(17) est de rendre négligeables les interactions des y, (acA); cette préeau-
tion se revélerait inutile sans la possibilité d’isoler Jes y,(a € A) des actions
des , (a ¢ A) au moyen de la projection R de Cy(w”) sur B(= sous espace
fermé de Cy(w®) engendré par les y, (x€4)) que nous allons maintenant
construire et qui rend possible le caleul de 3.

Cette construction de R repose sur la possibilité de construire une
numérotation normale j—>yzs; de {x., @’ €[1, »[} associée & la numérota-

tion normale n—y,, de {y,, a € A} dugenre I'; que nous venons de constru-
ire en ce sens q’elle verifie

(18) 8 (juln-s... ,
sante d’entiers de l'ensemble {j, ojc A} nous avons Vau,a, = g,

(autrement Qib (¥g,)n-,s,... €86 une sous suite de (Zuj)j=1,2““)-

Un exemple d’une numérotation normale j—y« de {y,, ¢ e[l, 0°[}
vérifiant (18) est suggéré par un classement possible des x, (a¢.d)en
lacunes de lére espéce (constituées de x,, o ¢.4 et y, emboité dans un
%5 B eA) et de 2éme espéee (constitudes de y,, ¢A et 4, disjoint des
xp Bed).

La possibilité d*un tel classement apparait nafﬁure]lement dans les
étapes de la construcion de n— Xay» 1o néme étape étant la prise de Kapy
qui se trouve emboité ou non dans un y, . (m’ < n) Lot deux éventu&htés

lére évemtualité: nous sommes dans le 3dme sous cas; I’ désignant le
plus grand entier vérifiant y,1'e {faps L0’ <} il y 2 une lacune de 28me

avee a,,, =o' ol

est 1a mise sous la forme d’une suite strictement crois- -

icm
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espdee, & savoir 'ensemble des y, emboités dans un y,1”" avee I’ < I’ < I;
2éme éventualité: nous ne sommes pas dans le 3dme sous cag; alors
Hanspy (€ tyDe g’ est emboité dans Loy (M < m) de type ¢’ +1 et il y 2 une
lacune de lére espéee, & savoir 1'ensemble des y, de type ¢’ strictement
situés entre le dernier des y, ., (m" < n) de type ¢’ emboités dans y, , et
Xa

" En conséquence en partant de 1 = j, et aj =qa; = weben suppo&ant
construits 1 —_yl <Jn €b a0 aVeS o =ap, ..., q = a,
construisons a] 1 ajn+2, ey G iy 1 enwsa.geant les deux éventualités

précédentes:
lére éventualité: nous prenons j,,, =j,+1 et a,n

= Op 1)
28me bventualité: Ay, ..

, Ay désignant les lacunes de 2¢&me espéce
nyq? POUT chaque entier ¢ vérifiant 1 < ¢ < $ nous posons
Ay = {yp, xpe A, —{x, 5 1< <ju} et type de y, = ¢’ et ((il n’existe pas

%y € 4, contenant stneta,ment 2s) ou (y; est le ler élément de A, —{yqf,
1<j<Jj,} de type ¢’ emboité dans un %a},(l <j <j,) de type ¢ +1));

enfin A désignant la lacune de lére espéce de cetbe 28me éventualité,

. a 1 Sont formés de fagon que les éléments Yo 0 7‘17 RS
(U ApuAduiy, H} soient dans 1’ordre naturel croissant.

+1 l<o<g
Cla.:rement j= g est une numérotation normale de {y,,a €[1, w {}
qui vérifie

(19) (x

' ,
Ypt1? aﬂ'n'!'z’ .

..77,

%y In=1.2,.. ©h sous base complémentée de (y, _ (Cf. lemme 1).
In

‘En effet, si nous n’avons pas (19) il existe f = 2 B () 4 € Cy(0®) avec
i< 9

j12

divergence de > H (f)z. ,@ol un réel >0 tel que quel gue soib
. - i<n Yn In
I’entier N > 0, nous avons des entiers »' et »n” vérifiant ¥ < n' <n" &b

| 3w g >

n'<n<n’’ “In

d’olt Vexistence de a e [1, o[ vérifiant
} 2 B (g (a)[>77;
n'<nn” n

DOUS AVODS My < My < ... < Wy bels que y. , Xy soient les ;{,_ qui
n;

(a) = 1; par la 1eonstruetion de n—>y,, = x ,

—1+type de Z' = .. (k—1)+type de

sont aussi les y . qui
7

vérifient n' <n < n'’ eb %

hous avons: type de yx .
In.
1 na
ce qui montre, avec (18), que Ly 1000 Lo
Tny, ny g,

verlﬁent Jog < K g, €6 Yo o) =1 d’ou

> Hos f)xaj'(a)[ >

I SIhng,

x .
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en contradiction avec la convergence de 2 by ; (Fx, ; ce raisonnement qui

établit (19) établit aussi que nous ne pouvons _pas trouver un entier m > 0
et un ordinal ae[l, »®[ vérifiant

| Y wy Dz, a){>2nfn,

I<nm

résumons. avec le

LemmE 4. Nous pouvons selectionner une partie normale A de [1, o -

telle que [p(a), alu.q 65t une famille normale associde ot @: [1, w”[—[1, 0”]
est définie par (11), (12) et (13), e nous pouvons selectionner une numéro-
tation normale n— Loy de {y,, a € A} telle que 8i los u, (o € 4) sont les formes
liné ~ires continues sur Cy(o®) de (14) alors nous avons

(20) Yf, feCy(0®) =R (f) 2 o (F) X aomerge ¢t R est une projection

de Oy (0” ) sur le sous espace fermé B de Oy(0®) engendré par los . (n=
=1,2,...) de norme <2,

o) 3 z,ﬂ(lﬂa,,( (| (00 ) ) <

1<n “l<n’etn

Daprés (14) et (20) nous avons

Va, o €4 =u(BP (1) + #(BQ (1) = #a(B(2)) = alta) =1
.done en posant
By, ={a, acd e u (RP(y))>1/2} et _
' By = {o, ac 4 et 4, (BQ(x.) > 1/2}
nous avons A = B UHE,. )

La suite (ty)poi,e s éta,nt ce]le du lemme 3 et, pour p = 1 2, 1
partie fermée 4, de i +1 ) J’] étant celle du lemme 3 ([co v +1 , 1”]
étant canoniquement isomorphe pour I'ordre et homéomorphe & [1, o P]
et Parithmétique des ordinaux utilisée ici étant celle de A car nous nous pla-

cong dans A) il existe une suite strictement croissante (py)y—y,s,... d’entiers
1 telle que nous ayons Vk, 4, =B, ou VE; A, c Hy; fixons nous les idées

sur le eas V%, 4, . S E,, alors U 4, . €5t WSIblement une par‘me normale
1<k

de 4 (donc aussi de [1, 0”[); d’aprés les conditions sur les types indi-
quées dans le lemme 3 et d’aprés les propriétés (11), (12) et (13) de ¢,
[pla), alse U g, est une famille normale associée et la restriction & {n,
neNét a,, € U A o den—>y, une numérotation normale de {¥ar @ € U Apk H
enfin par eonstmetlon nous avons

Ya,aeJ 4y, 12 < 5,(RP (1) < 41P].

1<k

icm°®
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Définissons les suites (uf),.,... pourl1=1,2,...par gi = u pour

k, =1, 2 . puis, par récurrence sur l'entier I, en posant, pour 1> 1,

= pl ; pour k=1,2,... En itérant le lemme 3 hous voyons que

si nous avons 1, w"k] ‘U B, alors I'un au moins des ensembles
ocm<at

B, (0<m< 21 contient une partie fermée de [1, w"k] de méme type
d’ordre que [1, ©*] et répondant anx autres conditions du lemme 3.

Pour chaque entier %> 1 désignons par », un entier >1 tel qu'en
décomposant le segment [1/2, 4| P||] de la droite réelle en 9% segments
éganx suceessifs (I,)yc, "% 1o longueur commune de ces segments st < 1/16
(k-+1); quitte & remplacer la smte (pk)k_1 s,... par I'une de ges sous suites
nous pouvons supposer V&, p, > u* done en écrivant A= U By,

ocr<’®
o, pour 0<»< 2% nous posons B, = {o, « ed, e u (RP (1)) e L}
T’amélioration du lemme 3 que nous venons d’obtenir nous donne une partie
fermée A,, de A, de méme type d’ordre que [1, »*] répondant atx autres
conditions du lemme 3 et vérifiant

B, 0< v, < 2% et Va, acd, =>u(RP (1)) € I
ainsi en posant 4’ = |J 4, nous obtenons le
i<k

LEMME 5. Nous pouvons selectionner une partie mormale A’ de la
partie normale A de [1, w°[ qui intervient dans le lemme 4 telle que [p(a), alics
est une famille normale associde et telle que $i (My)y_;o . 65t la mise sous
la forme dume swite strictement croissante dentiers de {n, ne N ¢t a, € A’}
en posant B; = oy (1 =1,2,...) alors j— 155 est une numérotation normale
de {y,, a €A’} qm, vémfw

(22) Vi, 1/2 < s (BP(15)) < 4IPI 0w V3, 1/2.< g (BQ(25)) < 410U

et qui vérifie, en nous fizant les idées sur e 1er cas de (22), ‘

(23) si pour chaque a A’ la suite FEREY est 1o suite des x5 ( (Bed’)
vérifiomt yg(a) =1 et rangés par supports deerm,sscmts alors -en posant
By, =7 A <I<m) nous avons
VIVI, 1<l e UV <m= ‘,un(RP(ZW)) p,,z,‘(RP(?g,,r)” <116 m.

3. Le théoréme principal pour C,(»”). Nous sommes maintenant
dans umne position nous permettant d’établir la primarité de Co(0”);
soit en effet, avee les notations du lemme B,

(24) fe B (= sous espace fermé de C,(w”) engendré par les xﬁj pour
§=1,2,...) avee [fl =1 Lok f = 3 ug (g5

da,ns ces conditions (Cf. lemme 2) nous pouvons trouver o € A’ vérifiant
{f(a)l = 1; fixons nous les idées sur le cas f(a) = 1 de sorte que si Topr -


GUEST


152 P. Billard

Zv,, SODE comme dans (23) nous avons

@5) D) m,(f) =1
ilsm .

Lz continuité de RP jointe & (24) donne

(26) BP(f) = > g, (F)RP(15)-

1<
Pour j =1,2,... nous pouvons, dans (26), développer RP( (%s,) € B sur
la base (;g%),;_1 2,... 4@ B puis égaler les valeurs des deux membres a1 point
a, et puisque seulement les tyla) 1< Z < m) sont 0 parmi les X (a)
(j =1,2,,..) nous pouvons écm'e

C(@7) RP(1) (@) = 3ty (Pt (BP (1) 25 () +

1<i

+2/‘ﬂj(f)( "D b (BP(15) ey (@) = ertey

1< i<n et NFENG

La définition de R donnée dang (20) nous donne
(28) anj} By, (RP(ZﬂJ)) = /"a”(P (ZBJ)) .

Draprés (14), (21), (24) et (28), nous pouvons effectuer sur la valeur absolue
le.| de ’expression 6, de (27) les majorations

29) leal<2 3 Y| ﬂa,,(P(xﬁ,))T)=22( D Iﬂan(P(x,;j))l)<2s;

1< 1<n etnstny 1<n 1<] et natny;

en tenant compte en outre de (23) et (25) nous obtenons

(30) e 2 ty (D (BP (1)) = ' iy (it (RP (1)) +

1<i<m

+ ) mo D (B (1)) — i, (BP (s, )

I<i<m

>1/2-2 D' |u,(BP (1)) — 1, RP(1,,)]| = 1/2—1/8.
1<I<m

La comparaison entre (27), (29) et (30) donne
(81) BP(f)(a) >1/2—2e—1/8>1/4 (en prenant <<1/16)
et puisque d’aprés (20) nous avons |R| < 2, de 1/4 < |RP(f)| << IRNIP (A1
déduit de (31) nous déduisons :
(82) IP(AM =18
et (32) implique que P restreint 4 B’ est un isomorphisme; puisque B’
est.isomorphe & C(«w®) (Cf. lemme 2) le corollaire 1 de [3] donne le

TeorEME 1. L'espace de Bamach Cy(w®) est primaire.

icm°®
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4. Le théoréme principal dans le cas général. Nous désignons par &
un ordinal vérifiant 1 < & < w,; P désignera maintenant une projection
confinue de Oy(0™) et @ sa supplémentaire; nous écrirons

(33) Oh(0™) = X@Y ot X =P(Cy(0™)) et ¥ = Q[Cy(a)).

Nous nous proposons d’obtenir successivement des extensions des résultats
de 2 telles que les extensmns des lemmes 4 et 5 permettent de reproduire
le calcul de 3.

Extension du lemme 3. Elle consistera en le

LewvwE 6. S & est de la forme & 11 (resp. si £.est ordinal limite)
il est possible de former une suite sirictement croissante (0p)p—rs,... entiers
=1 (resp. une suile striclement croissante (£,)p_,, .. @ordineuc>1
vérifiant &, — £) telle que quel que soit p (resp. quel que “soit p > 1) quelle

que soit lay famzlle normale {y{a), a]aﬂﬂp ot Iep [1, 0™ %] (resp. la famille
normale [y(a), o] - ot I, =1, w“’ep]) et quels que soient les ~ensembles
o 0 .

B, et B, vérifiant Iap = B UE, (resp. vérifiant I;) = B UE,) 'un au moins
de ces deww ensembles contient une partie fermée A, de I o, (r68D. dt I,) de

méme type dordre que I, = [1, o 1’] (resp que I,_,) et telle que [y (a), a],,sAp
est normale.

Démonstration Pour & = 1 le lemme 6 est une eonséquenae 1mmé—
diate du lemme. 3. Si £ est un ordmal limite et si lo lemte 6 est tabli
pour chaque ordinal # vérifiant 1 < % < &, formons une suite strictement
croissante (7,)p~y,,... d’ordinaux > 1 vérifiant 5, — & pour p =1,2,...

" P00
posons f, = o™ et §, = [1, wﬁl’]; par I’hypothése de récurrenee 4 chaque

£ DoUs POUVONS a§socier un entier g, > 0 tel qu’en posant 8§ = [1, mﬁl’e”},
si § = B,UF, et si [y(a), al,s est normale, alors H, ou F, contient une
partie fermée 4, de S de méme type d’ordre que 8, et telle que [y (a), a}m!p
est mormale; ce résultat vaut & fortiori en remplaga.nt 8 par S, ee qui
montre que & satisfait le lemme 6 en prenant £, =1, (p =1,2,...).

Tl nous reste seulement & établir le lemme 6 dans le case 01‘1 5 > 1
est de la forme & = &'41 et ou ce lemme a déja été établi pour chaque
ordinal # vérifiant 1 < 5 < £ Posons § = o (Aot I, = [1, »*] pour
n=1,2,...) et montron.s que nous pouvons prendre 6, = 2; en effet,
supposons par exemple o™ e By; les a € I, de type > p qui sont différents
de o™ sont de la forme o®*em,+ ... +o®*%m, ol les entiers my, >0
(0 < ¢’ < g) sont non tous nuls ef 01?1 B>ay> a0, 1>...>a;>0; ils
forment donc une partie fermée A de [1, »”[ de méme type d’ordre que
[1, o[ et les éléments d’un type donné (dans A) sont d*un méme type dans
[1, o®[, done [¢(a), ales ©st normale.

Que & soit ordinal limite ou non, I’hypothése de récurrence, la normali-
té de [p(a), al.cq ¢ la méthode employée pour établir le lemme 5 donnent
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une suite (Bl s, de parties fermées de A vérifiant:
(34) V&, B, < B, ou Yk, B, < i,
(38) VEVaVo',a € B, o6 o' € By, »a < p(a’),

(36) pour ¥ =1, 2, ;..,Bk a le type d’ordre de [1, "] ol #, croit
strictement vexs § et [p(a), al.cp, et normale.
Ces propriétés donnent: '

(37) U B; est une partie normale de 4 eb [y(a), al,e By, ©0 normale.
1<k 1<k

En vertu de (37) et de o™ eF,, si dans (34) nous avons V%, B, = B, nous

pouvons prendre 4, = (| By)U{w™}; supposons done B = () B, < H,.
1<k : '

. 1<k
il existe un point B, € B isolé (dans B) de précédent B, (dans B)
tel que quel que soit y e I, vérifiant 8, < y < f, €6 quel soit # vérifiant
1< 1< f nous pouvons trouver une partie fermée C, de Pintervalle
17, Bol de méme type d’ordre que [1, "], telle que €, = H, et [y(a), al.co
normale, alors la méthode précédente nous donne (7);.y, .. et (Cy) !
vérifiant )

pour ¥ =1,2,..., 0, estun fermé de 16s, Bol de méme type d’ordre

que [1, "] oll 7, croit strictement vers f et Oy =By et [y(a), @Jaccry,

normale et YaVa',aeC, ot o’ eC, e < p(a)

et nous pouvony prendre 4; = (| Oy ) U {Bo}-
1<k

il nexiste pas un tel f, € B formons une suite strictement croissante
(Bt)g=1,z,... de points de B isolés (dans B) avec f, — o et ime suite stricte-
ko0 !

ment croissante (7;);_1.,... Avee 1, — B; puisque type de ), (dans [1, w?])
k-0

>, il existe y, € 1By, Bl véritiant type de y, (dans [1, ™]) =7, de
sorte que le segment Jy, = [y, +1, y,+w™] de 18y, B[ vérifie Va, ¢ e J},
= fype de a dans [1, 0®] = type de a dang J;, identifié & [1, w™], done
[¥(a), al, 7 est normale;, et si d’aprés I'hypothése de récurrence, la suite
(M)i=1,s,... €5t bien choisie, pour k& = 2, 3,:.. nous pouvons former une
partie D, de J; de méme type d’ordre que [1, w-1] avee [p(a); alep
normale, Dy c H,,VaVa',ae Dy o o e Dyyy=>a < p(a’) montrant qu{ec
nous pouvons prendre 4, = ( () D;)U{o™}.

<k )

Supposons que pour un entier p > 1 les entiers 0 < 6, < 6, < ...
< 85—y sonb construits vérifiant le lerame 6 et posons 0, =20, ;+2;
les eI, de type > B(6,-,+2) qui sont différents de % sont de Ia
 forme -1tV 1 4 -1t 0 o les entiérs m€ > 0 0
¢ <'g) sont non tous nuls et ol 6, > a;> a; ;> ... > qy > 0; aingi
les a‘eI,,p‘de type > B(0,_,+2) forment une partie fermée 4 de I, de
méme type d'ordre que I;,_, et les léments d'un type donné (da.néJ A)
sont d'un méme type (dans I o,) de sorte que [p(a), al,c, est normale. -

k=1,2,.0.
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Par Phypothése de récurrence, nous avons une partie fermée B de
A de méme type d’ordre que I,_, avec [w{a), al,.z normale et qui véri-
fie par exemple B — E,. Si pour chaque point f, € B isolé (dans B) de
précédent B, (dans B) pour chaque y éI,,p vérifiant 8, < y < 8, eb pour
chaque 7 vérifiant 1 < # < f nous avons une partie fermée C, de I'intervalle
Iy, Bl de méme type d’ordre que [1, "] et telle que C, < E, avec
[w(a), al.ec, normale, alors la méthode deux fois employée nous donne
une partie fermée Cj de 18, B[ de méme type d’ordre que [1, o[ véri-
fiant sup o = f, avec Va, a & 0y =f; < p(a) et avec [p(a), a}aEG]; normale

0

aECfﬂO

de sorte que nous pouvons prendre 4, = BU( U G}o).

is0lé dans B .

Sinon il existe 8, € B isolé {dans B), 5 vérqlga.nt 1< <P et y véri-
fiant B, < y < B, tel que Jy, B[ ne contienne pas une partie fermée O
de méme type d’ordre que [1, »”] vérifiant ¢ < E; et [p(a), al,.o normale;
puisque type de 8, (dans I, ) > p(6,_, +2) nous pouvons former un segment
I de Jy, B[ de la forme T~ [6-4+1, 6+ ®%—171] avec type de & (dans
I,,) = (8,1 +1) de sorte que le type d’un a € I identifié & [1, 0 l-1+1]
coincide avec le type de a dans Iep; en conséquence les points de I de la
forme 6 + o avee type de o > f forment une partie fermée F de I de méme
type d’ordre que I, 6p_y VO [9(6-+a), 0+ als, .eq nOTMale; par Phypothése
de récurrence F' contient une partie fermée G de méme type d’ordre que
I, , vérifiant G = B, et [p(8+a), 6+ alsi.q nOrmale; soit 1 e @ isolé
(dans @) de préecédent A’ (dans G); nous n’avens que deux cas; dans le
premier cas type de A (dans Isp) = f#; nos hypothéses et la méthode trois
fois employée donnent (7y)p_y,s,... 6 (Cy Jpy,s,. .. Vérifiant

(38) VE&, O’,,k est fermé dans 1A', A[ de méme type d’ordre que {1, "] ol
7y, croit strictement vers g et 0, = H, eb [y(a), a]aecnk normale et
VaVa',ae 0, et o' €0, =1 <ypla) &b a<yp(a)

et en posant D; = ) G,,k nous déduisons sup ¢ = 1 de type de A = f§;

1<k aeD;

dans le deuxiéme cas type de 2> f; nous choisissons une suite strictement

de points de 1A', A[ vérifiant 1, — 1 et YV, type de

k00

A, = f; alors nos hypothéses et la méthode précédente donnent encore
(MYe=1,2,... €6 (C'ﬂk)k,:l,z,___ avec (38) ol “G,,k est fermé dans JA°, A[” esb

remplacé par “C, est fermé dans [4,+1, Jzq1]” d’oll encore sug) a =1
ac. /)

et nous pouvons prendre 4, =GuU( (J = D;);lelemme 6 est établi.
Aigolé dans

Extension de p. Soit & un ordinal vérifiant 1 < £ < , et construisons
@ = @g: I}-—>IA5 ol fE =1, m"’é] (dans 2 nous avons construit ¢ = @;:
[1, 0°[~[1, »°[, étendons ¢, & [1, "] en posant ¢, (o) = 1). ’

Supposons £>1 eb ‘¢ construite sur chaque I, avec 1<y <& -

4 — Studia Mathematica ‘LXIL2
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8i £ est ordinal limite nous formons (M)k=1,2,... Croissant strictement
vers £, nous posons -

‘P(w‘“’u) =1 eb ¢(w"’ﬂk) = wmﬂk—l‘*‘l (h=2,3,..)

ot en identitiant [1, 0" [ et [0 +1, 0" (k=2,3,...) & [1, 0°"[ et
[1, w"’ﬂk[ (k =2, 3,...) nous conservons sur ces intervalles la définition
de ¢.

Bi§ = &'+1nous posonsencore f = o et I; = [1, 0] (j = 1,2, )3
observons que si n est entier > 1 et que si p est déja construite sur les I;
(1<<j < n) alors nous constraisons ¢ sur I, comme suit: 4, ={a, acl,
et o(n—1) < type de o << wn} est un fermé de I, de méme type d’ordre
que I,; ¢: 4,4, étant comme ¢ lorsque A, est identifié & I, le signe
+ étant au sens de I, et ¢(a) étant le précédent (dans 4,) de §(a), po-
sons Ve, ¢ € 4, >p(a) = §(a)’ +1; en identifiant chaque intervalle Ja’, of
de I, (a isolé dans 4, de précédent o' dams 4,) & [1, "™ V[ sur lequel
nous conservons la définition de ¢, ¢ se trouve construite sur I,.

La construction de ¢ étant faite sur I,pourn =1,2,... construisons
¢ sur I, comme suit: nous posons (o) =1 et p(w) = ™V 11 (5 =
=2,3,...)et en identifiant [1, o[ et [w*™ Y1, 0" (n =2,3,...)

&1, o et [1, 0™ [ (n =2,3,...) nous conservons sur . ces intervalles
la définition de g.

Extension du lemme % Désignons toujours par & un ordinal vérifiant
1< &< o, par ¢ wn véel > 0, par ¢ Papplication de [, m‘f‘s[ dans lui
méme précédemment construite et par y, la fonction caractéristique du
segment [p(a), a] de [1, 0™ (ae[l, w* [). , ‘

A partir de {y,, a e[1, 0°[} et de &, nous avons déerit dans 2 ce que
nous entendions par une numérotation normale =%, du genre I'; dans
laquelle, pour nous fixer les idées, nous étions partis de Xay = Zo; W28
clairement nous pouvens apporter la modification
(39) au lieu de partir de g, = y, nous partons de Xa = %ae OU Dentier

0> 0 est quelquongue, ‘
auquel cas nous parlerons 4’
(en abrégé: d'une I7(s)).

Plus généralement % partir de {tay ¢ € [1, w"‘s[} et de &, nous allons

‘construire, par récurrence sur ¢, une numérotation normale >y, QU
genre I'; (¢) (en abrégé: une I'; () qui vérifiera aussi Ia condition (17): en
suppriment la condition (17) nous obtiendrons ce que nous appellerons
une numérotation normale du genre I’ (en abrégé: une T';); nous pouvons
nous restreindre & la construction, par récurrence sur &, d’une I car si

nous désirons en plus la condition (17), cefte condition peut se réaliser Ppas
& pas comme il est dib apres (15).

une numérotation normale du genre Ii(e)

icm
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Supposons done que £>1 et que pour chaque ordinal 5 vérifiant
1 < 7 < & solent précisées les I7,. ] .
Si & est ordinal limite nous reprenons la suite (7,),.; 5 ... de la constrne-

tion de ¢ =g, et nous formons une partilion N :1[3 N; ot les N;
" 3

.
(j =1,2,...) sont infinis et ol 1 € Ny; en posant =; = w"’j(j=1_yz: -2
nous partons de y, = Ly ol ’entier &, > 0 est quelquonque puis, sup-
i i inigsant j par m e N,
posant construits Lays +++1 ey (m > 1), en définissant j .p 5
nous envisageons deux cas; dans le ler cas m est le plus petit élément de
Nj; alors nous prenons Loy = x,,k)_ ot Ventier k; > 0 est assez grand pour
que g, se situe au deld des 1sn< m), (?,a,ns le 26me ca’s\ m egz }2
ueme élément de N; avec u > 1 et k; est défini par =, = o, OU ’n e .
ler élément de Nj; alors g, est pris comme le uéme élément dune [,
que nous formons sur [ﬂkj—u nkj[. ‘

Si & = & +1, nous posons encore f = »* et pour # entier > 1, nous
posons I, = [1, o®[; alors 4, = {a,a eI, et f(n—1) < type de o <13n}1;
est une partie fermée de I, de méme ty]fe d’ordre que I; ; en supposan
précisées, & partic de {y,, ae I}, les ]‘5,; ; (les ]“;; étfivflt 16’8’ ‘1”;-') gom‘;
1<j<n(n> 1), nous commengons une I’ sur 4, identifié & I, jusqu da Icls
que nous rencontrions un Yy, € A, isolé (dans 4,) vde précédent o, (da
A,); nous commencons une r;.,,,q_l sur [a;,1+1, A [ jusqu’d 1?, renlc;ngrve
de y,, avec a, isolé dans [a, +1, e, [; nous reprenoxfs ,a ors‘ £
commencée sur A, et aingi de suite pour obtenir une I'y,; de Id pour
construire tne I (£ = £ -+1) nous commengons par prendz;e Koy = xmﬁ?
ot Dentier n, > 0 est quelquonque et nous commengons, §ur I, = [ao"("lf )
+1, o™, une Iy, jusqud la rencontre de y,, aVec dn, isolé dams I,
auquel cas nous prenons ., ., ='xwﬁ,,2 (ny > n,) eb n'ous comme;lgon:
une I ,, sur fnz jusqu’s la rencontre d:e Tag, HVEC Oy isolé dans I, e
nous reprenons la l“g,,nl commenecée sur I, ebc... -

Rappelons qu’en imposant la condition supplémentaire €17 ) que nous
réalisons & chaque pas comme il est dit aprés (1_5), cette I (}eviient ut:;z
I'}{e) et notons & ce sujet 'importance de (39) qui permet de réaliser 1"3’?( )
condition supplémentaire & chaque fois que nous cOMMENGONs UNe 1; .

Clairement 4 = {a,, # = 1,2, ...} est une partie normale de [1 ; a; .0[,
[p(a), alcs, une famille normale associée et n—>y,, une numér(; e; 1; ;
normale de {y,, @ € A.}; Clairement comme dans 2 110;13 pauxto?:s t0 g
une numérotation normale j—->za , de {fsy ¢ €L, 0 [} vérifiant (18);
: ; J
enfin clairement si l’entier n, est le plus petit eptier > n, pour elsq.“el "
Lo, est incluse dans Z’ﬂ; alors nous avons Vo (y, inclus dans Xﬂ“ld/ :u’i;’
incﬁus dans )= (2. = xanl ou gy, = x"uz), permettant comme dans 2
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de déduire de la convergence de f = 'z (f) 1, € Cy(0”) celle de R(f)
I<i 7 )
=2 p; (flz, avec |R(fI<2(f] Qolle
1<n In T

LevuE 7. Sous Phypothése (33) o & est un ordinal vérifiant 1 < & < o,

8i & est un réel >0 of 35 p = g, est Vemtension construite de @ = @, alors
, of

nous avons ume pariie mormale A, de [1, o[ telle que [p(a), aleq ¢ oSt
une famille normale associée et nous avons une numérotation normale N>,
a6 {1., a € A;} telle que i los Jormes linéaires continues po (a € Ag) sur OO(w"’E)
sont encore définies par (14) (avec [1,;0‘“5[ 4 la place de [1, w®[) les formules
(20) et (21) valent encore (avec Cy(w® ) & la place de Oy ().

Extension du lemme 5. En nous replagant dans 3 observons que
si dans (30) nous posons

(40) @ = p, (f) et b, = By (BP(3,)) (1<1< m)

alors avee la transformation d’Abel le 2éme membre de (30) devient

1) 3 ap=( Y $i(by—by,)) +8,b,, en posant s — S oa, (1<
I<I<m 1<ism—1

¥4
<<t

<m).
Puisque '« B vérifie |f| = 1, que pour I =1, 2, ..., m, s est une diffé-
Tence, prise an point aeA’, de deux sommes partielles de la série
> g () y; et que (xﬁj)j=1,2w est une bhase monotone de B’, nous avons
1<j .
(42) sup s <2;

1lsm
en se rappelant :
43) 8 =L et VI, 1<I< m=1/2 < b < 4P,
alors avec (41), (42) et (43) nous pouvons remplacer Iestimation (30) par
(44) 2 omb>1/2 -2 2 16— 57411,

I<Ii<m 1<l<m—1
et (44) donnera la méme conclusion que (30) (& savoir ¢,.>1/2 —1/8) si
nous prenons ¢ < 1/16 et si nous obtenons
(45) Vo, e A’ = _2 B—b .l < 5.

I<Ii<m—1

Cela étant, avec Ia donnée d’un ordinal & vérifiant 1< €< w; et d’un.
réel ¢ > 0, revenons aux notations de Pextension du lemme 4; en utilisant

le lemmme 6 nous obtenons immédiatement une partie normale A} de la

partie normale 4, du lemme 7 telle que [g(a), al, 4~ 80it normale et telle
que 1nous ayons CE

(46) Vo, a € 47 »1/2 < 4, (P(,)) < 41P] ou
Va, a e A7 =112 < 1, (Q (1)) < 41Q);

icm°®
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nous nous fixerons les idées sur le ler cas de (46), c’est-b-dire sur le cas
olt nous avons .
(47) Ya, a € 47 =1/2 < pa(P (1)) < 41P].
Naturellement le raisonnement de la démonstration dlll lemm,? 5 montre
que dans le cas & = 1 il existe une partie normale A, de A,g \telle que
[¢(a), a]_,. est normale et telle que nous ayons (45) avec 4 & la place
7 eedg ;
de 4. ] )
Supposons done &> 1 et (45) obtenu avec A, & la place ('{‘e A ‘p‘our
chaque ordinal n vérifiant 1 < n < & Supposons & = &1 et 1dtmtrfml_18
Ay avee [1 co’”é[- le lemme 6 nous donmne un entier g, > 0, une partie
: ’ ’ = o) @ éme type
fermée B; de [1, «®1] (nous avons encore posé B = o) de m
dordre que [1, '] avec [p(a), al.p, normale et avec
VaVa', a et o & By = | u(P(1a) — podPlta))| < 6125
possons B, =supa et C; = B,—{f;}; C, s’identifie & [1, ws[ et par
aeB; . ;o
Thypothése de ré(lzun'ence nous avons une partie normale 0{1 de‘O'l avec
[g(a), a] . normale, ef, la suite (b));q<m ébant relative & 0 et & aeCl,
¢ 1 - s 7 . r
nous avons Va,ae Cj= 3 |b—by,,]<e/2; ainsi en posant B; = O

i<t<m-1_ =~ N g v
U8y}, 1a suite (b),<rcn étant relative b B] ot & o B, nous avons Va,

a GB;=> 2 Ibz—bz-ul <e-
1<i<Sm—1

Supposons que pour un entier p{>/ 1 nous ayons construit des fermés
Bj, ..., B, de A; (identifié & [1, »®[) véritiant
(48) 1° Vq,1< ¢<p=>B, de méme type d’ordre que [1,0] et
[p(a), a]uEBé normale,

2° Vg¥aVe', 1 <g<p—1 et aeBj et o' € By, >a < p(a),
3° VgVa, 1< g<p et aeB, et la suite {(b)iqem étant relative
% Byeth aeBy= D Iby—bu.l<s;
1<l<m~1
alors nous pouvons prendre I’entier ¢ > 0 assez grand pour que nous ayons

of, ’
(49) VaVa',ae | B et o €[0®+1, 0" [>a < p(d)
1<g<p
et d’aprés le lemme 6 nous pouvons prendre une partie fermée D de [aﬁ" +
+1, w"’f[ de méme type d’ordre que [1, o” [ avec [p(e), al,p normale
et avec »
(80) VaV¥a', a et o' € D =|p,(P(1.) — palP(xa)) | < &/2(0+1).

En identitiant D & [1, 0] posons D' = [1, o] et, les types étant
prig dans D', pour 0<g<p posons D, ={a,aecD et fg<type de
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o< f(g+1)}; D, s'identifie & [1, of et [p(a), al , est mormale, alorg
TPhypothése de récurrence donne. : ¢
(51) 1L existe un fermé B, de D), de méme type d’ordre que [1, o[ avec
[p(a), a]aeEp normale et, la suite (b),q<n, 6tant relative & I, et
4 aehl,, avee Vo, ae B, by —byp1] < €/2(p+1);
Ii<Km—1
soib 2 isolé dans E, de précédent 2’ (dans #,); envisageons deux cas selon
que Ity'_pe de 2 (d.zms D') est = ou> & fp; dans le ler cay F = {a, aeD,_,
eb 2 < a < 2} s'identifie & [1, o[ et [p(a), al.p st normale; I’hypothése
de récurrence donne alory un fermé B, _,, de F vérifiant

(62) 1° B,_, ; a le type d’ordre de [1, o[ et [p(a), a]“EEp~1 , est normale,

2° Va,aeB,_,,=>p(a)ell, A[, '

3° au sens de D’ nous avons A = sup e,

. ] aely, 1 ) )
4° Ia suite (b),q<m tant relative & E, ,; et & acE, ,, nous
avons Ya,ae B, ; ;= 2 b — bl < e/é(p +1),
) . i<lgm—1

%a:ns 143 28&me cas, pour j.= 1,2,..., nous formons un point isolé 4, de
. pnjl s AL _de précédent @,,tel que A; croit strictement vers A (dans D’)
&t tel que si F; = {a, aeD,_; et A < a< A} nous avons :

NVa,ae P22 <pla) e ViVaVa',aeF; et o' eFy,=>a< p(a');

f]lll‘isqug F; gidentifie & [1, o[ et que [p(a), @l.cp; est normale, I’hypo-
&se e_récurrence donne un ordinal 7; croissant strictement vers £ et ,
une partie fermée B, ,; de F; de méme type d’ordre que [1, Y] avee
[p(a), “]aaqu,;j normale de sorte qu’en posant B, ,, =) H,_;, nous
avons encore (52). = N

’ En posant #,_, =i oL & B, alors B,UE, , est un fermé de
D,uD,_, de mé d

VD, me type d’ordre que [1, o®[ tel que [l

?{(2), elieg,uz

ezt n’orma,le b tel que (51) est vérifié avee H,_, et D,_; 4 la aolacacf}pg: IE—I
ot D5 aprés p telles étapes nous formons un fermé ‘| J B, de | D]"
tel que . C ’ 0<0<p 0<g<p !
- [¢F ,)’ a}uogl(}lngq est normale et tel que pour 0<¢<gp,
(gog est vérifié aveo B, et D, & la place de B, et D,; ce résultat joint &

00) montre que B,,, = (Ky@Eq)u{wﬂ@+l’} est un fermé de D’ de méme
type d'ordre que [1, o"**] tel que [p(a), a] ,, ot normale et tel

. s N D

que 8i Ia Smte (b1)1<1<cm, €86, Telabive & By, ebda EB; 41 ous avons

Va, a r:j.BI’H_1 =

2 by —byys | < (p+1)ej2 (j):{—l) +(p41)e/2(p+1) = e

IKI<m—1

icm
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finalement, en se rappelant (49), nous voyons que nous avons construit par
récurrence sur p une suite (Bp)p=izs,... de fermés de A} vérifiant (48)
pour p = 1’, 2,... ce qui monfre que nous pouvons réaliser (45) avec
Ay =|J Bpblaplacede 4.

1<p

Si £ est un ordinal limite nous reprenons la suite (7);-1,,... de l’exten-

sion de 1a construction de ¢ et, d’aprés le lemme 6, nous pouvons former
{me §0uS SUibe (7))j_1s,.. 46 (M)par,s,... telle qu'en identifiant A & [1, ™[
nous &yons ’

(53) pour j =1,3, ... il existe un fermé B de [w% +1, 0] gidentitiant
3 [1, ©”] tel que [p(a), @l est normale et tel que

VoVa',a et o € B;= lua(P(xa))~#a'(P(xaf;))\ <sf2;

pour j =1,2,... posons f; =supa et C; = B;—{f;}; 0; widentifie
B,

0 ecs
a1, [ et [pla), 0 eec; est normale; d'aprés Ihypothése de récurrence
nous avons :

(54) pourj =1,2,...il existe une partie normale C; de C; avee [p(a), @Jaco}
normale et avec Va, a eCj et la suite (b)ygen Stant relative a g
ot & aeCj

ael> > lb—bial<ef2;

<i<m—1

de (53) et (54) nous déduisons que (45) est réalisé avee A= J (C;U{B})
3 la place de A’ d’ol le 1<

TmvyE 8. Sous les hypothéses et motations du lemme T nOus PoOUVONs
selectionner wne partic normale Ay de A, telle que [@(a), e e est une famille
normale associde ¢t telle que (46) soit réalisé avec Ay i la place de Ay de plus
en nous fimant les idées sur le cas o (47) est réalisé avec A & la place de A7,
88 (My)jmr,e,... 08t lo mise sous Ta forme @une suite strictement croissante
dentiers de {n,ne N et a,c A en posant f; = oy, (j=1,2,...) alors
J=>1p, €st une numérotation normale de {1, a € Az; enfin si pour chaque
a e Ay la suite (1,)1q<m €5t Aéfinic comme dans (23) avec A; & lo place de
A, alors aves la définition (40) nous avons (48) avec A; & la place de A’

Ties leomes 7 et 8 permettant, comme nous I'avons indiqué, de repro-
duire les estimations de 3, nous obtenons finalement le

THfORBME 2. Pour chaque ordinal dénombrable &>1 UVespace de
Banach Oy(w*") est primaire.

Remarque. O résultat est aussi obbenu, indépendament, dans [5].
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The Marcinkiewicz interpolation theorem
éxtends to weighted spaces
by
HANS P. HEINIG* (Hamilton, Ontario)

Abstract. It is shown that under the hypotheses of the Marcinkiewicz interp-
olation theorem the strong type result extends to an estimate involving certain weight
functions. These functions depend on the weak type parameters of the operator.

The Marcinkiewicz theorern concerning the interpolation of operations
states that if T'is a sublinear operator of weak type (s, gG)H1l<p << o
i=0,1; Po<DP1, # g, then

1Zfll; < Alf s

" where 1/p = 0/po+(1—0)[ps,1/g = 0/0+(1—06)/0,0< <1, and 4

is a constant independent of f. ‘ .

The putpose of this note is to extend this. result to certain weighted
norms. The proof is seen to be 2 consequence of a generalization of Hardy’s
inequality (Lemma 1) and an inequality of Calderén (Lemma 2).

For notation and additional information we refer to [4], Chapter V.
The constant A appearing throughout the paper will depend on the
parameters only, but may be different at different appearances.

TEvmA 1. If w is & non-negative, non-increasing function defined
on (0, o) and g(:b) =0, then for 0 <1 < oo and p>1

o0 o

{f w(w)a ™} (f 9(y) dy)p dm}llp <plr {f w(z)e™" " [ag (@)F dw}llp.
0

0 0

Proof. The obvious changes of variables and Minkowski’s integral
inequality yields

([ w@a ([ s asf a0} = ([ wi@e [ stenanff oo}
0 0 0 [
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