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If g, = co and ¢; < oo 0r ¢, = oo and gy < oo, the result follows
in the same way by taking 1/g, = 0, respectively 1/g, = 0.
If p, = oo, it follows divectly that I, is'dominated by (2) and

U [0 () f* (g) Py dy)l/q <A (f [w () f* ()P df‘/)llp

by Lemma 2.
An examination of the proof shows that the result extends to 0 < p,
<¢< 0,4 =0,1, provided tha,t for 0<p<l, weWplg—p/a.)
Hg<gq and w eWo(:plq —plg,) Whenever g, < go.
We single out a specific weight in the following

COROLIARY. (3) If ¢y < ¢ and 0 < § < (1/9~1/g1)/(1/ge—1/q), then
(f Pl (Tf)* () ) < 4 (fw &P f* ()2 da) .
(b) If ¢.<qy and (1/g—1/g:)/(1/q—1]g) < B <0, then
U 0 (Tf)" (o)t < (f O (o) o)

Exampre. Let T be defined by Tf = f, where f is the is Fourier
transform of f. Since T is of type (1, co) and (2.2) we obtain for w e W,(1/2
_llp)v 1 <p< 27

{f [ (@)f* (o) o) " < 4 | [ wams or )",

1/q =1—1/p, an extension of the Hausdorff~Young inequality.
I wish to thank Professor A. Torchinsky for providing the proof
of Lemma 1 and the correspondencée we had on these topies.
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Suites concordantes d’espaces normés
et leurs applications I

par

CZESEAW GOZDZ (Lublin)

Résumé. Nous exposons dans ce travail une méthode pour I’“approximation”
des 8léments d'un cspace de Banach (on de Hilbert) donné par des suites concordantes
d’espaces normés (dans les apphcaﬁsmns pratiques ces espaces ont un nombre fini de
dimensions). Nous indiquons aussi une réalisation numérique de ces confsldératﬂons
dans les problémes variationnels aux dérivées partielles qui se présenteut dans’ Ia
théorie de 1’élasticité ([3]).

‘1. Construction d’un espace de suites concordantes. Soit une suite .
d’espaces normés (X, ||I-ll,) (» =1, 2,"...) et supposons donndes les appli-
cations linéaires continues @, ,: X,—»X,, (m>=n =1,2,...).

Par P(X,) nous démgnerons l’ensemble de toutes les smtes {w,} telles

‘que v, € X, (n=1,2,...) et satisfaisant & la condition

11) p({z,}) S Iim o, ], < oo.

Nous admettons les définitions suivantes:
DErFINITION (1.1). Les éléments de I’ensemble
12) . C=[{@}ePETIAYV A 00— PumTaln <&l

>0 ny M2NZN,

seront appelés suites concordantes.
DErrviTION (1.2). Les éléments de 1’ensemble
(1.3) 0, = [{%L}lEP(Xw): V Vo, = Png,n¥n, POUT 7 2= ]
7y Tng&¥ng
seront appelés suites presque constantes.

Remarque. Nous identifierons les suites qui ne différent que pa,r
un nombre fini de coordonnées.

LevMe (1.1). 8 les applications @, , satisfont & Uhypothése

A A sup ”‘Pno nwn‘,“n <

Ny Ty, E‘X"D n2ng
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¢t si les espaces X, (n = i, 2,...) sont des espaces de Banach, on o
(14) AV A A ngn®ngls < Bag1Bnglhy-
‘ng ﬁﬂo w’”’oEX"n n>ng
Démonstration. Posons:

0n(0) & |@nynlay DOUr  TEX, .

Les fonctionnelles g, (n = n,) sont subadditives, positivement homogénes,
définies sur un espace de Banach X, et pour tout » € X, la suite ¢,(x)
est bornée en vertu de I’hypothése admise. En applignant le théoréme
de Banach—Steinhaus on obtient la conclusion (1.4).

Les deuxz lemmes suivants sont évidents.

Levme (1.2). L'ensemble C est un espace lindatre si- Von définit Vaddi-
tion des suites et la multiplication par un scalaire de la maniére suivante:

(1.5) {@a} + {Un} = {@nt9als
:6) e, = ().

Levmve (1.3). 8t X, sont des espaces normés (pas nécessairement com-
plets) et si les applications @, 2 X,—~X, (m>=n =1,2,...) satisfont
& la eondition (1.4), toute suite satisfaisant & la condition

1.2 AV A =Pl < &

>0 n, mEn>n,
est concordante, ¢'est-d-dire p({,}) < .

Soit

0o = [fm,} < O: p({a,}) = 0.

Nous désignerbns l’espace;quotient C/[Cypar f;_!’:} (ou bien X} et ses éléments
par{z,} (ou bien x).

Admettant que 'on a, pour z € X,
@7 el = p({,)),
ol {z,} est une représentation gquelconque de 1’élément x, on obtient un
espace normé. Nous allons prouver gue ¢’est un espace complet.

TekorEME (1.1). 8 X, sont des espaces mormés, Pespace X = {X,}
avec la norme définie par (1.7) est complet.

Démonstration. Soit 2* e X =ﬁ:} (» =1,2,...) une suite satis-
faisant 4 la condition de Cauchy
1) AY A I—af<e.

£>0 ¥, p>vv,

Soient {#7};.y des représentations des éléments #” (v = 1,2, ...). La con-
dition (1) et la définition de ||- || entrainent l'existence d’une suite croissante
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{7} telle que
T 1
(2) 117?1”% — 2l < o powr  m=w

En particulier on aura

Frmadpn ) 1
(3) Tim ff — el < -
k 2

En vertu de (1) il existe une constante M < oo telle gue
(4) Wl < M, pour »=1,2,...

Choisissons une suite croissante d’indices {k;};,.y satisfaisant aus condi-
tions: :

. 1
(5) : o — a1y, < o1 pour k= k;
Y ¥, 1
(6) I — p 2 s 5 . pour IZ2k>k;
(n lefille < M+1, pour k>=k;.

Leexistence d’une telle suite {%};.y Tésulte, respectivement, de (3); de
la concordance des suites {#}} (v =1,2,...), de (4) et de la définition de
II+1 dans ’espace X. :

Posons:

(8) o, Z i, powr k<h<lhy (i=1,2,..).
(1) Nous allons prouver que la suite {z,}, définie par la formule (8) .
est conconrdante. Pour les indices I>F% il existe des k; < k; tels que
kST < Ry, b By <k < kyyy. Onoaura:
Nl ~ e, 1 @lly = Il — gy << Mozt — il + llot? — @i 31l

Pour-le second terme on aura, en vertu de (6):

(126} — oy, 1037 Iy << puisque - I> k= k.

—ry
A

Pour le premier terme on a la limitation:
i1 ' i1
il < S gt — gl < i 1
llwpt — apf |l < 2 llaerE — gl < P ==
n=j p=i

puisque I > %, > k;_, > ... > k;, et que pour un tel I a lien I'inégalité (5).

5 — Studia Mathematica LXTI.2
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Finalement on obtient:
1 1 1
(9) o=@l < 57=5 + 57 S g7=my POWT I>k=k.

Les formules (7) eb (9) prouvent que suite {x;} est concordante.
(2) La suite #” converge vers . Pour » > on a:

- vy » 1
(2) lm flwgd — ol < o7+
k Fq

Bi k< by <E<hyyy, on a:

o, — aelle = Nloog, — il << Nl — 048l +- I]m”j — 87llg-
-1

< lof—aily+ D) Jogoi— ol

p=j
De méme que précédemment on trouve, pour » > vieh b <...<k<Ek,
, 1 1 1
o — wlle < ot +F < D=k
De 1% on fire:

1 )
<§j—3, pour = ¥ > .

" — 2

Cette derniére inégalité prouve que lim|jz" —a| = 0.
P00

Dans les applications nous profiterons du

THEOREME (1.2). Siles applications ¢, : XX, (m>n =1,2,...)
satisfont & la condition (1.4) et si
1.8 lim — =
a8 7{} noéfno 'm?n—monqp”“ iy ‘pn,m(pw.u,nwno”m 0,
on a:

(a) 4T ewiste des apphmtwm ont X=X (n=1,2,...) lindaires, bornées,
définies par les formules:

(1'9) ’ N Pnly = {¢n,kmn}k>n (n = 1, 2, ved)e
Zpe Xy,

(b) L’ensemble \J ¢, (X,) est dense dams X.
n=1

Démonstration.
(a) Posons
(1) /\ yk - ‘Puo £, 'ngd pour k = Mg
z, ‘Xn(\

icm°®

Suites concordanles d’espaces mormés 173

De Ia condition (1.4) on tire:
(2) P({yk}) = ”‘Pnn,kwnn“k hmﬁno “wnonno< 0.

Les formules (2) et (1.8) prouvent que {z;} € C. De i résulte la formule
(1.9).

(b} Soit # un élément quelconque de espace X et {#,}zy une repré-
sentation concordante quelconque de cet élément (v = {}). Posons
pour kK =1,2,..:

a® = P = P10}k € U1 P ().
n—

Pour &> 0 il existe un %, tel que, si 1> k> k., @ —@r 0l < &, puisque
{@,} est concordante. De 1a résulte:

o —af = lim g0~ <&, pour k>k,.
z

2. Construction des espaces de Hilbert. Nous allons considérer une
suite d’espaces réels de Hilbert (15!n y (7 -)n) (n =1,2,...) ainsi que les
applications @ n: H,~H, (m=n=1,2, }

Appliquant les conmdératmns du n“ préeédent & l'espace de Banach

H,, ., = l/mn,m ).) on peut obtenir (moyennant les hypotheéses
précédentes) un espace de Banach H = ’{—1_1—5 Les théorémes qui suivent
fourniront wne réponse &’la question: quand existe-t-il dans {H,} un pro-
duit scalaire donnant la norme d’aprés la formule (1.7)%

Faisons d’abord quelques remarques préliminaires. Nous admettrons
dans ce qui suit que les applications linéaires ¢, ,,: H,~Hy (m2=n =1,
2, ...) satisfont & la condition

(1.4) A AV A 19nmBalln < Bul@aln- e

neN a:nexn By, m2n

_ De la condition (1.4) résulte lexistence des applica.ﬁons conjuguées gy

H,~H, (m>n=1,2,..), définies par la formule
(2'1) : A A ('pnm ny Ymdm = (m,,, ‘P::,'mym)n

@p&Hy, YmEHp

THEORSME (2.1). 87 l6s ¢, salisfont aux hypothéses du théoréme
(1.2) et & la condition:

2.2) A A {la suite numérigue {l@nmTnlmtmmn €5t convergente},

neN zpeHy,

il ewiste dans H = {H,} wn produit scalaire donné par la formule:

(2.3) (@}, @) = Im (o, Y-
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Démonstration. Soit =,,y, € H, (n fixé). Pour tout m># on
a 1’égalité

(Nl) ”wn,mﬁn + 'pn,myn!]?;rz + ”%,m@z - ‘pn,myn”azn =2 (“‘pn,mxn”fn“" ”‘pn,mylz'”éib

DUISAUE Py, 1 Ty 5 Py U, SODE des éléments de Pespace de Hilbert (Hm, (v v)m). ‘

En vertu du théoréme (1.2) les suites {g, mulmons @nmYntmsn 500G
concordantes. L'hypothése (2.2) assure l'existence des limites des deux
membres de ’égalité (N,) lorsque m-—>oco. En vertu du théoréme (1.2)

ces limites sont respectivement: |ip, 2, + @, Yol + 19,5, — 2ol €6 2(l@nm,l -
+ ”¢n ?/n”)' Par CODSéquent

(N2> /\ ”(ann + qanyn” + ”‘inn — ‘pn'yn” =2 ( “(ann” 'I" “(Pn?/n“) .

zn,ynan
Désignons par H® le sous-espace linbaire ¢, (H,) = H = {H,}:
HY = eu(H,) = H,
A el = fail.

zeHMcH

(2.4)

L4
En vertu de (N,) et d'un théoréme de J. von Neumann il existe dans
H™ un produit scalaire donné par la formule

a1
(1) (ggnwn} %?/n)(n) = Z (“(pnmn +(Pnyn”2 — ”‘ann - anfl/nHz) .
Appliquant d’abord la formule (1.7), puis I'hypothése (2.2), on obtient:
n) &f 1 .
(‘pﬂ,mns ‘pnyn)( = Z (”‘pnmn_}—‘pnyn”z_i_”ganmnw?’n?/n“i

1 )
= Him Z ( "‘Pn,mwn + ‘pn,myn”% - !I‘}”n,mmn — qon,mynll,zn)

M~>00

=Tlim (q’n,mmn: ‘Pn,myn)mz
m->ca

¢’est-i-dire la formule (2.3) powr & = p,,,y = ¢,y, c H.
Soient {Z}tmony Umtmsn 065 Teprésentations quelconques des éléments
T = Ppy = {‘Pﬂ,mmn}m>n5 Y= @pYn= {‘Pn,mf‘/n}m}n’ c’est--dire:

@) B 20— Gl = 01— @l = -
Dé Pinégalité
(3) Km;m y;n)m - (‘ﬂn,mmn ? Pn,mY, )]
< "w;n - (Pn,mmn“m ) “‘pn,myn”m + Hy;n - ?Jn,m?/n”m - ” ‘Pn,mmn”m
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on tire, en tenant compte du fait que les suites quiy figuient sont bornées:

(4) lim (w;n’ y;n.)m =lim (‘Pn,mwm q:’n,myn)m:
m m
Lrégalité (4) prouve que la définition (2.3) ne dépend pas de la représen-
tation des éléments qui y figurent. Il résulte de ce qui précéde que dans
T'ensemble (J g, (H,), dense dans H = {H,}, il existe un produit scalaive,
n=1 X
donné par la formule (2.3), engendrant dans H une norme donnée par
1a formule (1.7). L’ensemble (Je,(H,) étant dense dans H, ce produit
n=1 —
g'¢tend par continuité 4 tout l'espace comme il suit: pour # = {x,} eb
y = {y,} on pose:
ar . :

(5) (03, y) = hm(‘anns tpn?fn)'

Soient {u,} et {y;} des représentations concordantes, distinctes de
{2}, {Un}, des 6léments », y, c’est-d-dire:

Pour ¢ > 0 quelconque il existe un 7 tel que

(7 - g — Bl <& €6 Wu—Ynly <&, POUr M=T;
@) Pnm®n— Tl <&;  PnmBn—nlm <&, poUr | mEn>7,
) O = 50 [Pnm@alns Pnmnln] < 0.
mzn=1,2,...
" Des formules (6)—(9) on tire:
(10)  lpaa—atall = T 1 — Bl < F U il

4100 iy, — Bl 1 [, — Dl < 285
m m

pour n > %. De la formule (10) résulte:

(11) . 1 g, @, — @ayll = 0.

w

On démontre de méme que
(12) ' lim H‘png/n—(Pny;,“ = 0.
Les égalités (11) et (12) prouvént que la définition (5) est correcte.

Tl ne reste qu’y établir la formule (2.3). Soit, poure> 0, % un indice
tel que les conditions (8) et (9) solent vérifides pour {w,} et Y.}, e que

(13) | (.’D, Y )_' (q’nwm ‘pnyn)! < &,y pour "= 0.
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Il existe un m tel que

(14) (@5 9) = (5m%5> Prm¥adml < 26,  Dour n>7m.

Pour m> 7 on a lindgalité:

(15) [ (m7 y) - (a:arn ?/m)m[

< (&, Y) — (Pr,mBns PrmYsdml + (B s Youdw —

(1)

< 26+ ”a"m - fr”ﬁ,mwﬁ”m ° ”ym“m + ”‘Pﬁ,mwﬁ ”m' ”‘pﬁ,myﬁ - ym”m
®,(9)

< 25+a-su1) Wl +C -0

(P5,m%75 Pr.mYn)ml

({y.} étant concordante, on 2 évidemment sup I]ymllm < o0). De 'inégalité
(15) répulte la formule

(2'3) . (#,9) = hm(mm’ Ymdm-
" m
Si_done les ¢, ., ne satisfont pas aux hypothéses du théoréme (1.2);
= {H,} est aussi, dans certains cas, un espace de Hilbert. On a:
THEOREME (2.2). 8% les applications ¢, ,,: H,—~H, (m=n=1,2,...)
satisfont & la condition '

(2.5) A Al

Zp€Xy, m>2n

*
~Pn,mPr,m mn”n <Yn “mn”m
n=1,2,... . :

o Iim y, = 03 ou & la eondition équivalente
n

(2'6) A /\ I( PrmPns (pn,mf‘/n)

’—"'n VnEXn m=n

= (Bas Yl < yali,ll,

il ewiste dans Vespace H = {I—I;} un produit scalaire défini par la formule

(2.3) ({@a}; W) < lim (2, 9
engendrant la norme (1.7).

. 2])6émonstra.tion. 1) Nous établirons d’abord I’équivalence de (253
( (‘é.)s') =(2.6):
(Pnmns PamYndm — @ns Yu)| = |(@ns @pnPrm¥n)a— Ty Yuul <
(2.6) =(2.5): Remplacant dans (2.6) x,, par y,

1) L= l(‘Pn,m(yu - ‘p:,mq’n.myn) ? ¢n,myﬂ)m = (Yn— ‘P:.;n‘pn,myn y Ynl I
< Pnln— P Pam Yl Wl

Vo [0l (Yl

— @ mPn.mYn, ON Oblient:
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Transformons le premier membre de Pinégalité (1) comme il suifi:

L= l(yn - ‘P:,m‘ion,myn ] ‘P:,m‘pn,m'yn)n —(Yn— <P:,mq)n,myn7 :‘/n)nl
L=y

(2)
nT ‘p;,m(pn,myn ’ qJTL,m‘Pn,myn - yn)nl .

De (1) et (2) résulte I’implication (2.6) =(2.5)

92) Nous établirons maintenant la formule (2.3). Soient {&a}y {Un}
des représentations concordantes des éléments @, ¥ € H. Nous allons mon-
trer que la suite (w,, 'yn)n satistait & la condition de Cauchy. Posons

(3) G = 5111) [l%“m Hyn”rn H‘an “mi Hqgn,myn“m]'

n=1
m;n

Comme {r,}, {y,} sont concordantes, on a € < co. Pour >0 il existe un

7 tel que
" 12,00 — Prafln < &5
1@ mYn = Yonllen <
<8

pourvu que m = %= T.
De (4) et de (2.6) résultent les inégalités:’

I(a’ma "Jm)m - (mm ?/n)nl N
< |(mm7 ym)m - (‘Pn,mmn’ ‘pn,‘myn)m‘ + I (q)n,htmn, ‘Pn,myn)m'“ (wm yn)ni
< @ — Prym s (Pn,mf'/n)m| + [ (@Pn,m®ns PrymYn— Ymml + ¥n ozl 1Yl

<eC+0Cete

pour m > n > . Cela prouve que dans (2.3) la limite existe.

3) La légitimité de la définition (2.3) a ét6 établie dm%'s la démonstra-
tion du théoréme (2.1).

4) La formule (2.3) définit un prodult scalaire dans H = {Hn}
Par exemple, pour & = {wn}, Y = {yn}, z = {z,,} e H on a:

(@, 9 +z) g lim (2,,, ?/n'i"zn)n = lim[(@,, Yn)ut (@, zn)n]

= lim (@,,, yn)n‘]“]im(mm Zn)n = (2, 9)+ (®,2).

) Le produit scalaire ainsi défini engendre la norme (1.7):
(@, @) & Im (@, ,), = B, = lal®.
n n

Dans le théordme suivant nous indiguerons un procédé pour “appro-
cher” les fonctionnelles linéaires bornées sur H = {Hy}.
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Soit une suite {z,} € P(X,) (la suite {x,} n’étant pas supposée concor-
dante). Il peut arriver que la condition suivante soit remplie:

(2.7) © A lim(z,, by,), existe (est un nombre réel).
{hy1eC n

Si Ia condition (2.7) est remplie, on peut poser:
(2.8) A g(B) £ lim(z,, by,
Re={lyleH "

De méme que dans la démonstration du fhéoréme (2.1), la définition
(2.8) ne dépend pas de la représentation concordante {h,} de 1’élément
b (si {@,} est fixée). On voit aisément que (2.8) définit une fonctionnells

linéaire bornée ¢: H = {H,}>R. En effet, soit k = {,}, h® = {HD}.
De la définition (2.8) on tire:

1) g(ah+Fh¥) = lim(a,, ah,+ ), = lima(a,, b,), +1imB(z,, h,),
= ag(h)-+ Bg(AV); )

2) [g(B)] = [Hm(z,, hy),] = 100 (2, by, < o, B 5
d’ol Pon tire: * " " ke

_ lg(B)| < 2 ({w,}) 1Bl )

Des formules 1) o6 2) il résulte, en vertu d’un théoréme de Riesz, que

dans H = {H,} il existe une représentation y € H de la fonctionnelle (2.8),
c’est-b-dire que

(2.9) (y,y k) = g(h) = hm(wm hn)n

Récapitulant les considérations précédentes on obtient le Corollaire (2.1).

Si les applications ¢, ,,: H,~H,, sont telles que le produit sealaire
dans H = {H,} est défini par la formule (2.3), si la suite {w,} e P(X,)
et sila condition (2.7) est remplie, il existe un y e H tel que

(2.9) Ay, k) = bm (2, hy), -
heH n

Nous établirons maintenant une condition nécessaire et suffisante
pour que la formule (2.8) définisse une fonctionnelle linéaire bornée sur
H={H,.

TrforEME (2.3). 8% les applications ¢,,,: H,~H, satisfont auw

hypothéses dw théoréme (1.2) et & la condition (2.6) dans le théoréme (2.2) et
st la sutle {,} est telle que

(%) {J;n} eP(H,),
(%) VoA leml<0,
C<oo n==1,2,...

* ©
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la condition (2.7) est vérifiée si et seulement si la suile g, %, € H (v = 1,2, ...)
est faiblement convergente vers lo y € H = {H,} défini par la formule (2.9).

Démonstration. Pour montrer que la condition énoncée dans
1a conclusion du théoréme est nécessaire, supposons remplie (2.7). Nous
allons monftrer que

@ A lim(pa,—y,f) = 0.
F=TFpiel

On a les limitations: -

(2) [ ((ann —Y, f)l < l(tpn,mwn? fm)m—' (anmn ) f)l +

+ ‘ (,‘pn,m%n) fm)m" (m'm fn)n] + l (2/ k) f) - (mn?fn)n]
et

@) 1P — Y P < U @n,mBns Frudn— (@a @y )1 +
+ @i, w8 )~ (Pr.n By PrmSulml -+
A (P s Prynindm — @y Fadal 1Y )+ @y fadul -
Profitant de Ihypothése (2.6) on obtient:
B) 1 @n®a—Y, DI < (Pryms Tas Frndm— (@ay )1 +
A 1Pn,m Bl 1 Fon— P Fll & Vallall W falln + -
1Y f) — (@ Fadal -

Pour ¢ > 0 il existe un n, tel que pour n 3> %, sont remplies les inégalités :

(4) “fm’—‘pn,manm < €y pour mzn = Mgy
puisque {f,} e, 4
(8) Valalle 1 Falln <85

puisque Lon a () et {f,} € 0, et que limy, =0,
N=>00

(6) |(:‘/;f) *(mmfn)n] S:D) ‘611 vertu de (2.7).

En faisant tendre m vers l'infini dans (3), on obtient, moyennant (4),
(5), (6) et (wx), Vinégalité
|(§ann~—y,f)l<0+0‘8+£+6, pour %Z%,,

dont découle la convergence faible de la suite ¢,%, vers y-

Pour prouver que la condition énoncée damns la conclusion du t]%éoréme
est suffisante, supposons que {&,} satisfagse b (%), (x#) et que la suite ¢, 2,
ot faiblement convergente vers y € H = {H,}. Soit & un élément quel-
conque de Despace H et {k,} sa représentation concordante. Nous allong
prouver que
(7) B (@, Bydn = (45 B)-

o
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On a P'inégalité:
@ B~ (75 W) < (s B — (P P Pl
+ {Pn,m®ns Promltn = Bondin 1 P,y B — (P s B)| -+
+1{gan, 1) — (0, 1) 1.
Par un raisonnement pareil & celui qui a 666 fait dans la premiére partie
de la démonstration on obtient la formule (7).

Remarque (2.1). Soit ¢ un ensemble dense dans H = {H,}. Dé-
signong par ¢ l’ensemble des représentations concordantes des éléments
de ’ensemble @. Le théoréme (2.3) reste vrai si (2.7) est remplie pour
{h,} 9.

Remarque (2.2). Siles hypotheses duthéoréme (1.2) sont satisfaites
et §i le produit scalaire dans H = {H,} est donné par la formule (2.3),
la suite

o Zgy (n=1,2,..)

satisfait pour y € H quelconque & la condition (2.7).
Enp effet, on a pour tout h = {h,} e H:

. a 1. % oy, *
]Jm(mni hn)n = hm(q%,?/, hn)n = hm(?/? (Pnh’n) = (y’ h)?
n n n
puisque Pon a, en vertu du théoréme (1.2), lim |k — g, k), = 0.

. 3. Application. Nous indique‘i'ons dans ce qui suit une méthode
de de solution approximative d’un probléme variationnel aux dérivées
partielles ([2], [3]). I’élément % € H = {H,} minimalisant la fonctionnelle
@: H—>E satisfait & la condition:
3.1) A p(Z, h) =0,
heH

ol ¢ est la dérivée de la fonctionnelle .

Nous allons chercher une représentation concordante {»,} (z, €H,;
n =1,2,...) de 'élément T qui sabisfait & (3.1). Les éléments x, seront
définis par les équations
(3.1), A (@ b)) =0 (n=1,2,..),

hypsHy

pour certaines fonctionnelles v,: H, xH,—+R, “approchant” la fonction-
nelle .

TrforEME (3.1). Hypothéses:

(0) Les applications ¢y ' H,—>H, (m2n =1,2, ...) satisfont aun hypo-
théses du théoréme (1.2) et le produit scalaire dans H = {H,} est donné
par la formule (2.3).

m’
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Soit une suite de fonclionnelles w,: H, xH,—~R (n=1,2, ...) satisfaisant
aux CONditions:

(a) pour @, e H, quélconque finé, v,(2,,") est une fonctionnelle linéaire
bornde sur H, (p, (@, ) € Hy = H,};
(b) 4l ewiste une constante commune L < oo telle que

A [ (®n To) = WYy k)i < L%y — Yalln® Wonlls

Ty Yo i €8 g

pour m.o=1,2,... ¢ les fonctionnelles v,(0, ) sont bquiborniées;

(C) V /\ /\ "/’n(wm mn""yn) _"Pn(yn, mﬂ,_yn) = Hmn""'yn”i.;
a>0 heN @y, YnEHyp,

(d) A A A ‘%(‘Pn,emm qon,g]"n)—"/"n(mm k)< Sl lln Py ol li;n&n =0,

nEN @y, hy &y, 01

(e) il ewiste une fonction croissamte M: B* —R* telle que

AN sup H"Pp(‘Pn,pmm )“p< M(r).
n p2n |zl <r

Coneclusion: Il existe une foawﬁomwlle py:HXH—-R(H= {H,}) définie

par la formule:

® A vz, h) 2 tim Y (By By)y 0% B = {a—o;}, T = {hy}, €t satisfaisant auz
o, heH N-+00
conditions:

(2) (@, ) est linéaire bornée sur H pour tout ¢ & H fixé;

B) A lpl@ -y, BI< lp—yl- Ikl

. z,y,heH )

@ A v, o—y)—yy,2—y) > do=yl%;
z,yel

(8) dans tout espace H, il emiste exactement un &, tel que powr tout h, e H,
on @ '

(3'1)n ’l[),,L(ﬂ?n, hn) = 0;

(6) la suite g, (v, définie dans (B)) converge vers weH = {Hy}, qui
satisfait &

(3.1) A vl = 0.

Avant de démontrer le théoréme (3.1) nous allons rappeler quelques
faity résultant de Phypothése (o), établis dans Jes paragraphes 1 et 2. .
1) 11 existe des applications ¢y: H,~H ={H} n=1,2,..) aéfi-
nieg par la formule: o
(1.9) N Pun £ {‘pn,k"”n} =n"

2y eHy
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2) L’ensemble U1¢"(H") est dense dans {H,}, de sorte que pour

ne=
toute représentation concordante {z,} de I’édlément » € H la suite ¢,», ¢ H
(n =1,2,...) est fortement convergente vers z.

3) 1 existe des applications conjuguées gy ,,: H,—~H, et gp: H-H,,
définies par les formules S

. /}i /\H ((pn,ma}lnv yﬁ;)m = (Jé,z, ‘P:,mym)m
(2.1) Tpeln Yp <ty

A A Py ¥) = @y G-

apek, yeH

Passons maintenant & la démonstration du théoréme (3.1). Soit
{w,} une suite concordante représentant. ’élément » e H.

En vertu de (a) et d’un théordme de Riesz il existe des opérations
F,: H,—~H, telles que

Yo By By) = (Fn(mn)z hn)n (n=1,2,..).

De I’hypothése (b) il résulte que les opérations F, satisfont & la con-
dition de Lipschitz avec la méme constante L et que la suite |F,(z,)|l,
est bornée, pourvu que z,] soit borné.

La condiion (d) peut maintenant &tre écrite sous la forme:

(@m0 Fo (@) — Fo (52, Ban| < Il Wil

Bn mettant h, = ¢h,Fy(¢np, ©,) — Fp(w,) dans la derniére inégalité
on obtient

(3.2) 12n, 0 Fp (P, pTn) = Fo ()l < 0 I -
En vertu de (3.2) on a, pour toute suite concordante {h,}:

lim {(FI' (wp) » h.’p),’(’— (Fn(mn)) hn)nl

DP=n—»00

< Im (IF (2, [y — @, Bl + Ll — @ Bl 91, Tl + 6 [0l )

P=n—>00

= ({F,(@,)}) -0+ L-0-JhJ+0-p ({z,}) - Jhl] = 0. .

Cela vent dire que la suite {F,(z,)} satisfait aux hypothéses du corollaire
(2.1). 11 existe done un élément de Pespace H = {H,} que nous désignerons
par F(x), tel que

1) A limy, (@,, k), =1m (F,(2,), hy), = (F(a), h),

{fp}eC nso0 n—>00
ou autrement
1)0(337 h) = Hm'l/Jn(wni hn)n'
A—>00

* © '
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Les conditions (2), (3) et (4) sont vérifides, en eﬁet:-
) lp (@, )| = 17(2)]| < T | B, (2,)]]5
(3) [w(m7 h)—'l{)(y, h)l = nm]%ﬂ(mn7 h’n)_’%z(?/n’ h‘n)l

' < Em Lo, — gl T oy, = Ll —y]l-IAll;

*

(4‘) W(m: w"’*@/) —7/)(3/3 w'—y) = lim (Wn,(mm wn"'yn)”"l’n(ym wn—'yn))

> limajle, — gl = ale—y].
n

Tlexistence et 'unicité des solutions des équations
(3.1) Fle)=0 e Fyz)=0 (n=1,2,..)
résulte de [2].
Nous allons montrer que la suite qui satisfait aux équations
F(z,) =0 (n=1,2,..)
est une représentation, concordante de I'élément « ¢ H satisfaisant &
F(z) = 0.

De (c) il résulte que ;' existent et satisfont & Ia condition de Lip-
schitz avee la constante 1 /l/;. De la seconde partie de ’hypothése (b) il
résulte que la suite @, = F;'(0) (» =1,2,...), est bornée.

Posons:

r = mpF, (0l

En vertu de 'hypothése (e) on aura:
{7 Sup [ Fp(ppp@a)lly < M (r) < 0.

p=n=1,2...

Soit » € H un élément quelconque et {k,} une représentation concordante

" quelconque de cet élément. Moyennant (3.2) et (3.1°) on obtient I'inéga-

lité:

B) (T Pnp®n) s Bo)s| < 1T (@np@a)lp* iy — @ Ponllp = 8 [l Pl
Faisant tendre p vers oo dans (8) on obtient (en vertu de (1) et (M):
(9) |(F(gna), B)| < H()h—gulall+ Onalln” inll-

En tenant compte de I'indgalité (9), du fait que la suite IV (@)l st
bornée (ce qui résulte de (7)), que {h,} est concordante (= b — @y Tl 0),
de I’hypothase (d) (lim 4, = 0) et du fait que les suites [,/ €t ihyl, sont
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bornées, on trouve que la suite F(p,w,) € H converge faiblement vers
zéro.
Pour {z,} satisfaisant & (3.1') on tire de (3.2):

(10) ”‘I’:F(‘ann)” < 0, 1@l -

Pour » satisfaisant & P’équation (3.17) F(») = 0 on a, en vertu de (4) et
(10): ‘.

(11) liinal[%wn—w!P < (F(g,2,) — F (2), @ —0)
= —lm (F(p,,), 7) + im (B (Pnn) y Pnn)
= 0-+lim (g F(paan), )
<limé, [lz,l3 = 0.
n

De (11) on déduit le dernier point de la conclusion:

(6) lim p, 2, — 2]l = 0.

Du théoréme que nous venons d’établir résulte le suivant, plus facile
dans les applications.

TEEOREME (3.1). Supposons vérifiées les hypothéses:
(0') les applications ¢, ,: H,~H,, satisfont aus hypothéses du théoréme

(1.2) et & la condition (2.8) (< (2.6)); (a), (b), (c), (d) dans le théoréme
(3.1). :

Dans ces conditions les points (1), (2), (3), (4), (5) de la conclusion du
théoréme (3.1) sont vrais et

(6") la suite défimie dans (B) est concordante et » = {m—ﬂ} satisfdit &
(3.1) Aw(z, h) = 0.
heH

Démonstration. 1) En vertu du théoréme (2.1) on a l'implication:
1) \En vertu du théoréme (2.1) on a Pimplication:

(0")=(0).

2) De la condition (2.6) il résulte qu’il existe des constantes f', f> 0
telles que

(3.3) B 10l < W2l < B 1l
De (3.3) et de Pégalité

Lm g, @, — 2] =0

il résulte que {r,} est une représentation concordante de 1'élément .

icm°®
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3) En vertu de (3.3) la suite {#,} bornée et les opérations équilipsehi-
tziennes F, vérifient la condition (7) dans la démonstration du théoréme
précédent:

(7 SUD  [[Fy (@n,pBa)lly < co-

DP2N=1,2,...

Remarque (3.1). La conclusion du théoréme (3.1) reste vraie si
’on remplace I’hypothése (d) par Phypothése

(dl) /\H Wp(‘Pn,pwn? h}:) _WH(mm (p:,phﬁ)[ < 0, ”mn”n' "hp up) ou lim e, =0,
Inciln . 700 .
hyyeHy,

ou par I’hypothése

(dz) /\ |Wp(¢n,p$n7 ‘Pn,p h’n) —Yn (mru hn)l < ﬂ'npn (mn)“hn”ni

hygp <Hy
ot lim 4, =0 et p, (n =1,2,...) sont des fonctionnelles telles que
n—>0
SUP P, (#,) < 00, POUTVU qUE SUP ||z, f, < 0.
n

n

Nous indiquerons encore une méthode approchée de solution du
probléme (3.1), dans laquelle les solutions approchées s’obtiennent direc-
tement dans Despace de Hilbert H = {H,}. Cette méthode nous a été
suggérée par T. Lezanski.

Nous supposerons dans ce qui suit que les hypothéses du théoréme
(8.1) sont vérifides. '

Admettons la notation:

2™ Lo (H,) < {H,}.

En vertu des hypothéses admises pour ¢, ,, ™ < H = {H,} est un espace
de Hilbert (avec restriction du produit scalaire dans {H,}).

Le raisonnement que nous avons fait dans la démostration du théoréme
(3.1) nous permet de définir la fonctionnelle yy,: H™ xH™—~> B comme
il suib:

daf .
(o) A w(n)(‘;”nwm @) = 100 9 (@ 1 Py ‘Pn,khn)'
a;n,hntHn ko0 .
Appliquant & la fonctionnelle v, les considérations du travail [2] on
peut trouver un 2™ e H™ tel que

™ 3wy — 0. i
& n(m{}z(n)%’(w » B7)

Nous allons montrer que la suite 2™ e H™ c H (n =1,2,...) converge
vers la solution de 1’équation:

Flg) =0.
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En vertu d’un théoréme de Riesz il existe une opération Fy,: H™-»H®
telle que

() (n)h(é H(11)¢(")(m(ql)’ ) = (F (n)(m(m)’ 1)
p .

T’égalité (o) peut étre mise sous la forme:

Fo (@™, B®) = (F(z™), B0
,;(n)mﬁ}smn)( @), ) = (7 (@™), 1),

d’ot Pon tire la formule
(3) Fpy (@) = proj|gmF (z™).

Comme auparavant, on constate que les Fy,) satisfont & la condition de
Yipschitz avec constanbe 1/Va et que les suites o z F;1(0) et F(2™) sont
bornées.

‘De (3) il résulte que F(2™) est orthogonale & H™ < H (puisque
Fiy(@™) = 0) La suite F(2™), étant bornée, est faiblement convergente

vers 0 (car UH(") est un sous- ensemble dense dans H).
n=1

Supposons que » € H satisfasse & équation

(3.1 ‘ F(z) = 0.
Alors: ‘
lim a o™ — a2 < im (B (2) — F(x), 2 — )

< Lim|(F(=™), )| =0,

puisque (F(#™), 2) =0, et F(z™) converge faiblement vers 0. Nous
avons ainsi démontré le

THEOREME (3.2). S les hypothéses du théoréme (3.1) somt wérifides,
la suite

2™ = Fi(0) (n=1,2,..),

ol B, sont définis par les formules (y), est fortement anwuergeme vers
Vélément » € H qui satisfait & (3.1), A\ w(z, h) = 0.
heH

Nous indiquerons maintenant, en prenant comme exemples los fone-
tionnelles qui interviennent dans les problémes variationnels aux dérivées
partielles, une réalisation numérique du théoréme (3.1).

Nous commencerons par un exemple de représentation de l'espace
Hi(Q) sous forme dune suite concordante d’espaces de Hilbert H, &
un nombre fini de dimensions.
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Exemeir (3.1). Solent H,, (n =1,2,...) les espaces de suites réelles

2 m indices:
(1) (m)
IR AL s =1m=‘°N"
= {m ’ mnl—ﬂ, o5 Bp=0 H
telles que afyim = si dmm le systeme (%1y ..., 1) a1 moins un indice

4y, prend la valeur extrémale 0 ou 2° i . Nous admettons que les suites
N® (k =1,2,...,m) sont croissantes par rapport & n. Nous désignerons

oo R . X n

par £, Densemble des m-indices (4y,...,%,) (4, =0,. ,2N ceey by
/()

=0, 2“)

Sl @, € H,, nous désignerons par 8,%, (r =1,2, ..., n) Pélément de
Pespace H,, défini comme il suit:

@) m)

\n n
(3.3) By, & {yfprimi g 0
ou
J1seeesdptleed, T1sewespsrensd) (r)
Qi lressedr M g7 15Ty m . 2
o , 8 < 2\7
1
G1peesim &L e
Yy - N(")
. 2 n
- N
0, o s g, =2"",
Pour z, € H,, nous admettons la définition
(1) #(m)
N, N
ar 1 2t "
(34 R T —— A TR T

T =00,y =0

Dans Pespace H, nous définissons le produit scalaire par la formule:

(s Yndn = Szamoaym

ﬂﬂf——
(ot “o” désigne la multiplication scalaive des suites). Les applications
qom, H,~H, (p>»n=1,2,...) seront définies comme il suit:

(1) J\;n)
J1seeesd, 2
Pr,pn = {57} ’“}11=-o, =0 2
ol

. . m';bl’ st x'Lm_le: Uoa--+stm
i 3
1seead] 1seest, v e - ,
wl m—a;ls »lm — N()
T 4 ( ik 2N§P 1/2"n

6 — Studia Mathematica LXII. 2
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le systéme d’indices satisfaisant & Pinégalité

e\ (G e ) (AL
ZNS)’-”, ’ N,(Z") = 2N£L!)’

i 1

?
i

).

CIpE
2N5bn)) g

On a les égalités suivantes: .

(1) /\ /\ ”‘Pn,z;wn“p = Hmn”n:
=N TpeHy
(2) /\ (pn,;p = q)k‘,poqgn,ln
n<k<p
NO_nE N _ ) (1) N
o n . n n n
(3) A A Fng¥e =15 m 3=l -
n<p ypeﬂp

. Des égalités (1), (2) et des théorémes (1.2) et (2.1) (ou (2.2)) il résulte
que H = {H,} est un espace de Hilbert, dans lequel e sous-ensemble

o0
* U pu(H,) est dense.
n=
Soit @ = ¢0,1) X ... x¢0,1> = R™;le m-indice (i, ..., im) (i1 = 0,
O " v . I
2P iy =0,...,2 ™) peub &fre considéré. comme identique
au point

i i\
L 3 )
(o 5

et P&lément %, € H, identique 4 une fonction définie sur un réseau dans Q.

" Nous allons prouver que l’espace H = {H—"} ainsi construit est linéai-
rement isométrique & Hy(R). En effet, Iapplication

®: G ga(H,) >} (9)

définie par la formule:

(4) Q(ann) (tl) e tm)
m - :. i Py . . .
i . 3 i ml]‘,“.,lk"‘l,.u,”n_mll,...,'l.k,...,'bnz
= mpotmt Z (ik—-j{,ﬁ). * T Y@ -
k=1 2" 12"
pour ¢ = (ty, ..., t,) € 2 tels que
(_,tl_ J’L 1< ('Eﬁ 7:’" +1
gaeey <t R
PR G g

est une isométrie lindaire. En effet:

©
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1) Les dérivées distributives des fonctions &(p,a,)

(5) 0@(%1””) _ ww;ll,...,ik—{-l ..... im_m:} ..... Tsesestyy
ot,, ~k)
12
pour
i b 441 ¢m+1)
e, S (e )
(2Ng) ] ’ ZNgn)) = \(21\7&), ? 2N~£Zn) ?

appartiennent & L*(Q);

9) La fonction &(p,w,) sannule sur la frontitre de 2 ef elle est
continue aux points-frontieres.

(6) 11@(%%)1\35(9) = Ilq’umn"'

On déduit de 1a qu’il existe une extension de Pisométrie @ & tout espace
H = {H,}.

En profitant du fait que D (L) (fonchions suffisamment réguliéres
4 supports compacts dans Q) est dense dans H}(Q) (voir [1]), on peut
montrer que I'ensemble des fonctions de Ia forme (4) est dense dans Hy(Q).

L’ensemble | o, (H,) c H = @} étant dense, il résulte de 1a que les
- m=1
espaces H = {H,} et Hj(Q) sont équivalents.

ExXEMPLE (3.2). Supposons données les fonctions a, CY(B™ (r =0,
1,...,m) satisfaisant aux conditions:
! 1/2
[lh—ti!*] .

(3.8)

m
/\ Ia’r(tli rery tm)—tl:,(t;,..‘, t;n)! < er

r=0y000,m 0 Ly<oo 41 €RM i=

=

Posons L = maxl,

V A A E
0< o teR™ 7R 1<
s

<r,8<m

k3

2
ay E'lr

=1

da
e (757>

(3.6)
et, de plus,
s a;—Ly> 0.

Pour £ = {0;1)x ... x{0;1) = R™ soit y une extension confi-

m
nue sur H(Q) x Hi(2) de la fonctionnelle définie par la formule:

n
0w 0w 0z
. = e a e
IO Zf“(at +f (5

a o——
g |

)

3
at,
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ol
M = {peC*(Q): /0Q = 0}.

Llexistence de la fonctionnelle p résulte de la condition (3.5) et du fait -

que M est dense dans H:(Q).

Les conditions (3.5) et (3.6) que nous venons d’admettre, et 1a défi-
. nition (3.7) enfrainent les conditions (2), (3) et (4) de la conclusion du
théoreme (3.1). -

Dans ce qui suit H, (n =1,2,...) et H = {H,} désigneront les
espaces définis dans l’exemple (3.1) et 9, seront les opérations différen-
tielles définies par la formule (3.3). -

Nous allons montrer que les fonctionnelles v,: H, x H,—~R (n =1,
2,...), définies' par la formule:

(3.8) /\H Yo (L s Py} £ 2 S @, (01 %y 0580y, ...,y 00 @y) Oyl +

Tl €Hy, r=1%n

+ § Go(01%yy vy Op@p) by, (0 =1,2,...),

satisfont aux hypothéses (a), (b), (¢) du théoréme (3.1) et & la condition

(d,) de la Temarque (3.1). Pour ab1 éger D'éeriture nous désignerons a, (9,
-y Opy) DAT 0, (0,).

(a) Cette condition résulte immédiatement des inégalités suivantes:

n)

(3.9) lSar(a 2,) 0,k | < [S Iar(a%)l"‘]m'[gs [0, B, 2],
(3.0 QSn B< §1 ; 18, b2,

qui découlent de la définition (3.4) de la fonctionnelle “S” et de I'iné-
galité de Holder. O

(b) Des conditions (3.5) et (3.9) on tire:

0@y Fin) ~ Uy Bn)| < D[S [@,(02,) — 4,(99,)10, b, +
N r=1 *n

+|S [80(00,) = a0 (0y,)Tha| < D (S 16, (05,) — a, (99,12 (S 10,hu17)+

r=1 2p n
+(S 100 02,) — a0(0) - (S )" < I 3( ) 10,8, —0,,12 )" x
n 2n r=1 §=1
X (S 10,k + Iy (Z 1052 — 0,912+ (S 1y 212,
n s=1 2
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En mettant (3.10) dans la dernidre inégalité on obtient:
(b) [1/)11, (mn ’ 77’11) % (?/m hn)l < L (m +1)”mn - yn”n' ”h’n”n .
T est évident gue les fonetionnelles ,(0, -) (n = 1, 2, ...) sont quibornées.

(C) "tu‘n( ny & yn) "/’n(yn)wn"yn)

n

}J S L4, (0m,) = 0,(00,)12, (2, 9) + § [0a(02,) —a(09,)] (@~ 1,)

S 2’(4 0t ( n_yn)ar(mn—'yn) + QSn[“O (01:'“) _ao(ayn)](wn _-:[/n)'

Np=1 g=1

Profitant de (3.5) et (3.6) on obtient:
(c) Yl @y B Yu) — Pu(Yns B —Yu) = (a1 — Ly) lle,, '—yn"i'
(dE) T/{n(‘?n,pmn: qﬁn,jzhn) (‘,’r’.n) h’ ) “

y[S“ a(pn,p 'n r‘pnzz Sa amn )0 hn]—l-
A—J

+ S (g a‘pn,pmn) Pn,p hn - S %o amn) hn
= S (a‘pn vl n) q’np S a’D 0”’.11
Y

Moyennant la formule:

R
ot
hz}""’j’“ — h:}""’im
pour :
7;1 'im < jl jm < ":1 -+1 i im +1
2N(l) . 2Ng,1,) = 2Ng) [ ] 2Ngn) = 2N£3) H ’ZN}Z'I)
on obtient:

5 (@0, Pl =¥ (@ ) = [S 0 (O, p20) (P Ten = Py )]
. »

< ( S o (a%i,pwﬂ)z)l/z : ( S (Wn,p hn - (Pg:)p hn)2)1,2 *
2, Q5
De la définition il résulte
(8.11) S s (O a)? = S t0(02,)2.

2 n


GUEST


192 C. Gé6zdi

Pour le second facteur dans la derniére inégalité on a la limitation:

(1) 2\1/2 &. |17l
(3.12) (S @nplta— )™ < g,y “Whal-
2

i
QJJ 7

Enfin, moyennant (3.5), (3.11) et (3.12) on obtient

Vim (Lo [+ 100 (0)1)
(ds) 19 (Pn.0%ns Prp B — 9 (8 T} | < (21‘1751})+...+N£;”3 Wl

Remarque (3.2). Dans le cas ot les fonetions 4, dépendent de o ot de
="(t;y -~y 1), les limitations sont pareilles.
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-On projections and unconditional bases in
direct sums of Banach spaces II

by
P. WOJTARZCZYXK (Warszawa)

Abstract. We prove that an unconditional basis in X+ ¥ is a direct sum of
bases in summands provided every operator from ¥ into X is compact.

The main result of the present paper is Theorem 2.1, which says that
all unconditional bases in X + Y are direct sums of bases in summands,
provided every operator from Y into X is compact. The inferesting thing
iy that we do mot know a priori that X and Y have unconditional bages.
This decomposition of unconditional bases in direct sums of 1,-spaces was
proved in [4]. One of the main steps in the proof of Theorem 2.1 is Theo-
rem 1.1, which generalizes Theorem 3.5 of [4] and describes complemented
subspaces in certain direct sums of Banach spaces.

This paper is a direct continuation of [4]. The proofs use the same ideas
as in [4]. :

The proof of Theorem 1.1 is an extension.of the argument given in
[4], so we only point out the necessary changes. The first section of this
paper cannot be read independently of Section 3 of [4]. The proof of The-
orem 2.1 is selfcontained. All our notations and unexplained notions are
those of [4]. ‘ '

1. The following theorem improves Theorem 3.5 of [4].

TuEOREM 1.1. Let X and Y be Banack spaces (real or comples) such
that every operator from Y into X is strictly singular. Let V be a complemented
subspace of X - Y. Then there emisis an isomorphism @: X +¥ 22, ¥ 1 ¥
such that

' (V) =p(VInX+o(V)nY.

For the proof we give only two propositions, the rest is exactly the
same as in [4]. We will denote by Py the projection from X+ Y -onto X
annihilating ¥ and Py = I —Px.

ProPOSITION 1.2. Let X, ¥,V be complex Banach spaces satisfying
the assumptions of Theorem 1.1. Then there exists a projection Py: X+ ¥
X+ Y such that PxP;Py =0 and there ewists a Fredholm operator
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