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Kommutative Banachalgebren und hermitesch-éiquivalente Elemente
von

HORST EHMKE (Darmstadt)

Abstract. We study the set Hy, of Hermitian-equivalent elements in a commu-
tative Banach algebra with unit and give a generalization of the well-known Vidav-
Palmer theorem.

1. Hermitesch-dquivalente Elemente. Der Begriff ,hermitesch-dqui-
valent” findet sich in der grundlegenden Arbeit von G. Lumer [3]. Zum
Verstindnis der Arbeit werden nur einige elementare Kennfnisse iiber
hermitesche Elemente vorausgesetzt. Hierzu, sei auf Bonsall-Duncan [1]
verwiesen. 4 Dezeichnet eine komplexe Banachalgebra mit 1, X einen
komplexen Banachraum, B(X) die Banachalgebra aller beschrinkten
linearen Operatoren auf X, o(a) das Spektrum von 4 € 4, [la], seine Spek-
tralnorm. @: A—C(M(4)) ist die Gelfand-Transformation.

DerNrrroN 1.1.

s(a) = sup {llexp(ifa)j: £cR}, acA.

H,={ocd: s(@y<n}, mneN.

o = GH,‘ ={aed: s(a)< oo}.

Die Elemente von H,, heiBen hermitesch-dquivalent, die von H, hermitesch
(vgl. [11, . 55).

Bemeier 1.2. Ist P: XX eine stetige Projektion eines komplexen
Banachraumes X, so gilt wegen P* = P:

(’LEP) —[-PiP y (i&y"

Mg

exp(itP) = =TI+ (1P

8
I
°

mnd somit 2P|l -1 <
ProrosrTIioN 1.3.
(a) AH, < H,, AH,, < H,, fir AcR, ne N.
(b) H,, n € N, ist abgeschlossen.

s(PI< 2P| +1. Fiir [P >1 gilt daher PeH \H;.
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(¢) H,+H, < H,,, mne N.

(d) H,, st ein reeller Vektorraum, der beziiglich dquivalenter Ummor-
mierungen von A inwariant si.

Die Beweise sind elementar und folgen leicht aus den Definitionen.
Die Vektorraumeigenschaft von H,, gilt i.a. nicht fiir nicht-kommutative
Banachalgebren. Wihrend H,, bei einer dquivalenten Umnormierung
unverdndert bleibt, ist dies fir die H, nicht der Fall. Im wesentlichen
von Lumer [3] (Theorem 13 und 6) stammen die folgenden Aussagen:

SAaTz 1.4. (a) Hy = H, fir
ein ne N ist.

(b) Ist F ein recller Unterraum von A mit F < H, fir ein ne N, so
gibt es eine dquivalente Algebranorm auf A, beziiglich der alle Blemente aus
H, und T hermitesch sind. Ist A = B(X), so kann X dquivalent so ummor-
miert werden, daf obige Aussage fiir die zugehirige Operatornorm gilt. Ist
X ein Hilbertraum, so kann die Umnormierung so geschehen, daf X wieder
ein Hilbertraum wird.

KororrAR 1.5. (a) Zu endlich vielen Elementen aus H,, gibt 68 eine
dgquivalente Norm auf A, beziiglich der sie hermilesch sind.

(b) Genau dann gibt es eine dquivalente Norm auf A, beziiglich der
die Elemente von H, alle hermitesch sind, wenn H.,, abgeschlossen ist.

ist genaw dann abgeschlossen, wenn H,

Beweis. (a) Sind a;,...,0,eH, und F ={Y §a;: £eR}, dann
i=1
sind die Voraussetzungen von 1.4.b erfillt.
(b) Ist H, = H,, s0 ist H,, wegen 1.3.(b) abgeschlossen. Ist H,, abge-
schlossen, so gilt H, = H, fiir ein n ¢ N nach 1.4.(a) und 1.4.(b) liefert

die Existenz der Norm. _
KOROLLAR. 1.6. (a) o(a¢) = R, ac H,,.
(b) {0} = H niH, = H nRadA.

Beweis: (a) Wegen 1.5.(2) kann a € H, angenommen werden, da sich
die spekiralen Eigenschaffen bei dquivalenten Ummormierungen nicht
dndern. Hermitesche Elemente haben jedoch reelle Spekiren.

(b) Ist @« e H niH,, so kann wegen 1.5.(a) o € H;n 1H, angenommen
werden. Also gilt: o(a) = {0}. Da fiir hermitesche Elemente llall = llalls
gilt, folgt daher & =0 ([1], S.°57).

Im allgemeinen Fall ist H,, keine reelle Algebra, d.h., es gibt ein
A und ecH,c A mit a*¢ H_ (siche Beispiel in 3) -Es gilt jedoch:

Sarz 1.7. Set (p: A—B(H) ein Isomorphismus von A auf eine abge-
schlossene Unteralgebra der beschrinkten Operatoren auf dem Hélbertraum H.
Dann ist H,, eine reelle Algebra.

»
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Beweis. Offensichtlich geniigt es, die Aussage tiir p(A) zu beweisen.
Seien ¢ (a), @(b) hermitesch-dquivalent. Berziiglich emer geeigneten Norm
sind ¢(a) und ¢(b) hermitesch wnd damit auch ¢(a)p(b), da das Produkt
kommutierender hermitescher Hﬂbertraumoperatoren hermitesch ist.
Beziiglich der urspriinglichen Norm ist daher @(a)g(b) hermitesch-iqui-
valent.

Z.B. besitzen Quotientenalgebren ([1] eine solche Darstellung auf
einem Hilbertraum.

Sarz 1.8. H, ist genau dann eine reelle Algebm, wenn H_+iH, eine
komplexe Algebra ist.

Beweis. Sind H,,+iH,, Algebra und & € H,,, so ist a4 =kt ik e
eH,+4H,, dh., a® ist normal beziiglich einer geeigneten Norm und
fiir seinen numensehen ‘Wertebereich gilt: V(a%) = konvexe Hiille ¢(a2)
= konvexe Hille (0(a))’ = R (s. Lemma 4[1], 8.206); d.h., a?ist hermitesch
beziiglich dieser Norm und hermiteseh-aquivalent bezugheh der Ausgangs-
norm. Wegen (a-+b)’ —a®—b? = 2ab ist H,, Algebra.

Die umgekehrte Beweisrichtung ist offensichtlich.

2. Beziehungen zwischen 4. und H_. Der Satz von Vidav-Palmer
([1]) besagh: Aus A = H,+4H, folgt, daB A zu einer G*-Algebra isome-
trisch isomorph ist. Dabei ist 4 als komplexe Banachalgebra mit 1 vor-
ausgesetzt. Im Fall der Kommutativitdt folgt daher, daB die Gelfand-
Abbildunig eine surjektive Isometrie ist. Wir beweisen nun ;

THEOREM 2.1. Gilt fir die kommutative Banachalgebra A die Gleichung
A = H,+iH,, so ist die Gelfand-Transformation eine Isomorphie, d.h.,
A = C(M(4)).

Der Beweis erfordert einige Zwischenschritte.

Levwa 2.2. Sind o, b e H,, so gibt es eine dquivalente Norm | ||, auf
A, fir die gilt: ’

(a) flel, < ntflel < ndlielly, ¢e 4.

" (b) a, b sind beziiglich | |, hermiiesch.

Beweis. Die Gruppe & = {exp(ifa+inb): & 5 € R} ist durch n? be-
schrinkt. Die Norm o] :=sup {|lgell: g e G} ist wegen || < nlef<<ntlel,
ce A, zu || || auf A dquivalent, i.a. aber keine Algebranorm. Fiir die Ope-
ratornorm [ ||, beztiglich | | gilt jedoch: |idfl; = sup{lde]: le] < 1} < 04|}
< nfldl;, d e A. Hierbei beachte man: [[d|| = sup {[idel|: llell <1}

Ist de@, so gilt: |de| = sup{llgdel: g €G} = [e], d.h., A, =1, die
Elemente von G sind unitdr und @, b also hermitesch beziiglich | II;.

LeMwA 2.3. Fir a,b e H, gilt: [a-+4b] = n S sup (e, 1B]).

Beweis. Wir haben (a4 > o™ *lla-+ibl,' > n*sup([aly, [bl)
= n"%sup (llal, |b}]). Dabei werden die Norm || }, aus 2.2 und die fir

2 - Qt1dia Mathematiera T.¥wTIT 1


GUEST


34 H. Ehmke

hermite.séhe Elemente geltende Ungleichung la+4bll, = sup (llafi;, bll)
benutzt.

Sarz 2.3. H,+iH, ist abgeschlossen.

Beweis. Sei {a,44b,: ve N} c H,+iH, eine konvergente Folge.
Dann gilt:

(@, — &) +i(5,— )1l = n~®sup (lla, — a, ]|, b, —B,l),
d.h., {a,} und {»,} sind jeweils fiir s;ich in H, konvergent. Also gilt
lim (@, +14b,) = lima, +4limb, € H, +-iH,.
Wit kommen nun zum Beweis von Theorem 2.1: A = H +iH

= {J(H,+tH,) ist von der 2. Baireschen Kategorie. Dy jedes H,+iH,
n=1

abgeschlossen ist, muB ein H,,+4iH,, einen inneren Punkt eirthalten,
d.h., es gibt ein ¢> 0 und 6-+4b e H,+iH,, mit K = {s e H +iH_:
llo— (& +4b)|| < e} = H,,+iH,, . Wegen 1.3.(c) liegt K — (a -+ ¢b) in H, 2+ iH,,»
und ist eine ganz A absorbierende Nullumgebung. Mit 1.3.(a) folgt
A = H,2+iH,: und daher H,2 = H_,. Aus 1.4.(b) folgt, daB es eine
dquivalent Norm aunf A gibt, beziiglich der alle Elemente aus H,, her-
mitesch sind. Wegen des Satzes von Vidav—Palmer ist 4 dann zu einer
(*-Algebra isometrisch isomorph. In Bezug auf die alte Norm bekommen
wix nun das gewiinschte Ergebmis.

L:={acd: o(a) = R} ist eine reelle Banachalgebra, denn L =
67 (Cr (M (4)))-

Sa1z 2.4. Qilt sup{llexp(Ga)|l: a e L} < oo, s0 ist Hy, = L und A ist
halbeinfach. ’

Beweis. Mit ¢ ist auch £s in I, wenn & e R ist. Algo gilt L < H,,.
‘Wegen 1.6 haben wir H, < L, also H_, = L.

Ist flall, = 0, s0 gilé: a € LNiL = H NiH, = {0} wegen 1.6.(b).

Unter der Voraussetzung von 2.4. igt insbesondere H,, eine abge-
schlossene reelle Unteralgebra von 4.

THEOREM 2.5. Sei H , eine abgeschlossene reelle Unteralgebra. Dann gilt:

(a) B = H,+1H,, ist eine abgéschlossene Uniteralgebra.

(b) Die Gelfand-Transformation von B ist ein Isomorphismus wnd B ist
beziiglich dieser Eigenschaft mawimal. -

(¢) Trenmnt H,, die Punkte von M(A), so ist A = B+RadAd,
d.h. A besttet die Wedderburn-Eigenschaft. -

Beweis. (a) Ist H, abgeschlossen, so gilt H, = H, fir ein ne N
(t.4.(a)) und B = H +iH =
algebra nach 2.3 und 1.8.

»+1H, ist eine abgeschlossene Unter- .
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(b) Nach Theorem 2.1 ist die Gelfand-Transformation ein Tsomorphis-
mus. Ist C eine Unteralgebra mit dieser Bigenschaft, so sind die Urbilder
der reellen Funktionen hermitesch-iquivalent, also in H,, enthalten,
d.h, C<c B.

(e) Wegen 1.4.(2) und (b) kénren wir 0.B.d.A. H,, = H, annehmen,
d.h., B ist zu ¢ (M (B)) isometrisch isomorph. Damit bildet aber die Gelfand- -
Transformation G: A—C(M{4)) die Unteralgebra B auf eine (*-Unter-
algebra von C(M(4)) ab, denn B und C{M{4)) sind C*-Algebren und
G|B wegen 1.6.(a) und wegen |la|, = |Ja}} fir a € H, ein *-Isomorphismus
(vgl. Sakai [4], 8. B.). G(B) ist eine abgeschlossene, selbstadjungierte,
die Punkte von M (A) trennende Unteralgebra von G(M (A)), stimmt also
mit ¢ {M(4)) iiberein.

Ist @ = @|B, so0 ist ¥ = ¢ '0f ein Homomorphismus von A auf
B und Kern¥ = Radd. Wegen ¥ = ¥ hat 4 daher die Zerlegung
B+ RadAd.

3. Beispiel eines Banachrammoperators T e B(X) mit T ¢ H, und T*¢ H,.

Lemma 3.1. Seien f,(&) = exp(iké), g,(£,n) = exp(ik&+ikin), & ¢
€[0,2x], keZ; F = (f: keZ) = C[0,2x], G =<g;: keZ) < 0([0, 2=T)
({...> bezeichnet den aufgespannten kompleven Vekiorraum). Dann isi die
durch D(f;) = g;. definierte lineare Abbildung @ : F—Q unstetig, d.h., zu jedem
ne N gibt es M,, « Z und {o, € C: k € M,} mit

%sup{|k§ aexp(iké)|: £e R} (sup{| oy exp (ikE+ik'y)|: £, 7 € R).

|
]k A,
Der Beweis kann mit Hilfe von Metheden der Fourieranalysis gefiihrt
werden (S. [2]). -
LemMA 3.2. Zu jedem n e N gibt es einen endlich-dimensionalen Banach-
raum X, und cinen hermiteschen Operator T, e B(X,) mit T2 ¢ H,,.
Beweis. Sel X,, = €l der Banachraum mit der Norm

Wil = sup {| Y exp(iké)-&f: <R}, 2 = (Eecar,-
ke, :
8ei T2 = (k&y)rear, - Dann gilt: exp(inT,) o = (exp (ink) &), und

lexp(inT,)el = sup | 3 exp(iké)exp(itn) &: & < R} = fa,
ke,

dh., llexp(inT,)| =1 fir neR und T, ist hermitesch. Jedoch gilt
mit @, = (ax)reas,, 2us 3.1: sup {Jexp(inT,)a,: 1 € R} = sup {lexp (ik&) X
xexp(ikin)a): &7 € R} > nla,l, dh, T2 ¢ H,.

SATz 3.3. Bs gibt einen Banachraum X und einen kompakien, hermi-
teschen Operator T e B(X) mit T ¢ Hy,. Fiir die von T und der Identitit
I erzeugte Banachalgebra A(T) ist H,, keine reelle Algebra.
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Beweis. Seien X der Banachraum {(#,},.v: @, € X,,, suplfz,l < oo}
und 8, e B(X) mit 8, (2,), = (0unTn®,),- Die S, sind kompakt und her-
mitesch mit S ¢ H,, und wegen 1.3.(a) kann [T/l = 18,,[l =27™ ange-
nommen Werden Weiter kann fiitr die Elemente a, a.us 3.2 |a,ll =1

angenommen werden. Dann gilt mit 1.3.(b), (e): T = ZS,,, ist kompakt

" und hermitesch. Aber: m=1

sup {llexp (in1%) (a,),1: 7 € B}
= sup {llexp (inT2) a,)l: 7 € R, n e N} > sup {nila,l: n e N} = oo,
dh:, T2 ¢H,,.
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Duality of kinear operators in locally convex spaces
by
GERHARD GARSKE (Hagen)

Abstract. Let T: E—F be a linear non-continuous operator between two locally
convex spaces. Facts valid for continuous operators are applicable to T by either strength-
ening the topology of E or weakening the topology of F. The same point of view for
the dnal operator leads to a diagram which topological properties are examined for
various topologies of the dual spaces.

1. Let T: E-F be a closable linear operator between two locally
convex spaces with demain D(7') dense in E. In order to apply methods
available for continuous operators to the treatment of T, there are two
obvicus possibilities: either to strenghten the topology of D(T) by the
graph topolegy or to weaken the topology of F by the finest locally convex
topology that makes T continuous. Let B, and FT be these new spaces.
They are isomorphic to G(T), the graph of T, and to (D(T) x F) /G (—1T),
respectively. Let ip and ¥ be the corresponding continuous injections:

1) ET—?EﬁF—rFT

For a loeally convex space X, let #y always denote a neighborhood
base of 0. Then {7 [UnT (V ]l Uey, Vedy} is a neighborhood
base of 0 for By and T [T{U)+ V] U e %y, V.e ¥y} and {zT(F[T YoVl
U ey, Ve¥y) are neighborhocd bates of 0 for FT. Here I'M is the abso-
lutely convex hull of the set M. For a linear operator § we always write
N (8) for its kernel and R(S) for its range.

Browder [1] implicitly uses the space Ey to examine closable operators.

Kothe [6] characterises openness and nearly-openness by relations
of the equicontinuous sets of the dual spaces and in doing so implicitly
uses the space FT.

In Section 2 we consider questions arising from the dual line of (1).
The results are applicable to the examination of state diagrams like
those of Loustaunan [7] as well as to the examination of relatively con-
tinuous cpcraters (Chilana [2], Forster [31). This will be carried out in
Sections 3-and 4.

2. If in (1) we pass to the dual§ and use for T’ the notations just
intreduced fcr T, we get the diagram
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