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ACTA ARITEMETICA
XXXIV (1979)

Sur le produit des conjugués, exterieurs au disque
unité, de certains nombres algébriques

par

Momiwep AMARA (Tunis)

Soit 8, (g entier 2> 1) Pensemble des nombres algdbrigues réels 6 tel
que > 1 et 1/8 est *unique zéro situé dans |e| < 1, d’un polyndme @ ()
54 coefficients entiers rationnels tel que Q(0) == ¢ et de plus il existe un
polynéme A(z) & coefficlents entiers rationnels vérifiant A(1/6) 7 0,
LA{0) = g et [A(=)] < {@{2)] pour toub jef = 1.

I’ensemble 8, est fermé pour la Topologie de la droite réelle et lep
éléments de S, ensemble dérivé de 8,, sont caractérisés par le cribére:

Pour qu’ml nombre § de l’ensemble 8, appa,rhemm 4 'ensemble
dérivé 8, il faub et il suffit qu'il existe 4 (2) pﬂlynome A coefficients entiers
rationnels vérifiant A(1/8) £ 0, LA(0) =g, et tel gue |4(2)]<{Q(2)]
sur |¢} = 1, Pégalité ayant lieu en un nombre fini de points.

A partir de ee critére Dufresnoy et Pisot [2] ont prouvé que 6;

= (1L +V5)/2, zéro du polynéme 22 —2z—1, est le plus petit élément de S;
et Pautenr [1] a montré que B, zéro plus grand que 1 du polyndme gz*4-
+{g—2)22—qgz—(g—1) est le plus petit élément de S,.

Llobjet de cet article est de donmer dans une cerfaine mesure une

généralisation des deux derniers I“éSll].tﬁnfh, & savoir

THEOREME. Seient -Bi, 1<€i< s, des mombres algébriques conjugués.
Diésignons par Q(z) = q+ ... ~epz’; le polyndme mindanal admetiont les
178, pour zéro (g1 el ¢ = L1 étant choisi fel que P = 1). Supposons
qu'il ewiste 4 {z), polyndme & coefficients endiers entiers rationnels vérifiont
|A(0) == g ef tel que, sur |2} = 1, on_ait 14{z}{ < 1Q(2) sur |21 =1 Végalité -

W ayent leuw gw'en un nombre fini de poinds.
Désignons par 7 e degré du polynéme A(2).
Nous avons alors les résultofs suivants:

— pour h=s-+1

[] 1= 141jg;

184>1
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— pour h+1<s

[ 164> a,,

16;1>1

a, #2éro supérieur & 1 du polynéme gz?— gz —1;

— pour h =g

[] 104> 5
5

Bq zero supériewr & 1 du polyndme qzz——l/(g2——2g+2) z—1 (f,< 0, < a,
< 1+1l)g et o= B, = 6, pour g = 1).

La démonstration du théoréme requiet Putilisation des deux lemimes
suivants. _

Levye 1. Soit O(8) = co+oy2+ ... 02" un polynéme. & coefficients
entiors rationnels tel gue |0(2)] < 19 (2)] sur 2| = 1. 8% o= q-+1,

[ 18 =1+1/0.

18131
En effet posons:.

Lz fonetion g((:))

un modnle au plus égal 4 1. Du lemme de Schwarz, il résulte

-p{z) est holomorphe dans |z <1 et elle & sur |2 =1,

g+i<o<q ][] 164
ifg1>1
Levme 2. Soient § un nombre réel égal & 0 ou 1 et g wn nombre réel
positif (2 dans e cas & = 1). Considérons la suite (w,),.x» définie par la
relation de recurrence i
gy = U, —28;
alors pour & =10

lim [a, " = Vg,
et pour § = 1 .

lim [,]"*" = ¢,

ot 8 désigne le mombre véel positif défini par 1, — 2o00s5h2s.
Pour § =0, on constate u, = u" " ef le résultat suit.
Pour 8 = 1 on constate gue les u, forment une suite strictement
croissante et en partienlier w, > 2 pour tout #. Formons la suite (s,,)

neN* de
nombres réels positifs définis par u, = 2cosh 2%s,,. '
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De lIa relation de recurrence vérifiée par les u,, on dédnit:

cosh 2"s, , = cogh3™s .

a2+l
Par conséquent la suite (s,),v est stationnaire et pour tout #, s, = s,
s &tant tel que u; = Zcosh2s.

On a alors pour fout m31, wu, = 2cosh2"s et par guibe:

Tlim [u, 2" = ¢*.
Démonstration dn théordme. Posons
Ple) = 2°Q{1lfz) et Bfz) = 2 A1),

& = 41 étant choisi tel que B(Q) =b>=1.

Le lernme 1, appliqué & C(z) égal & Pun des polyndémes A(2), B(2)
ou P(z) monire, qu’on peut prendre,

A(0) =¢q, B0 =b<qg et P0)=p<g

autrement J] 16,1 > 1+1/g et le théoréme est établi.

>t ‘
(2) BEtude du cas k3> s-+1. Considérons le polyndme D(z) & coeffi-
cients entiers ratiormels défini par:
D(z) = AB—e' 225 PQ.
Le polynéme D(z) vérifie sur |z} =1
Dz) = /2 [IAT Q1]
Soit en particulier:
D) = 1@ —1Af =0 sur
Te poiyndéme DH{z) ne peut pas &fre identiquement nul, aufrement on
aurait [4.(2)] = 1@{z)! sur |z} =1, ce qui esh eohfraire aux hypo'tl_}éses
dn théoréme. Définissons meintenant le polyndme A (2} & coefficients
entiers rationnelsy par:
Af{e) = A2) - D2y = 4° L AB— £ PQ

gl = 1.

¢t posons .
B, = A, (1)7) = B ) +D(z), D, = 4,B, 70N PQ).
Les polynomes A, (2) et By(z), de degré 2h, veérifiant
A4,(0) = @+pg, B.{0) =b*+pg
&b satisfassent sur 2| =1 aux inégalités:
[A4(2)] = 1By(2)] < AP+ 1D = 19

et comme D,(0)=1, Végalité |4,] = !Q]* ne peut avoir lieu gu'en un
nombre fini de pojnts de jz| = 1.
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Le procédé, qui a permis de déterminer A,(2) e par suite By(z) et
Dy (z), va étre réitéré et fournira une suite (A, (2)] e telle que si on
pose B,(2) = 2" 4, (L[, on ait:

An+1 — Ai‘i‘Aan_ aﬂ(h—s)(PQ)gﬂ} 'B-n-l-l _ Bi—{—.A.H-Bn'—zgn(h_aj(PQ)zn,
. gl
sl = [Bu SIQF™ sur ol =1,
Pégalité n’ayant lien qu’en un nombre fini de peints,
En effet supposons qu’on aib déterming, Ay, Agy oo, A, et par congé-
quent B,, By, ..., B,, vérifiant les relations de reeurrence.
On définit alors 4,,, par la relation:

‘ArH-l — Ai"!_Aan__zﬂﬂ(h—s) (PQ)M,

On constante alors que le degré de Ay, est égal 2deg A, = 2"} et que
sur 2 =

Ml < 14, + 14, B, —2" 0P|,
] SHLP+1QP™ — 4,0 = "
et le polynéme B, = 2" "4 (1}s) véritie i
By = B+ A,B, 2" (Pgy”,

Bupt) = 1,0 <@ sur ol =1.

Si on forme le polynbme D, = A, B, — 2" 709 poye" ™ On gtablit

la relation
’D11+l = 'D'n, (A'n +Bn)2 .

Comme 4,(0) et B,(0) sont strictement positifs eb que D, n’est pas iden-
tiquement nul, il résulte gque D,,, ne peut pas &tre identiquement nul
et par guite Pégalité 14, .| = IQPHI sur 2| = 1 n'a lien qu’en un nombre
fini de points, et les relations de recurrence vérifides par les suites (A4,),.ne
eb (B, )nen- B0 &tablies,

Considérons maintenant la snite des fonetions fo définies par:

A.(2)+B,(2)
fal#) = 15,
[P(2)Q(=)T
Elles sont non constantes, meromorphes dang Iz} << 1 et vérifiant sur
2l =1 |f (=) < 2,
Bt les relations de récurrence vérifides par les 4,,(2) et les B, (2) per-
mettent d’écrire:

far1(®) = fi(z) — 2209

et en posant 'u,, = f,(0), on détermine une suite de nombres réels véri-

fiant

ot
Ypop1 = Uy
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¢t d'aprés le lemme 2
lim[w, 2" = Yu, .

A vpartir des 0,,1 <{i< s, formong le produit de Blasckke

wo = TG0 [ 5 5)

18411 18;51<1
g, i 8,
10 _]a‘-a‘:z{ il _ iQ! ! _ ? )
O =6 T I 6 ol ] 67
Bgi>1 191>1 16511

Le lemme de Schwarz appligué & la fonction
A—1
F,le) = fila) [T

holomorphe ¢t bornée par 2 dans [2]< 1, donne

= <2 = 81‘1) pour tout » =1
u, = (0] < (1/ N

is4>1
et par conséquent:

]/g H 16 = Vu,

A }.ﬂif>1
or . Lo o
A0} +B,(0) o +b +2qp . (g+1)
— — = =
= A0 = qp qp qp

d’onl on tire

p, .1
[Tz Eunz1t—
g . q.
1651>1
(b) Etude du cas h < s. Considérons le polynéme D(2), & coéfficients
centiers rationnels, défini par: :

|PQ—e's®"AB 7pour sz k-1,
D(z) = PQ—e'AB

&1
7

ponr  § =B,

£, = 41 et k entier rationnel positif sont choisis de maniére que D{0)> 1,
1 = .

ee qui et possible puisque ID(z)_] = IQ]S—_IA[“ rar 2 =1 .et par suite
D(2) ne peut &ire identignement nul, - _
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Comme précedemment nous introduisons leg polyndmes A (=) of
By(z):

A,(e) = A+ D,
B ang D+2MB pour s k41,
=24, (1)) =

le polyndéme A, (z) et B, (2) sont & coefficients entiers rationnels, de degré
28, 4,(0) = ¢*+1, B1(0) = 1 et vérifiant sur |o] = 1

[Bi(2)] = |[41(2)| < JAP+|D| = 19
8i on congidére .
Dy = A,B,—(P)".
De part les relations donnant 4, (z) et B, {2} on constate que:
D[B+e,254 7 _pour & = h,
C D[A—e'# BT powr s Rl
Comme 1) n'est pas identiquement nul, que A(0) =g>1 et B(0)Y=1,
on déduit_que D,{2) ne peut pas &tre identiquement nul; par suite Végalité
{4:(2)] = 1@ (2} sur [2] =1 ne peut avoir lieu qu’en un nombre fini de
points. Le procédé de réitération utilisé dans le cas A > s 41 montre qu’on.

Ppeut meftre en’évidence une suite de polynémes [4,(z Vrar & coéfficients
rationnels de degré 2"s et vérifiant les relations de récurrence:

An+1 = Af;“l‘Aan—(P Q)gna

B,y = B} 4,B,—[PQT",

Dpyy = Ay 3By — (P = D,[4,+B,T.

Bur o[ =1, les polynémes 4,,,(z) et B, ..(2) vérifient les indgalités:
My 2(A)] = [Bpyr ()] < [4,(2)2 41D, ()] = 1@ (&)1

et comme D, 1{?) n'est pas identiquement nul, égalité [Ay 412}
= |@(2) |2"+ sur [2| = 1 n’a lien qu’en un nonbre fini de pomts Les fonc-
tions f,(2) rea,hsent cette fois-ci la relation de recurrence

fn+1 2) =fn(z) ~2
et la suite des u, = £, (0) la relation
Upypy = ’H.i-—2
et le lernme 2 donne:

Lim [, " = ¢,
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)= Fu() [P

Par I'application du lemme de Schwarz & Ia fonction ¥, (2
défini comme précedemment, on déduib

%(”1611)28‘*.

18:1>1

361 ]/—e _e”>}/—

131 >1

le nombre réel positit s est défini par:

 Soit

%, =2e08h2s ou M —u,6® L1 =0
e par suite le nombre réel positif §,, est défini par Péquation
| G20} — Pt O+ 9% = 0
et 6., est croissant avec uy.
(a) Cas Ahgs—1

Pau; = 4,(0)+B:(0) = g*+2gp
et 6,, vérifie par suite I'dqnation *
(98 — 9040 —2) (035 + 10— D) = 0.
Comme 6,,>Vplg, i Teste:
903, — 00y, —p = 0.

Mais alors 6,, est supérieur & a, zéro plus grand que 1 du polynéme
gt —g2—1 et le résultat est étabh

{(b) Oas % =s. Rappelons les éeritures de:
4y(z) = £(2)+D(=), Byle) = B(z)+2*D{2);
8i % # 0, ce qui impose en parbiculier p = b e es’ = +i,
Paty = A;(0)+B;(0) = ¢+ p*+D(0) = ¢*+p* +1;
8i k = 0, ce gui donne nécessairement p £ b,
Pty = A;(0)+B,(0) = ¢*+5*+2g(p— 2£"B|.
I est facile alors de voir en utilisant p < gel b< g,
Pqus > g+ 29+ {p 17 > ¢ = pt L.
Aingi le cas & =38 donme:
P = P L.
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Or nous avons remarqué que 8, , est croissant avec gpu,, ce gui permet
- de dire que 0, , est supérieur au zéro f, , plus grand que Vp /g du polynéme

e (gt pr L) =gt~V (g — p)i+1) s —p){ger -+ (Y (g —p)P +1)7— )

et par suite f, , est zéro du polyndme . '
g2t ~(V (g— p)*+1)2—p,

B,.p est une fonetion croissante en p, on déduit §,, > B, zéro plus grand

que 1 du polynéme
gz? —(Vm)z—l

et le résultat | -9]17 1}9{! = B, est établi.

HES
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ACTA ARTTHMETICA
XXXIV (1879)

Echanges d’intervalles et transformations induites
par

GErARD Ravzy (Marscille)

§. Introduction

01. Soit s un entier supérieur on égal & 2, ¢ une permutation de l’en-
semble {1,...,8}, 2 = (4, ..., &) un élément de F° & coordonndes sbric-°
tement positives. Désignons par X,, ..., &, la partition de Pintervalle

3
X =1[0, ]Al[ ot 4] = Z A; en les intervalles

i=1
A= 2 m 24
<t i<
(X, est donc de longuenr 4;).

I’échange d’intervalle associé au couple (s, 1) est 1a fransformation T
de X dans lui-méme, définie comme Uisométrie par morceaux qui con-
sigte & ,,découper X en les intervalles X,, et & les replacer dans Perdre
Koy -eos Ko’

De maniere analytigue, T est done la transformation qui & mn point o
de Dintervalle X, fait correspondré le poinb:

(01.1} Tr =z1a;

-

on

; = ',,(-—- 5 T
a, Elk) Z]k

a1 k<

Le vecteur colonne & = (d;);_, . , %¢ déduit du vecteur colonne
A = {A)4r....s AT DVégalité matricielle:

(01.2) a = Mi.

M est une mabrice antigymétrigue dépendant uniquement de la
permutation o et, si M = (my), on 2 done: '
oy =0 pour ¢ =1,...,8,
- quelques soient 7 et §

My = —My;
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