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Die arithmetische Struktur der fatioﬁaien Punkte
auf Kurven vom Geschlecht Eins

von

3. V. Eorov (Minsk)

1. Einleitung. Der berithmite Siegelsehe Satz [153] behauplet die
Endlichkeit der Anzabl der ganzen Punkte auf Kurver vom Geschlechs
> 1. Fiir den Beweis dieser Behauptung henuizte r den Satz von A, Weil
fiber die endliche Basis und klassische Ergebnisse der Approxiration
algebraischer Zahlen, X. Mabhler ergiinzte die Ubealegungen von Siegel
durch Frgebnisse iiber dic Approximation der slgebraischen Zahlen in
der p-adischen Metrik ang [11] und untersuchte in [127 die spezielle Menge
der ratiomalen Punkte auf Eurven vom Geschlecht Eing, Inshesondere
stellte er fast, dab auf einer Kwrve vori Geschlecht Eins nur eine endliche
Anzalhl von rationalen Punkten liegh, deven Nenuner Produkte von Poten-
zen der Primzahlen aus einem fixierten endlichen Tupel sind. Die genann-
ten Frgebnisse von €. Siegel und K. Mahler waren jedoch nieht effektiv,
d.h. sie lieBen keine algorithmische Behandlung zu.

Von kurzem stellten A. Baker und J. Coates [7] einen Algnri‘{:hmus
zur Begtimmung aller ganzen Punkte auf einer Kurve vom Geschlecht
Ting fegh. Die Begrimdung dieses Algorithnius fubte anf Hrgebnissen von
J. Coates [8iiber die explizite Konstruktion von rationalen Funktionen auf
einer Kurve und auf der effektiven BLStH‘ﬂl‘lﬂlﬂg der ganzzahligen Losungen
der Gleichung ¥* = f(X), wobel f{X) ein kubisches Polynom mit Ko-
effizienten ans dem Ring der ganzen Z‘lhlm cines algebraisches Korpers
ist. Letziere befindet sich schon in der Arheit von A. Buker [6].

Tn der vorliegenden Arheit wird eine effektive Varjante des Mahler-

schen Satzes [12] dazgelegt. Sei F(z, ¥} ein absolutirrednzibles Polynom

des Grads » > 3 mit ganzen rationalen Koeffizienten und die Kurve
Flz,y) = 0 vom Geschlecht Bins, Wir betrachten nuf der Kurve F(z, y)
= { rationale Punkte der Form

) @ q Yy
L = s S |
... pE £ z
P Bs I
wobei #, 7 ganze rationale Zahlen wnd py, ..., p, Primzahlen sind mit
(@9, D1-.-ps) =1L
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Hs gilb:

Sarz 1. Wenn F(o, y) ein Polynom der obigen Form ist, Punkte @,y
auf der Kurve F(w, y) = O die Form (1) Tutben und P = max(p;) (1<l 8)
ist, dann gilt die Abschatzfimg o

(2) P o (nn % Inlnn ),

wobei & = max()#, [§]), e, = 0 nur von F(z,y) abhingl und effeliiv
bestirnmit  ist.

Der Beweis dieses Satzes bestebt aug zwel Teilen. T ersben Teil
filhiren wir die Ausgangsaufgabe auf die effektive Bestimmung der Lisungen
der Gleichung Y* = f(X)} zuriick, wobel f(X) ein knbisches Polynom mis
Koeffizienten aus einem algebraischen Kérper ist, und X, ¥ (zum Unter-
schied von [7]) algebraische Zahlen (nicht unbedingt ganze) spezieler Form
sind, Tm zweiten Teil fithren wir die effektive Analyse dieser Gleichung
durch.

2. Der erste Teil. Wir folgen hier der Arbeit [7]. Scien @ der Kdrper
aller algebraischen Zahlen, 2{z) der Korper der rationalen Funktionen
von & mif Kocffizienten aus @, R die durch Adjunktion der Wurzeln von
Pz, y) = 0 erzeugte algebraische Hrweiterung von £2(z). Wir bezeichuen
mit @, ..., @, die Bewertungen von R, die eine Fortsefzung der durch 1/z
besimmten Bewerfungen von @(w) sind; mit 6, ..., ¢ die entizprechenden
Verzweigungsindizes; mit v, (¢) die Ordnung des Elements g € R relativ
@ (L<Ki<r)

Man kann zwel Funktionen X, und X, mit der Entwicklung relativ
Qi =1, ...,7 [7] bilden: '

o0

(& —5) ifey 2 m‘ Uei

(.7 :172)7

wobei b eine der Bedingnng 0 < b < w® genligende Zahl ist, »; = 3 und
vy = 0 (2 < 1 < 1) ist, die 4y, zu einem algebraischen Zahlkérper K gehoren
(K = 0{6), O der Korper der rationalen Fablen, # eine iiber @ algebra-
ische Zall vom Grade d < 8" it und 6] < (2Hz)? (D = 8") gilt, wobei
Hp das Maximum der Betrdge der Koeffizienten des Polynoms F(a (@, ¥}
ist(Y), und

(3) max{d*! J?‘Tllu K] < et
(@)

l<igr; j=1,2; kE=0,1,...),

wobei 4 eine ganze rationale Zahl ist, fiir die ATy, eanzalgebraisch
igh und e, = 0 effekfiv durch dio Parametern von F(z,y) bestimmb ist.
X, und X, sind nach 7] rationale Funktionen von 2, ¥ in & und haben fol-

o 141 Dbezeichnet hier und weiter nﬁter das Maximum der Befriige der zur
algebraischen Zahl & konjungierten Zahlen.
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gende Eigenschaften:

(4) vy, (X3) = ~2, vy (Xp) = —3,
Adh vy =0, Uy F 6, %5 = 0 und
(5) (X)) 20, (X5} =0

fiir alle weiteren Bewertungen ¢ in R,
‘Weiter kinnen wir folgendes ersehen [7]: wenn y in F(z, y) den Grad
m (m < n) hat, dann gilb:

(6) P 4+P0) X7 4 .+ Pla) = 0,
wobel
(M Py(2) = qum*+ In®t g (I<j<m)

und die gy, (1<j<
die Abschitzung:
(8) max (47, 47 1) <
[J
wobei die. A% qﬂ ganzalgebraiseh sind und ¢, > 0 durch die Parametem
von F(x,y) bestimmt ist.
Wir betrachten die Struktur der in den Nenner des Idefd.s (Xq)

eingehenden Primideale. Der Vergleich von (6) und (7) 148t uns schreiben:

P& P (& '
(9) g B e m(f) — 0,

. i Fi i

wobei A, = p% ... p® und

m3; b =10,1,2) zum Korper H gehoren. Aus (3) folgh

{l<j<m; F=10,1,2),

(10} Pi#) = g +d @+ A1g,  (L<j<m):

Aus (9) und (11) folgt, daB A34"° X, eine ganze algebraische Zahl ist.

Folglich besteht der Nenmer des Ideals (X,) aus cinem Produkt von

Potenzen von py, ..., 9, und in 4 eingehenden Frimidealen p,,..., 1

(1 << Gy8). ‘
Wenn wir die Punktionen X,, X,, X, X,, X3, X3, X analysieren, so

stellen wir in Analogie zu [7] fesh, dab sie der Gleichung

(11) B0 X+ 0, Xy 0, Xy X+, X5 by X+, Xy = 0

genfigen, wobei @, ..., 2, ganze algebraische Zahlen aus K sind,

{12) H(l{)lx Em{ e (=1,...,7)

gilt und ¢, > 0 durch die Parameteérn von F(z, y) effektiv bestimmt ist.
Unter der Annshme, dafl in (11) : ‘

X — Xl; Y == m3+$ixl+2mGX2,
(13) ' a = —dpgmy, - B = m— 4w,
: ¥ = 20wy — Ay By, O = o — 4w 2,
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bekommen wir die Gleichung

{14) T = aX Xy X6,

wobel

max {zla H: ];ll I'SD S0

und ¢;> 0 dnrch die Pavametern von Pz, y) effektiv bestimmt ist,
was aus (12) und (13) folgt. Das kubische Polynom im rechten Teil von (14)
kamn keine mehrfachen Wurzeln haben, weil (4) und (5) erfiillt sind wnd R
das Geschlecht Eins hat (siehe [7]).

Aung (14} folgh, dal der Nenner des Ideals {¥) anch aus einem Produkt
von Potenzen der Primideale py, ..., p; besteht.

SchlieBlich bemerken wir, daB nach Konstruktion X,, ¥, ganze
rationale Funktionen von @,y mit Koeffizienten aus dem Eérper K
gind, d.h. X, ¥ algebraische Zahlen ans K sind, wenn @, y rationale Zahlen
gind.

3. Der zweite Teil. Wir hetrachten folgende Aufgabenstellung: Es
sel eine Gleichung der Form {14) mit ganzen algebraischen Koeffizienten
aus dem Korper K = @(0) vorgegeben, [K:Q] = 4,

< x ' 9
{15) (X) = S (¥} = D
1t P oL ptt
wobel X,9 ganze Ideale in K und p,, ..., p; Primideale in K gind mit
(16) (xag)::pl'“:pt) :15

Nip) =pf, 1<f<d, P=max(p) @I<I<H.
®

Wir beweisen folgendes HErgebnis:

Barz 2. Wenn eine Gletchung der Horin (14) worgegeben ist und ihre
Lisungen X, ¥ die Form (13) mit der Bedingung (16) haben, dann gilt die
Abschitzung

(17) o N(p) > ¢;(lnln ¥V -Ininln ¥)7

Jiir die mawimals Norm N(p) = PP (1 <f< d) der Primideale Pas - ees Pos
wobet N = m&x( N (‘D)) ¢ > 0 durch Koeffizienten der Glewlmmg (14)
und Parametern des Ebrpers K effeltiv bestimmi ist.

Dex Beweis Satzes 2 benutzt einige Uberlegungen aus den Arbeiten [4]
und [7]. Im Laufe vom Beweis bekommen wir die fur die Begrimmdung
vor (2) notwendigen Abachitzungen.

Wir fithren einige Bezeichnungen ein. Hs scien ZK‘ hg,y BRi,» Dy, der
Ring der ganzen Zahlen, die Klassenzahl der Ideale, der Ragulator,
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die Disgkriminante bzw. der endlichen Erweiterung K; (i =1, 2,. ) des
LKorpers XK. éq, ¢, ... haben dieselbe Bedentung wie ¢;.
Wir sefzen Z = o¥, ¥ =a¥, g{X) = .32"3—'—5.%"‘4—@;3?"{%&25 @y,
w5, wg selen die Wurzeln d{% I’oiynoms (&), Wenn wir, wie in der Arbeit [2]
verfahren nud der Bedingung (16) folgen, so bekomnmn wir im Korper
H(w;) die Gleichung

{18) T—w; = (.u’if‘;"i)"'ﬁ)

wo der Z&hlﬁl und der Nenner (des Ideals (n,) entsprechend die Idealen

aﬂ] wnd pyt ... pf‘ dividieren, und o ganzes Ideal 186 (4, X, 7 & Zaap)-
Anflerdem gelten

(19) N()<e, und  maxuy, [} < e
fiir alle ¢ — 1,2, 3.
Insofern

oY,

() = W,

wobel 9,9, die in K, = K(wy, 04, ;) primen Ideale py, ..., p, (¢ < 61)
Teiler der in K primen Ideale n,, ..., p; sind, konnen wir folgendes schrei-
ben:

(20) ' () = (i) (ma)™* . (3 =1,2,3),
() = a(pp) T L (poy T,
(v) = (7 g, (e = (),

(= Q) Wi “—hK?Jh"i'TZu <T1L<hK (lgl\Q: "':—19"73) Unter
Ausnutzung vou Lemma aus [2] fihren wir ,,eine Nor mierung” der Gris-
sen Jg| durch:

(21) - o] =[] <a6Po  (1<i<o),

wobei ; Einheiten in K, sind. Aus (20) bekommen wir

(22) 7 =2t (E=1,2,3),

wobei v; = (o))", (plfut und Einheiten in K, sind. Sei 9, = max(vy)
(AI<y; i=1,2,8);» = (g ... (gfe und 9 = vy (i = 112 , 3).

Oﬂenbar istg e Z &, D2 g{#) keine vielfachen Wurzeln hat, gelten mfolge
der Gleichnngen (18 ) und (22) im Korper K, folgende Bezichungen:
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Zi— A Wi = Bp?,
(23) Zy = #1}'2?];:’ W, = 7?;,5
4, = MIﬂg;*llz: B, = (w2_‘wl)/-51/11]'§?

__Azwrg — ngzy
(24)  {Z, = iy, W,=q},

Ay = ppghiie; By = (0g—ow)u i,

Aswg = By,
—iva = ?7;’:
B, = (w;— wz)ﬂ2ﬁzi§-

(23) 14y = .”27‘3"'?;’1
Ay = HnthgRaly

Augs (19) folgt, daB
(26) mgx“j Ifﬂ) < ey
Betrachten wir den Kérper K, — K, (Vu, s ]/ng l/,ug, 1/11, ]/A.2 s ]/ls

Wenn wir die bekannten Ubexlegungen (z.B. ans [3] benutzen, bekommen
wir aus (23), (24) und (25), daB

(6 =1,2,8).

21 Z— 05 W, = my(0) )0 .. (o)) T (e)T 0 L (g) 0T = 4
(6=1,2,8;§ =1,2; r = 64q; k< 3844),

wobei 0, 0, die Werte VA, (6=1,2,8) sind, (gf) =)™

(IgIgry ) dle m Zg, primen Ideale p,’, ..., p, Teiler der in Zy, primen

Tdeale p;, . Smd E1y -1y & €D System von unabhingigen }]mhelten
ist und

(28} max (]r_.:;;l,'|gz |, [eal} < era Pt

Hir alle Indexe 4,5, 4,0 (1 =1,2,3; 1 =1,2; 1 <1< <R < k) gilt.

Die Abschétzung (28) folgt aus der Ungleichung (26) und Lemma 2 ans [2].

Wir betrachten eine Besonde1he1t der Zahlen A, die weiter beniitzt
wird. Es gel

. (P?)UH” (dgy Ap)e
Dann gilt:
(p)7(22;),

weil 0,; = —8,,. Fdlglieh, haben wir;
()6, (i ~1,2,3; 5 =1,2; 1T<i<r).

Da unserer Konstruktion zufolge [Nm(Z;, W,)i< ¢, PO ist, gilt Uy,

. —-4V11 T V;;:n 0< V.?fl<4: (=12
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Lo (?) (0 =12,3; 1<i<r). Wir nehimen an, da8 ffir irgendeinen
Index 1 =1,.
(pg')vgl; {diz; Aa)
wnd
{29 U; > P

gelten.
Wern wir anrehmen, dab

7] (105 Aaa)

dann haben wir entweder U;< U, oder die Annshme {29) stimm¢ nichf.
Hs gelten die Identitifen:

{30} (ﬂ-lﬂaﬁs)m}*aﬂll“iz“(laﬂ1# ) *ks 2er + U«.”I;”s)”ﬁ Ay =0
und
{31) (31#9%‘3) *Ae oelag— (Ay g0y ) s —121—(}2!"1#3) 9;’»3.4132 = 0.

Wenn fiir einen Index 7 = 1, ..., 7 die Ungleichung (29) gilt, dann analy-
sieren wir (31, wenn das nicht der Fall ist, nehmen wir (36). Da die beiden
Tdentitaten analog sind, befrachten wir ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit nmur (30).

Wenn wir annehmen, dal Uy =405+ U, 0<Un<4; Vi
,3; 1<jsk; 11ILKr); ¢

¥ V}m
== g W, g

U7 T Fii Tl
4 = ()-1%/»‘3) "y (0 o) )y e e

U'f_‘ i U, 21 7191 r]::"ll
D) e

{32) B = (?vaﬂilla)]'rjlsﬂn(& - Ep Ty
G = _“(;1’2.“1”3):[22'1“31!
und
' ’ 1, 0y bt 17
U = (QI’)UIH e 12 & m Ekku’
{33)

. . .
gt T a1 Frar
" 121 ..(0’ r2l 3111‘_. 8

= ( ) Uy
dann hekommen wir aus (30) im Korper K, die Gleichung

Fy(Uy, Vi) = Ui+ ASBVE = aAsml )7L ()

%) Wir benutzen die Tschebyschevsche Ungleichung: < =(P) < eP/InP,
wobei ¢ die Tschebyschevsche Konstante ist (siehe [5], Seife 850). :
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mit den Unbekannten U; = AT, ¥V, =T, wobel Ugy 2 0, ..., U4 = 0.
Fiir die Abschitzang ihrer ganzzahligen Lisungen benutzen wir den Satz
aug der Arbeif [2]. Wir wollen jetzt mittels P und ¢ alle hierin eingehenden
Parameter abschitzen. :

Es folgt aus mnseren Ubelegungen, daf

(34) Eg

2

< €y7.

By seien K, = H,(6,, 05, 0,, 8,) ein Zerfallungskorper der bindren
Form F,(U;, V), und 4,, 0,, 85, 8, ihre Wurzeln, Da die Diskriminante Dy,
des Kirpers X; die Norm der Zahl

) H (B! +2Bo, + ay)bd H (1522256 (0,05 040,)°
=1 i=1 .
dividiert, wobel 6(f) die Differente der Zahl 0 (siche [1] auf den Seiten
131-147) ist, bekommen wir
D, | < e1g P15
“aus (26), (27) und (32). Aus der Landaunschen Ungleichung f.olgt
(35) R

Aug der Abschitzung fir [Dh I, erhalten wir anf Grund der Erge-
bnisse von [10], daf

(36) g, << Coa Pt
Wegen {26), (27) und (32) gelten

(37} Hy << 0, P2

mit By, = ASB und

(38) INm (A30)] < 0,5 P,

Unserer Anmahme anfolge, daB (29) fiir jeden Index I = 1,
erfiillt ist, kdnnen wit vermuten, daf}

(39) N (T, V)] < g P3P,

Ist & = 1/4 entsprechend der Annahme aus [2], dano 1486 sich aus

den. Ungleichungen (34), (38}, (37), (38) und (39 folgern, dald
(40) {max (T T], FV )} < e P

wobei { ixgendeine Binheit in K, Ibt Dann folgh aus (30), (32), (33) und (40),
dafB

(41} max {[I4,,], |6y, [f4a)) < Q_Xp{cazlacsazg}.

Wenn Ay = {4 (i =1, 2), gesetzt wird, hekommen wir aus den
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Beziehungen
Ml-ﬂ-z'f];’h(Flﬂa;'vﬁz)m??? = Ay ¢,
(42)
.“11377;'_(!11/‘3113 ) 773 = ‘—lil:A
die Gleichnung
(43) . ’?;’ = ‘51”?;,4‘ dams
wobel
b e 8 (A A —Ra Ay) 5 = (F'zjg)m Ay
! (ﬂa-?*l}-s)l'radil ! ) (Pszs)llzdgl
und
(44) max (1(6), h(3q)} < exploy P}

der Gleichungen (18) und {41} znfolge gilt. Au,s den Beziehungen {42}
und der Gleichung {43) erhalten wir

’ Haly o B,
(m')y— (2 = ——5 "
! Hads {1 2a)"

= (3 dems ) = B
My hg 19?1‘1“ 2"79 (MIAE)

(45)

()%~

Die BElimination von 7," aus dem System (43) erglbt eine (Heichung der
Form

(46) Elp V&l P& =0

mit

(47) : b =028, & =tE

und

(48) max {k{&,), h{£), ME)} < ex;p{c%lo‘”“‘z},

was aus (19} and (44), (46} folgt.

Wenn man die Koeffizienten £, &,, &; explizit hinschreibt, kann man
gich iberzeugen, dal die Gleichung (46) nicht trivial ish. Aus (46) und (47)
folgt, dal »%a &, ()% Wo a mazimaler aus den hchsten Koetfizienten
der Minimalpolynomen fiiv &, &, & ist. Da nach der "Konstraktion
INm(r, 5.} < 63739, s0 aug letzter Bemerkung und (48) wir schlissen

Nm»)| < E‘-XP{G%PC“#}

Woraus wir nach Lemma 2 der Arbeit [2] bekommen:

(49) Ir’pl < exp {g, P},
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7 ist dabei irgendeine Binheit im Korper K. Dann haben (46), (47), (48)

und (49)
(50) [eni'| < exp {o.u P}
zu Folge. (23), (24), (19), {49) und (50) ergehen, daB

(51) max (jr7; e |} < exploe P}
Weiter sehen wir, daf (50) und (b1) _
(52) N(®) < N(9,0:9:) < [Nm () 5 ;)| < exploeP"}

nach sieh zieht. Da (18) gilt und sich aus (21), (22), (49) und (50)
max ([o]) < exp {GSOP‘ﬂ’z} (i =1,2,3)
@)

folgern 1i8t, erhilt man .
(53) N (%) < exp {e, P55}

Sehétzt man f dureh P it Hilfe der Tsehebyschevschen Ungleichung
{5] ab, so bekommt man die Abschétzung (17) aus (52) und {63). Damit
igt Satz 2 Dbewiesen.

4. Der Beweis des Satzes 1. Da die Ideale (X), (¥) nach unserer
Konstruktion in § 2 die Form (15) haben und alle Bedingungen des Satzes 2
erfitllt sind, kinnen die Abschitzungen aus dem obigen Paragraphen fir

die (eichung (14) verwendet werden.
Zundehst stellen wir fest, daf auf Grund von (18) und (22)

™y \%.
F—w, = (MlMl)( 'c:' )

cund damib
. _ pa (T )2+ (o) ey
(54) L= aly{t)?
'geiten.

Setzen wir X = p, (v4))2 =+ A, ()20, 50 ist aus den Abschitzungen (19),
{49} nnd (50} zu ersehen, da

(85) ' |X| < explos, P}
Die Gleichungen (6} und (7) ergeben
z\° z
(36) Ry(X)} | —] + By (X)— + Ry (X) =0
Ay 4y
wobel

m

B BlX) = M gpX™ (k=0,1), ByX)=X"+ 3 X"

i=

icm
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Aus (8), (49), (54), {55) und (57) ersieht man, daf

(38) max (|(ad, (7)™ 4% B (X)]) < exp {o,, P}
(%)
(E=0,1,2).
Aus (56) folgt, das {aﬁ,l(m-)‘-’)m-mﬂsl%e(X)—55— eine ganze algebraische
1
Zahl ist. Weiter ist zu bemerken, dafB /_11|Nm((a}ll(w)g]"“ldnsRo(X)).
Damib haben wir nwoter Beachtung von (53) und () die Abschatzungen

(59) 1] < expie,, P}
und
{60) A, < exp {GGOP"GLE}.

Es sel A, = py!... p. Hs ist ohne Beschrinkung der ?Aligemeinheit
anzunehmen, daB Max (2, -.., 35, 71y .-y 7)) QOLEL 2y, ..., 2, 20 finden ist,
weil wir sonst die volle Konstruktion in § 2 begiiglich y gefithrt hathen.
Auf Grund dieser Bemerkung und der Abschitzung {60) 148t sich follgern
dal :

{61) | Ay < exp feu PO

Da &, y die Gleichung F(z, ) = 0 erfiillen und die Grade, mit denen
sie in F{z, ) auftreten, # nicht iibertreffen, ist (A,4,)"F(z, ) ein Polynom
in & ¥ mit ganzen rationalen Koeffizienten. Nach den Abschitzungen
{59), (60) und (61) und der Bemerkung(®) erhalten wir, dafl

{62) 5] < exp{e, P}

Aus den Abschitzungen (59), (62) und aus der Tschebyschevschen
Ungleichung [5] ergibt sich (2), Damib ist der Beweis des Satzes 1 beendet.

5. Schlufifolgerung. Ein Sonderfall des Mahlerschen Satzes [12]
wurde von J. Coates [9] studiert. Br stellf fest, dafBl der maximale Prim-
teiler der Differenz x® — 2 (&, ¥ ganzrational, (», y) = 1)

{63) 1073 Inln X)4*

libertritft, wobei X = max(lwi, [¥}). £§H:ierzu bemerkte J. Coates, dal
der Satz von Mahler sich fiir beliebige Kurven vom Geschlecht Ring effek-
tivisieren lasse. Das Ergebnis ist aber viel schwécher als (63). Wir haben
die Abschitzung (2) unter Ausnutzung des Satzes aus der Arbeit [2]
bekommen. Unsere Uberlegungen beruhen auf eine feine Verbindung
zwischen den Abschitzungen der Linearformen von Logarithmen der

(3) Wenn § eine Wurzel des Polynoms 6 {Z) vom Grade n st und Hy das Maximum
der Betriige der Koeffizienten von G (%), dann gilt [£ < nHg (siehe z.B. [3]).
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algebraischen Zahlen in arvchimedischen und in p-adischen DBewerbungen
(siehe die Vorschlige 1 und 2 aus [3]).

"~ Wir wollen noch eine Variante von Satz 1 anfilhren. Bs sei 2 = vjw
ein rationaler Punkt. Wir definferen ,die Hohe” h(z) des Punktes e,
als max(js], jw)). Dann ist es leicht sich zm tberzeugen, daf ans nnseren
Tberlegungen

(64) P> oy(inlnk-Ininlnf)?

folgt, wobel b = max (k(a), h(¥)).
Es igt zu sehen, dall sich aus dem Beweis von Satz 1 eine effektive
Abschitzung fiir

—~ —~ r !
mMax (&, [if, 21y -+ vy Ty 815 20ey B)

mit Hilfe der Parameter von F(x, y), P und s ergibt. Insbesondere bhemer-
ken wir, dafl fiir ¢ =& und y = § (dh. wir betrachten anf der Kurve
Fl@,y) = 0 ganze Punldie)

(65) max (|5, [7]) < expexp {HET,

wohel e, > 0, durch » effeltiv bestimmt izt. Damit verbessern wir das
Ergebnis von A. Balker und J. Coates [7] um einen Exponenten. Es wire
maglich, nur ,einmal exp” in (65) zn bekemmen, wenn wir die [Tberle-
gungen aus [4] benutzt hitten. Obgleich das nicht unserer Gegenstand
ist, kdnnien gie niitzlich sein, am dic Abschiétznng (2) zu verbessern.

Bemerkangen bei der Korrektur

1. Vor kurzem hatte der Autor cine Mogliehkeit, die Arbeif vor A. van der
Poorten ,Linear forms in logarithms in the p-adic case” (siehe: Transcendence
theory: Advances and applications, Academic Press, London und New York I1977)
kennenzulernen. Andern wir unbedeutend die Uberlegungen unseres Artikles unter
dem Gesichtspunkt der Methode von Sprind¥uk iiber die effektive Analyse der hyper-
elliptischen Diophantischen Gleichung [4] und beniltzen wir den Satz 2 von A. yan
der Poorfen aus der genannten Arbeit, so kann man (2) und (64) dis zn Abschitzun-
gen der Form

slnP > cealnlni
und

(66} sIn@ > e, Inlnk

entsprechend verstriitken. Uber die letzten Abschitzungen hatte der Autor an der
Tagung ,Algebrische Zahlentheorie” (August 1977, Oberwolfach, BRD) berichiet.

2. Dem Autor wurde bekannt, dass D. Bertrand vor kurzem eine schirfere
uneffektive Abschitzung fiir elliptische Kurven mit komplexer Multiplikation erhielt,
als (66) (siehe D. Bertrand, Approrvimations diephaniiennes p-adigues sur les courbes
elliptigues admetiant wne multiplication complexe, Preprint M 291.1176, November
1976, Centre de Mathématiques de I’Bcole Polytechnigus Platean 91128 Palaisoan
Cedex ,Laboratoire de Recherche aswociéau C.N.R.8. no 1897, der Satz 3).

icm
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