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Uber die Verteilung der Primzahlen
in Folgen der Ferm [f(n+a)]

von

FrIEDRICHE ROESLER (Miinchen)

Einleitung. Dirichlets Primzahlsatz

Iim (log ) ? P =
si1 g1 p .._'_.Jam (k)
o=k}

1441 sich mit dem Taubersatz vou Hardy-Littlewood-Karamata nmfornen
in die asymptotische Dichibe-Anssage

%
1 s A ——
) Nowm yp () o(k).
K

1< N

in der yp die charakteristische Funktion der Menge P aller Primzahlen
bezeichnet und fly) = ky-+1 Polynomfunkéion in Z[y] ist mit (b, ) = 1
und positivem Leitkoeffizienten k. Formel (1) bildet den Ausgangspunkd
der folgenden Uberlegungen.

Ist # irgendeine fesi vorgegebene unendliche Teilmenge der natiivli-
chen Zahlen AN und f eine beliebige Funktion von 8, = [0, oof in R, so
erweish sich die Wahl geeigneter Wichtungsfunktionen fiir die Summanden
%o (f(n)) tnd ys(n) in einem Ausdruck analog zur linken Seite von (1)
als abhingiy vom Wachstom

(i) der Anzablunktion wz(y) = 2 xza(m) der Menge 2,
o<m=y

(ii) des Fehlerterms m,(y), wenm xp(y) mit einer hamdhabbaren
Funktion s, (y) approximiert wird dureh mp{y) = a0 (1) + O {7 (1)),

(iii): der Funktion f. _

Allgemein soll deshalb zundchst fiir beliebige monoton wachsends
Funktionen ¢, und v, von B, in R, und fir jedes # aus dem halboffenen
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Intervall
It =T10,11

die (agymptotische} y, —yy-Dichte D:;‘,é (#, f){z) der Menge & in der Folge
der ganzen Zahlen [f(n+8)],ov defindert werden durch

) D:fi(-@~f)(ﬂf) = ;YimDié(g:f; M)
mit -
v zellfrta)])
2
D, £ M) = ey
) 12(n)

qu_#g;\r Pa (‘ﬂ’)

Bemerkung 3 in Teil 7 zeigh an einem Beispiel, dal der Limes in (2) durch-
aus nieht immer existiert.
" Felgende Spezialisicrungen werden wir im einzelnen behandeln:
{i) v, (¥) = w.(y) = 1. Dann heilt D8 die nativliche Dichte von &
in [fin+) ) Sie soll hier mit DEst bczemhnet werden.

i) vl = wly) = 9. In diesem Fall soll D die harmomsche
. Dichte von # in [f(s+ #)],.y heiBen und mit D““ abgekurzt werden.,
In der Literatur (etwa Dei Ostinann [25], 8. 95) wird sie zuweilen logarith-
wmische Dichte genannt. Diesen Ausdruck wollen wir aber reservieren fiir

(i) w;(y) = max {log2, logy}, ya(y) = y. D nennen wir damn die
logarithmisch-harmonische Dichte wmd bChI‘Glb'E]l e,

Mit (1) folgt nou fiir flyy = ky -1 mit natiivlichern % und reellem I
md fiir jedes @ aus Il '

k 17 ] * 1 =
() DY(P, )@ [?ﬁ?ﬁ fir (b, ke +1]) = 1,
0 sonst.

Aus der genaueren Aussage tiber die Verteilung der Primzahlen in arith-
metischen Progressionen von de la Vallée—Poussin folgt, dafi (3) richtig
bleibt, wenn darin Dpie ersetzt wird durch die prazisere Diehtefunktion
DB ot der Leitkoeffizient & von f die Form r/s mit natiirlichen, teiler-
fremden Zahlen v und s, so ergibt sich bei Untersuchung der Folgen
[— (sn+m—,—m)—{~l]
§ nelN
Dz
DRP, (@) = b,
@(r)
wobel @(w) die Anzahl der ganzen Zahlen m mit 0 <m < ¢ bezelehnet
fitr die [%(m +2) 1] und r teiterfremd sind.
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Fiir rrationales k > 1 und beliebiges reclles 7 hat Fogels in [7 1, The-
orem 1, mit Abschitzungen wvon frigonometrischen Summen fiir die
Anzahl  =(¥;%,1) der Primzahlen< ¥ in der Folge [Bn+11 o

i N
die Formel =(¥N;E, 1) ~ ~Z log—‘\-” bewiesen, wenn die Quotienten
dyy kyy Byy oo in der Kettenbruchentwicklung von & der Bedingung k,
= 0(¢") mit geeigneteny ¢ > 1 genfigen. Mit einem Satz von Borel-Bern-
stein (Hardy-Wiight [12], Theorem 197) folgh daraus fiir f(y) = ky+1
ans Ryl mif irrationalem k> 1

DRi(P, f)e) =1

Dasselbe Ergebnis findet sich anch bei Teitmanm—Walke [20].

Uber die Primzahlverteilung in den Folgen [f{n +a)], e Im nicht-
linearen Fall sind Ergebnisse nur fir Funktionen der Form fp., 5(¥)
= ay*+f veriffentlicht: Deshonillers [32] und Nordon [33] haben bewiesen,
dab fiir fast alle L > 1 und fast alle o > 0 die Folgen [1*],y und [en?],
je unendlich viele Primzahlen darstellen. Dariiberhinans Thaben sie
D2, fra0)(0) und D22, f...)(0) nach oben abgeschatzt. Zuvor
schon war gezeigt worden:

Hir fast alle & aus JIt.

DEZ%(?rfk;l,u)(o) = 1!]"'5

und zwar #ir L < k< 12/11 von Pjateckii-Shapiro (257, filr 1 < k < 10/9
von Kolesnik [17] und fiir fast alle & aus ] 1, 2[ von Leitmann-Wolke [201.
Fir Primzahlen in arifhmetischen Progressionen 2,;, = {p ¢ #; p=1{g}},
(l,g) =1, hat Rieger [26] Abschiitzungen von DISHZ, . fi. 5 V) (0)
angegeben, und zwar nach oben fir 1< k<2 und nach unten fiir 1
< k< 12/11. Leftmann und Wolke haben in [19] das Frgebnis von
Pjateckii-Shapiro auf arithmetische Progressionen fibertragen:

0) =1k fir

DEHP 015 Frana) 1< k<i2/il.

Ferner sind fir ganzwertize Polynomfunktionen f Abschitzungen von
Dt(P, f; N)(0) nach oben unter Benutzung von Siebmethoden bewiesen
worden ; ein derartiges Ergebnis wird zn Anfang von Teil 6 zitiert.
Es werden im folgenden zwei Ilassen nichtlinearer recller Funktionen
untersucht, uwnd zwar verallgemeinerte Polymomfunkiionen und Expo-
nentialfunlktionen

mt
F g = {a,yf‘-',- Za,,-y"i; a>0, >k >...>k> O},
i=1

‘ ?exp = {3kﬁ+l“:“f(y)5 k> 0, fE g:polu{o}}‘
Fiir jedes f aus einer dieser Klassen wird % der Grad von f genannt. Die

2 — Acla Amithmetica XXXV.2
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Wahl gerade dieser Klassen ist historisch motiviert. Aus den Beweisen
der Arbeit 14Bt sich jedoch leicht ersehen, fiir welche griferven Funk-
tionsklassen dieselben Awussagen richtig bleiben. Hntscheidend in die Be-
weise der Sitze geht ndmlich neben Ditferenzierbarkeitsbedingungen an f
nur die Wachstumgordnung der Funktionen ein.
Das Hauptergebnis dieser Arbeit besagt (Satz 11}:

(i) Ist f aus Fop, vom Grad k, so gilb fiir die logarithmisch-harmo-
nische Dichte der Primzahlen in der Folge [f(5+ @) ]en
fiir fagt alle » ans I*.

’1

10~ _P -

) = -

{il) Unter der Voraussetzung, daB der Primzahlsatz

mp(y) = liy +0(Vylogy)

riehtig ist, gilt fiir die harmonische Diehte der Primzahlen n der Falge '

[f{n+2) ey fir Funktionen f ans &, mit Grad & > 2

D, o) =1

i

fi fast alle » aus I'.
Der in (i) vorausgesetzte Primzahlaatz

(PZS 2) p(y) = liy +0 (Vylogy)

ist Aqunivalent zur Richtigkeit der Riemanmschen Vermutung (Daven-
port [4], 8. 3117f). Zum Beweis von (i) hingegen geniigt die Benufzung
des bekannten Primzahblsatzes .

(P78 1) sply) — lig+0 (

o)
oXp ]/logy '

Teil 1 behandelt gualitative Uberlegongen im Zusammenhang mib
der Verteilung der Zahlen einer Menge # aus N in Folgen der Form
[fin+2)]ey. In Teil 2 werden drei Integralabschitzungen (Lemmats 1, 2
nnd 3) bewiesen, die mehrfach den Ausgangspunkt fir die Ableitung
quantitativer Dichteaussagen bilden werden, Anschliefend 148t sich
TFinblick gewinnen in die Beziehung zwischen den beiden Wichtungs-
fonktionen ¢, und w,. Alg erste Anwendong wird in Teil 3 ein Satz tiber
die Verteilung der ,Pseudoprimzahlen” P* = {[li"'sn]; » > 2} in den
Folgen [f(n+ o)),y bewlesen (Satz 4). Dasselbe Resultat ist auch fiir
die Primzahlmenge P selbst zu erwarten - und findet sich in fast der-
gelben Form dann in Satz 11. Der Beweis fiir P statt P* erweist sich jedoch
als ungleich komplizierter. Das liegh daran, daf die Zahlen aus P unre-
gelmibiger verteilt sind als die aug P*. Der Umweg, der fir die Funk-
tionen ans # ;) deshalb eingeschlagen wird, erstreckt sich iiber die Teile 4,5
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und 6 und besteht darin, zunichst Kenntnisse zu sammeln {iber die Teil-
harkeit der Folgenelemente von [f{n-+2)],o durch eine vorgegebene
Zahl d — also D{dN, ) zn ermitteln — und diese dann mit dem Selberg-
Sieb umzusetzen in eine gqualitative Aussage iiber die Primzahlverteilung
in dieger Folge (Teil 6, Hilfssatz 4(i)). Es legh in der Natur des Selberg-
Biebes, daB dieses Vorgehen nicht mehr liefert als Abschitzungen nach
oben in der richtigen GriBenordnung; daf dies aber fir den Beweis der
guantitativen Amssage in Satz 11 geniigt, erkldrt sich darsus, daB das
Bieb-Ergebnis aus Teil 6 im Beweis von Satz 11 nur zur Abschitzung
eines O-Termes herangezogen werden mull; die quantitative Aussage
hingegen basiert auf Lemma 2. Die aus den Lemmata 1 und 3 direkt
beweisbare (leichung DI (AN, f) =1 fiir Funktionen ans #,, (Satz 6(1)
filr # = dN) reicht indessen nicht aus zur Anwendung des Selberg-Siebes.
Dies und das deshalb notwendige Vorgehen in den Teilen 4 und 5 versu-
chen die Bemerkungen am SehluB von Teil 3 zn motivieren.

Teil 4 behandelt eine sehr angchauliche Frage aung der Theorie. der
diophamtisehen Approximationen: Gegeben ist eine Schaour mit ¥ Knoten,
je zwei aufeinanderfolgende im festen Abstand & voneinander. Diese
Schnur wird auf eine Spule vom Umfang 1 gerollt. Wie groB wird dann der
maximale Bogenabstand benachbarfer Enoten? Die Antwort lefert
Satz 7. Damit 1485 sich ein Integral abschiitzen {Satz 8), mib dessen Hilfe
in Teil 5 eine Aussage fiber DI(AN, f) fiir Funktionen ans &, gewonnen
wird (Satz 9), und zwar mit einem O-Term, der den Anforderungen des
Selberg-Siebes gentigh. In Teil 6 wird das Siebverfahren durchgefithrt in
Anléhnung an die Darstellungen bel Halberstam—Roth [10], Kap. IV und
Schwarz [27], Kap. IV. Dabel ergibt sich ein weiteres Ergebnis (Satz 10)
iiber die Verteilung der Primzahlen in den Folgen [f(n+ @)],.x-

@ ist durchweg die Euler-Funktion;

i bezeichnet das Lebesgue-Mal anf B und an einer Stelle in. Teil 6 anch
die Mgbinssche Funkfion.

F=9 heiflt, dab fly) = g( y) fir alle ¢ auBerhalb einer Lebesgue-Nullmenge
richtig ist.

flu) < gly) +~O0{h(y)) steht abkiirzend daffir, dal mit einer Konstanten
© e> 0 fir alle groBen y die Ungleichung j(y) << g(; )—i—cih( ) gitt,
und

Fly) = gly) +O(R(y)) meint f(y)= g(m)—elh (@)

@ mit oder ohne Index wird stets fir Zahlen aus [0, 1] verwendet.
[y] fir reelles y bezeichnet den Ganzteil und

{y} = 4 [y] den Bruchieil von y.

A{T; (Un)rsnen) Hir Mengen ¥ reeller Zahlen und endliche Folgen (3,) sei
die Anzahl der Elemente y,, in Y. :
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exply) steht zuweilen fiir ¢,
lify) ist der Inbegrallogarithmus, wnd
8; Dbezeichnet das Kronecker-Symbol.

Herrn Professor A. Leutbecher danke ich sehr herzlich fir seine
Anregumgen und das fortwihrende Interesse, das er dieser Arbeif entge-
gengebracht hat. Weiter gilt mein Dank Herrn H.-W. Kirstein und
Dr. H. L. Skndlarek fiir frnchtbare Diskussionen iiber den CGegenstand
der Arbelt.

1. Qualitative Aussagen. & bezeichne stets eine unendliche Teilmenge
der natiirlichen Zahlen. Neben der Menge P aller Primzahlen werden
fiir # auftreten die eingangs erwihnten Psendoprimzahlen P* und die
Vielfachen d¥ von natiirlichen Zahlen d. Gegenstand der Untersuchungen
ist fiir zweimal differenzierbare Fumktionen f: By — R aus zunichst
nicht niher spezitizierten Funktionsklassen & die Verteilung der Zahlen
ans @ inmerhalb der Folgen [fin-+a)l,.x mit # aus I*. Dazn definieren
wir zu vorgegebenen #, f aus # und einer monoton steigenden Wichtungs-
funktion p: B, -~ R, '

st D= {0,1},  s,(2) = zo({lf(n+a)]),
N

ETE

'SK—: I'>R,,
' Ll P(m)

Ist nicht eindentig evsichtlich, um welche Menge # es gich handelt, wird
ausfiibrlicher S%(#; ») geschrichen. 8%(x) gibt die mit v gewichtete
»Anzahl” der Zahlen aus # in der endlichen Folge [f(n 4 %)) cpen 0.
Die gpeziellen Wichtungen

vy =1, 9y =9, vy —=max{log2,logy}

kennzeichnen wir suggestiv durch SE°, 854, Si=.
- Aus rechnerischen Griinden erweist es sich als sinnvoll, statt der
Mengen F jeweils mumichst nur die Teilmengen '

F* = {fe &;f erfillt (F1)}
mit der Bedingung
(F1)  f(0)=1, =1, [f'(0)>0,

zun untersuchen.

Es sei also f aus &F*. [a, b] bezeichne ein halboffenes Imtervall in I
und # eine feste natiirliche Zahl. Fiir & aus [a, b[ ist [f(s -+ 2)] Element
-~ von # genau dann, wenn « In eines der Intervalle

Ly =17 (@) —n, f (2 +1)—nl,

f" monoton wachsend

pe?,
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und damit in eines der
I;,,?z = Ip,n n {a'a b[a

faltt. I%0 ist nicht leer nur fir die p aus

peP

P, a,b) = {p e?;flnta)—1<p <flat+d)}

8, nimmt auf [a, 5[ also den Wert 1 an genau ffir die & aus einem der
paarweise disjunkten Intervalle I&2, p e #,{a, b). Ferner ist ot =1,
fir genan die p aus

Fa,b) ={peP;flnta)<p<flntb)—1}
und
P a, b) = 2,(a, b)—Fp(a, b)

enthilt héchstens zwel Elemente.

Zur Analyse der Punktionen s, ist die Lénge, also das Lebesgne-Mad p,
der Intervalle Ig;?l zu ermifteln: Aus den Differenzicrbarkeits- und Mono-
tonieforderungen (F1) an f ergibt sich mit dem Mittelwertsatz
<b, fir peZeb),

a4 &

1) Ik = plp.) = o

Fnt8,)°

1
2,h

(2} .“'(I'p,n) = m

Sarz 1. f: B, — R sei ziveimal differenzierbar mit fir u = ¥ MoROION

wachsender 2weiter Ableitung wnd F(yo) > 0. Dann sind gleichbedeutend:

(i) Fiir alle Zahlen @ < b in [0, 1] schneidel dic Tatervallfolge [ fin + @),
fln+b) —1,en die Menge 2 unendlich ofi.

(ii) Jede nickileere offenc Menge in [0, 1] enthilt einen Punkt o, fir

fir p ey (a,b)

-den die Folge [f(n+x)]en unendlich viele Zahlen aus & darstellt.

(iii) Jede nichtleere offene Menge im [0, 1] enthilt iberabeihlbar viele
Punlkie x, fir welche die Folgen [ f(n—+ &) lacx je unendlich viele Zahlen aus &
darstellen.

Beweis. Es darf fe &# vorausgesetzt werden, denn gicher genigh
Farly) = f{H 4-9) fiir hinreichend grofies natitrliches M der Bedingung
(F1), und sind die Aquivalensen richtig fir far, 80 anch fiir f.

(i) folgh aus (iii) ohne Mihe. Zum Bewels von (yons (i) seia <o < b
und (Py)men €ine streng monoton wachsende Folge von Zahlen ans #,
die in [f{n-+a) ],y auftreten. Fir alle hinreichend groflen m ist dann
zunfichst © € I, Wit i, = [ F1{(pp)] und wegen m-hg # Iy, ) = 0 sOZAT

I, . < [ab], al80 Py, € [f{t,+a), f(ng +b)—1].

B
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Zum Bewels von (ifi) ans (i) sei eine nichtlecre offene Menge in'[0, 1]
vorgegeben. Diese enthalt ein Intervall [a, b] mit 4 < b, Wir konstruieren
eine njeltive Abbildung @ von der Menge % aller Folgen 4 = (a,,},,c mit
Werten a,, aus {0, 1} in. dic Menge aller » aus [a, b], fie die [f(n+ o)1,
unendlich viele Zahlen aus & davstellt. Fir p auns 2 sei n, = [f~(p)]
und :

5y = oo )t o

2041
o )—np], i=0,1.

Die J7, sind abgeschlossen, disjunkt und in I, , enthalten. Gemid (i)
exisfiert ein kleinstes p, in # mit Ty np, = @ b]. Ist nun 4 aus A vorgelegt

und sind pq, ...y Py schon hestimmt, so kann p,, wegen (i) definiert
werden als die kleingte Zahl in & mif

®) Ly,

Dic Folge (py)men steigh streng monoton, da u(l, ) fir wachsendes
p monoton Fillt.

o Jm |
me—l

D(A) = N T
meN
definiert einen Punkt in [e, ], denn aus (3) folgh dpmtlc Jpm
und ferner ist lim p(Jgm+1) = 0. Also stellt die Folge [f{n+@(4))|,ex
= o

ol
alte p,, dar. Sind 4 und 4’ verschiedene Folgen in 9 und igb m der Kleinste
Index mit a,, 3 a,, so folgt p, = p,, fiir 0 < & < m und damit 6(4) e Jgn_,
P(A)edzm . Da Jpm_, und Jg;;f“l disjunkt sind, ist ©{4) # ¢4,
und das beweist die Injektivitit von &.
COROLLAR. Zu jedem f aus F,; vom Grad k> 12/5 ist die Menge der »
aus I', fiir welche die Folge [ f(n -+ )], oy vnendlich viele Primzahlen darstells,
tberabzihlbar wnd dicht in I
Bemerkung. Ist die Vermutung von Cramér [3] richtig, daB es
zu jedem hirreichend groBen y eine Primzahl zwischen y und y -0 (log®y)
gibt, so gilt die Anssage des Corollars fiir alle Funktionen aus F o YOI
Grad k> 1.
Beweis. Ohne Einschrinkung darf fe #3, vorausgesetzt werden;
ferner selen Zahlen o < b in [0, 1] vorgegeben. Wegen k> 12/5 existiert
ein ¢ > 0 derart, daBl fiiv alle hinreichend groBen n

Fln a2t L1 < (h—a)f (n-+a)

igh. Das zusammen mit einem Satz von Ingham [14] — in der derzeit
besten numerischen Fassung findet er sich bei Huxley [13] — , demzrufolge
fur jedes > 7/12 und geniigend groBes y zwischen y und ¥ +y* stets
eine Primzahl Hegt, garantiert zu jedem n = », die Existenz einer Primzahl
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b, mit _

flnday < p, <flnta)+fintay L fln+b)—1.
Algo ist (i) in Satz 1 richtig; und aus (iii) folgt die Aussage des Corollars.
Tt hat sich also gegeigh, dal fiir # = P und hinreichend stark wach- -
sende Funktionen aus F,q zn jedem » ans N und p aus (0, 1) ein o’ >0
und ein p’ aus #5.{0,1) existieren mit I, < I,,. Durch cine zusdts-
liche Fordernng an das Wachstum von f 146t sieh #” = n-+1 erzwingen:
SATZ 8. Brfilli f die Voraussetzungen von Saiz 1 und 48t fiberdies
1) 7
ﬂWmO(

f’(ywl)) Fiir ein o> ST

56 gibt es ein n; und iberabzihlbar viele & aus I* deravt, daff die Folgem
{fin J,—w}]n}nf wur aus Primeohlen beslehen.

Beweis. Wieder darf fe F* vorausgesetzt werden, Fermer reicht
es zu zeigen, daf Tir jedes %> 7y, € {0,1} und p e Z;(0,1) ein p’ &P
existiert mit I,,.; < J5. Dann folgt die Behauptung des Satzes ant
die gleiche Weise wie die von (iii) aGs (i} in Satz 1. Die zweite Bedingung
an f garantiert mit einem o' £ }7/12, of fir alle y = ¥,
i+l
£ iy
w LT +e+Y)
; —1 1 -1 N L f e g_ . /
@ J eI <TI0+ < 3T T
fiir alle >y, und &= 0. Der Mittelwertsatz, angewandt auf h(y)
= f{f~ () +1), Liefert tir geeignetes @, > 0 .
- 1My H0)+1)
“Hy+1 —flf y+1) =— .
Zusammen mit {4) und einem o € ]7/12, o[ fihrt das aunf

A+ ) A @+ <P D+ -1

fir alle y 3> ¥, Also liegh fiir jedes y >y, zwischen FlF e +1) und
Flf Y y+1)+1}—1 eine Primzahl. Ist nun T (AR "=y und
p e@E(0, 1), so folgt wegen n == If'(p)] filr y = p-+ij2 zunichst ¥ > 9,

Fly+1)" <

4
und damit die Existenz einer Primzahl p’ zwischen f (f" (p —}—-—zw) +1) und
241

f(f“‘(p+ )+1)—1. Das heift aber

; N Ay
), L = [ (p ) L o+ =),

- 1
&180 Ip’,n—i—l Lo Jp-
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COROLLAR. Zu jedem b > 12 /B existieren iiberabsdhlbar mele e>1
derart, daf die Folge [¢?"], . nur Primzallen dorsielll.

Beweis. fly) =’ erfillt fir e,> 1 und b > 12/5 die Vorausset-
zungen von SBatz 2. Deshalb gibt es ein #, und tberabzéhlbar viele & aus I,
fir welehe die Folge [ep"™™] alzo [o(m)“"]_,mN mit e(x) = ™+,
nur Primzahlen davstellt.

Bemerkungen. (1) Fir b = 3 ist die Exisbenz einer Zahl ¢ mit der
im Corollar beschriebenen Figenschaff ein Hrgebnis von Mills {217, Kui-
pers [18] hat gezeigh, dali zn jeder nabiirlichen Zahl b > 3 ein ¢ existiert,
mit dem die Folge [¢7"], x nur Primzahlen darstellt, und Ansari [1] hat
dasselbe fir jedes b > 77/29 bowiesen. Zumnunengefaﬁt sind diese Ergeb-
nisse Dbei Dudley [6]; dort wird auch der Zusammenhang mit der Rie-
mannschen -Fanktion diskuntiert: Ist die Vermutung richtig, daf Z{1 +zt)
= ((#*) fiir jedes positive  gilt, so stimmb Ansaris Satz fir jedes b > 2

(2) Bei Niven [22] findet sich ein dhnlicher Satz: Zu jedem ¢> 1
existieren mindestens abzdhibar viele b > 1, fiir welche die Folgen [eb"], oy
nur Primzahlen darstellen.

(8) Nach Vright [31] sind sowohl fiir jedes & > 8/3 die Menge aller
- ¢>1 als aunch fiir jedes ¢ > 1 die Menge aller b > 1, fiiv die [¢"],y nur

Primzahlen darstellt, {iberabzihlbare, nirgends dichte Nullmengen. Corol-

lar 1 zu Satz 3 wird zeigen, dal fiir jedes b > 1 sogar die Menge aller
6> 1, fir die [cb"]nﬂ? lediglich unendlich viele Primzahlen enthilt, Null-
menge igt.

Fiir f aus &

eSS

#* wird nun dag Integral j SN P w)do untersuch. Dabei
ist neben Formel (1) die Gleichung

s(Ign) +allyhg) = a(l,,)
i p avs 2,00, 1)n#, (0, 1) mz beachten.

1 N
fﬁ}‘\?ﬁ(.@; v)dz = fsﬂ(f 2 Mooa(Ish)

[ fi=1 0 n=1 pséﬁﬁ(a 1) .
=Y wll)F00) = _}j (Y (p+6,) -+0(1)
ey o
T _ ,
= 7Y ) o),
peF
DSFN)

wobel in der letzten Swmme nur iiber d_lejemgen P aus F mit p< (&
summiert wird, fiir die (f~1Y (p) definiers igt.

Die Teile 2 bis 7 dieser Arbeit behﬂndeln den Fall
£3
2 () = .

»
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Hat hingegen die Summe einen endlichen VWerf ¢, 50 1Bt sich der Satz
von Levi anwenden : Die Treppenfunktionen S5%%(#; ) bilden eine monoton
steigende Folge mit durch ¢--0(1) beschrinkter Integralfolge. Also ist
Hm 8% (P; &) = oo hochstens auf einer Nullmenge, Mit anderen Worten:

Neao

SATZ 3. Er_fiéllt T die Voraussetzungen von Satz 1 und ist

* - I

D U<

ped
so stellen fiir fast alle @ 0 die Folgen [f(n-+2)],x jo nur endlich viele
Zahlen aus F dar. _

Ist zum Beispiel # die Menge der Quadratzahlen und f eine verallge-
meinerte Polynomfunktion vom Grad k> 2, so gilt 37 (f71)'(m?) < oo,
MmeN

und [f(n+2)],.v enthilt fir fast jedes & nur endlich viele Quadrate.

CoroLLAR 1. Fiir jedes b>> 1 stellen fir fast alle ¢> 1 die Folgen
[0 ) enr e nur endlich visle Primzahlen dar.

Im Hinblick auf die Fermat-Zahlen sei noch erwihns:
COROLLAR 2. Dic positiven, Zahlen e, fiir die [(2°")+1),. unendlich

' wiele Primeahlen enthili, bilden eine dichie, iberabzillbare Nullmenge in R .

Beweis der Corollare. Es sel f;{y)
die Nummer des Corollars. Dann ist

Fiy) = (loga){logh) &Y ar¥

= @h¥ 4 &;,, und ¢ bezeichne

und

fTHy) = 5 - {loglog(y — 8¢,.) —logloga).
Aung dem Primzahlsatz folgt p, ~ nlogn, das zeigt fir » >» n, und passendes
C=>0

ftf:" Yp,) =

und > {nlogin)~' igt endlich.
n=22
Algo bilden die = aus IY fir die [(aub‘“)b“—,—a,g],ZEYM unendteh viele

Primzahlen darstellt, eine Nullmenge M. Daraug folgt erstens,
daB auch die Menge der ¢ aus [, o[ mit ¢ = ¢»® und » ans M Nullmenge
ist, mnd Uberdeckung von 11, ool mit abzéhlbar vielen Tntervallen [a, o’[ bei
festem b liefert die Aussage von Corollar 1. Zweitens folgh darausmmit a =Db
=2, daB zu jedem ganzzabligen m die @ aus I%, fir die [(87")" 7 41l
unendlich viele Primzahlen darstellt, das Maf & haben, Die Menge der ¢
in Qorollar 2 ist also Nullmenge. Dalb diese Menge iiberabzdhibar nind dicht
in R, ist, folgt aus Satz 1 durch Nachwels der Rigenschaft (i) fir f.(y)

10g (P, — 0)

logﬂ: (Pn 1', )

(loga)(logh) 2 Cnlog?n,
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=97 1. Bertrands Postulat zeigt, dal fir ¢ <b und hinreichend
grofies n zwischen f,(n+e) und Fo(n+8)—1 sbets eine Primzahl liegh.

2. Drei Integralabschiiizungen. Wir beginnen mif einer Reihe von
Forderungen an die Menge #: Die Anzahlfunktion

= 2 Zy(m)

U=<<msy
zu 2 soll sich approximieren laggen durch w,(y) mit einem Fehier my(y)
= ofm; ()} ; 2ls0 '
map(y) = w(y) + Olme(¥)) -

Dabei seien m;, m,: R, —~ R, zweimal differenzierhar. Fir die folgenden
Rechnungen werden Monotonieeigenschaften von s, und =, nnd Abschit-
zungen fder Form =,(Cy) = Og(xz(y)) fiir positives ¢ bendtigt; wir fordern
deshalb

w(y) 20, = (<0

Ferner crweist es sich als nodwendig — wad Satz 3 hat das schon ange-
deutet, die Mengen " durch Ausschinf allzu stark wachsender Funk-
tionen, genauer, durch die Forderung

(¥2) FOy+0) = 049 (w)
zu verkleinern zu

(i =1,2) firx y>1.

(i = 01152)

F* — [fe F*; 1 ertillt (F2)}.

Jedes f ang F** geniigt dann einer Gleichung f”(y) = O,{f"(¥)). Firr #,
und. oy, 186 (F2) belanglos.

Die Forderungen an =, und @, g -statten es, zu f ans & die Anzahl
der p aus 2, (e, b) mif dem Mittelwertsatz abzuschitzen durch

(1) 1Pu(6, B)] = ap(fln+b) —ms(fn-+a)) +O(1)
' = m, f{n+b)—x, f(n+a) + 0w fln+ b))
= (b—a)f (0+6,) [ (1 +6,) + Oylmaf(m),
= (b—a)f'(n+a)x fin+06,)+ '
—rOf(";qf(n) +{b—a)f" (m) 'rlf(ﬂ))
Fiir die Liinge der Intervalle 125 werden wir die Abschitzung

8, e ]a, b[

1 ] 7" {n) "
2 %0 == 1 0,|(h— , *(a,
@ pE = +ofU—a i) st
benutzen. Sie folgt aus Formel (1) in Teil 1 unter Beachtung von
1 1 7 (- ) f”(n) )
O B —_— = — _— == —_
S Futa  Farn - 0T Parer oo
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Als erstes soll zu f aus & das Integral f (2 m)dx abgescha,tzt

‘werden. Die Konsequenz f''(y) = O,(f ()] aus (F‘?), die Vorausselzungen
iiher s 11 und 7z, sowie die Formeln (1) und (2) zeigen

fsn(m)dmz 2 ﬂ(If,,?J

PESy(a,b)
= ((b —a}f' (n4-a)m, f(n+ 6,) -+ Oymf(n) -+
If 1 frr (?z’)
b S S, [ e
o= i) (o ofe-o £

:(bma)n;f(qa+@ﬂ)+9f(f}z'JZ:;) L )03;() 5l )

Daranus ergibt sich

b hY b
JS}'}{m)da} =n§ w(ﬂ)!sn(x)d‘v

N
— mf(n+6,)
= (b—a) Z W +

N N ’
) 7 ) )
+Of(nql- Fapm T -Z e )

‘Weil nach. Voraussetzung =, und 1 /¢ monoton fallen, 148+ sich der Haupt-
term abschitzen durch

nN ’ N . . N w
mfm)  imfn6)  rafledl) | mfie)
.,; p(n) Z ng; win) = ; pln-1) - ;{:Sf‘ w(n) +0f(1).

Dag beweist :
LeMva 1. Fir faus FF und 0 <a< b <1 dst

[}
[ 8%(25 0)dw = (b~ a)TT(N)+ Oy By (s, b; )
mit
. Xy 7 (f(n})
) = Y=
Eyla, by N) = (b—a) By, (N) -+ By (),

7 _mlfm)
S T ()

n=1

| _ N s fm) o
Bu) = 31 Eos s Bul) =

N1
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Als zweites Integral wird untersucht

o= 3 ot

ism<M a
IKaEN

b
(4) f S934(; 1) S ) d s, () du.

Betrachten wir zunichst die einzelnen Summanden rechts in (4): Anf
genan |#,,(a, )| Intervallen J innerhalb [a, b[ mimmt s, (%) den Wert 1
an, und die Linge jedes dieser Intervalle ist nach {1), (2) in Teil 1 hichstens

. Die Inbegrale _f S, (@)der lassen sich deshalb mit Formel (3)

1
Fim+ a) 1
abschitzen, wenn darin rechts b—a ersetzt wird durch ———.
f{m+a)
Mit Tormel (1) fir |2,,(a, b)] ergibs sich

b
[ sm(@) s, (@) do < (0 —a)f (m+ @) af (m) + Olmaf () +

mftn) (nmm +f”('-'b)11f(%)))
J(m+-a) P mF

<@ —ajifmmfin 0, 3 1)

a)2f" (m) 7y f (m)]) (

mit den ¢-Termen

T, - (h— f’(

f( ) 1f )7, f{n},

f’f( .
Ty =(b— 1 s

(v a) i) )
Ty = f(—m)ﬁif(%)ﬂef(m);
T, = fﬁ)nzf(m)mf(n),
)

Ty = f_(%)f ﬂ_a ., f () 7o f (m),
7y = a2 2 gl ),

F )
T = (- J;E )m;f(m)wﬂf(m,
7, = ap L) o,

f(m)*f (n)

icm

Verteilung der Primzahlen in Folgen 131

Als in den Anwendungen kritisehster Term wird sich T, erweigen. Nach
Multiplikation mit geeigneten pesitiven Konstanten wird T, durch T,

majorisiert, T; durck T'; und 7, wie auch ¥y dureh T,; letzteres, weil =
fallt, wihrend w, steigt. Ubrig bleibs

{5) f 51 ()8, (@) o < (B — @), f () ) f(0) +- Of( Ty +-Ty+- T, + T),

und das wird in (4) eingesetzt:

5
f S50 () 58t (@) A < (b~ a1) V m f(m)e, f(n) -+

Igm.\_M
pE S
+O,:((§-W;,f—({£l)( (b— &)21 F (m)a, fom +;12f )
-+ (;Wif ('"J)) (; 7}1,];5::;) +{b-- 2 fl: ::)) T f(m)))

Lmwa 2. Fiir f aus F*Fund 0 <a < b <1 ist

f 8P ) SR P; 2} do < (b — a)IT(M)IT(N) + 0y (Ry(a, b; M, N))
mit

Ry(a, b3 M, N) = Ry (N)((b — 0) Bys (M) + Boa(3)) +

+ TN} (R (M) (b —-a)2 By, (M),
N
Ry (V) = 7y (£ (n)) ,
@) —Z )
Ry (N) = f (”)"‘1” 'n))

Fir M = N erweist sich die Abschétzung in Lemma 2 als unbrauch-
bar, weil dann der O-Term den Haupiterm majorisiert. In dieser Situ-
. B : :

ation behandeln wir das Integral [S8%(#;x)*de wie folgt: Formel (B)
. a .
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wird eingesetzt in die vechte Seite der Gleichung

b N n-1 b

B ‘ LA
fs;(w)zdm =2W fsﬂ(m)zdmwk?:) Z fsm(az)sn(m)dm.

n=2=< M=

Als Hauptberm erscheint (b — o)1 (V)% und an O-Termen treten auf

. 2, f(n) f xlf(m)
Ty = )2 w( %)f {m) 21

N n
‘ . f(n s f ()
T g pmf )’

n=1

LN mfm) Nmef(m)
= 2w (7 0] i pim)

n=1

, L N Ef) N (m)mfim)
o= (=0 2 pm) £ Fmpm)

=1

Damit ergibt sich als drifte Abschitzung
LA 3. Fiir f aus #7F und 0 < a < b1 ist

f 8% (@5 o de < (b—a) TN+ O4(By(a, b; N))
mit .
Rs(“rb'N) = (b—a)R 31(N)+( “a)sta(N)‘l"Raa(N),
[F(n)) f (m ﬂ.‘l )

B (M) = w(%)f )
: N i
T ) 1 £ () fim)
Bl ) iZi »(m) Z Flmpp(m)
N
g f(n) 7, f () o f (1)
.Rag(N) /—EJ( pln) &4 p(m)f (m) y)(fn, n)Z p(m) )

Mit der Holderschen Ungleichung folgt ans den Temmata 1 und 3:
CoROLLAR., Mt R;(N) = B (0, 1; N} (4 =1,3) ist

fl o

OATL(NY T (IT() By (N) + By (W))15).

| N
) @) = Y
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Aug dem Corollar folgt

. . v
{6) ' i}m TTN(—E\T; =1 fir fast alle # aus [,

sofern nur der 0-Term des Corollary hinreichend gut gegen 0 konvergiors.
Andererseits ist

N N R
: "‘PD('"') g Pa(n) ’

sobald die linke Seite in (() gegen oo Lonvergmrb und das kann im Hin-
blick aunf die Detfinition der Dichte

8325 a)
-""m 2 (1)
1<ngy Pal)

vorausgesetzt werden. Ams (6), (7) und (8) 148t sieh erkennen: P und g,
sind so zu wihlen — eventuell bis anf eire von 0 verschiedene multipli-

kative Konstante, daB
O ()
oty (1
I(N) ~ —BT
Z va{n)

(8) DY, f)() =

N ¥
gils. Die Detinition II(N) = 3’ TS it nun, daB bei vorsege-

C & pi(n)
benem v,

5ty (1)
Pa{n) NW Puin)

die néichstliegende Wahl fiir 4, darstells.

3. Anwendungen. Als erstes wollen wir untersuchen, wie die Psendo-
primzahlen P* = {[li"'(n)]; n>2} in Folgen der Form [fin+@)]er
verteilt sind. Fir P* ist

(1) np(y) = li(y) 4 0(1),

und die Funktionen = (y) =1i(y), =,(¥) = log™'y, m(y) =1 erfiillen
die zu Beginn von Teil 2 geatell‘uen Bedingungen.
Sei zundchst f ans #5, vom Grad k> 2. Wir mehten it p(y) = .

. Lemma 1 liefert

N

1
~—loglog N,
_ nlogfin) &
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Ryl = 0/1) md B (¥) = 0;(1). Alzo wird
1
[ S (P*; w)dm == IT(N) -+ Of(1).
0

Die O-Terme Ry (W), Bs(N) und Ryy(WV) in Lemma 3 sind beschrfinkt
durch Oy(loglog¥), und das fithrt auf

1
[ Sh=(P*; @) dw < LI(NY 4 Oy(loglog ).

0
Zosammen folgt mit dem Corclar zw Lemma 3

B uf i _———S?“ﬁ;ﬁ; 9 _1

Mit g(¥) = 37" ist 2.0 (loglog g(N)J ™ < co, und deshalb ergibt sich
ans (3) und (2) A=

{4}

ds = Oyf(loglog Ny~¥}.

fim i _ L,
Moo lOglog g(N)} # k
Der nun folgende Konvergenzechlull wird verschiedentlich anftreben;
deshalb widmen wir thm einen
HrFssatz 1. Ist (&, ey €ine beschrinkie Folge nichinegativer ieeller
Zahlen wnd sind g und b monoton gegen oo wachsende Funktionen ouf N
hg{N +1)

mit Hm ————= =1, s0 konvergiert die Folge der gewichieten Mitiel
N RGN} B
1 ¥
Ay =— M a
TR &t

schon dann, wenn die Teilfolge (Agean)wew Fonvergiert.
Mit a, = i;r;la.([f(a'b+w)]) und A{N) = loglog N zeigh Hiifssatz 1
) _ : :

bei Anwendung anf {4)
lim. Sy
Moo loglog N

-Schlieflich ergibt sich aus (1)

1
.

|

1 .
— ype(0) = loglog N-}-0(1),
1N w
' 1
and damit wird DEX(P*, f) =

N
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Die Funktionen f aus % wichten wir mit p(y) = 1. Fiir den Haupt-
ferm in Lemma 1 ergibt sich dann

N
1 log ¥
B Iy = SN2
(5) () ;gglogf“” =

und By (N) = O{II(N), R,(N) = 0g1). Wird nun I' in [VII(¥)]
Intervalle gleicher Linge zerlegt, wird auf diese Iutervalle Lemma 1

angewandt und werden dann die so erhaltenen Gleichungen addiert,
folgh

1
| 8P wydw = 1) + OVII().
]
Fiir die 0-Terme in Lemma 3 gelten die Abschatzungen By, (F) = Ox{log ),
Rgy(N) = Os{l0g*N) und R,(¥) = 0,(log¥). Zerlegen wir I! wie eben,
wenden Lemma 3 an und addieren, so erhalten wir
1

[ S8 P*; w2 de < TN+ 0,(log® )

8
und das Corellar zu Lemma 3 zeigh

f S22 P )
1)

H

—1|dr = O {log™ "Xy,

Mit g(¥) = 3 ist unter Beachtung von (5) also
Lm ___% - i
N lOgg(N) * K

Hilissatz 1 mit h(N) = log ¥V liefert daraus

st

im ——— =
Nowm l0gN &

und so folgh in Verbindung mit -
é;ﬁ$mw~mw
schlieBlich D**(P™, f) == 1/k. Damit ist bewiesen:
SArz 4. Far die Dichie der Pseudoprimeahlen P* in Folgen der Form
Un+a)len gilt:

DL{F™ 1)

1
_k_’

= fiir f aus F,q vom Grad k> 2,

T ] [

DESP®, f) Jir f aus & vom Grad k.

#

3.— Acta Arithmetica XEXV.2
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Bemerkungen. {1) Dad fi f aus F,, sogar DUk pr, f gllt
158t gich nicht in dhnlicher Weise zeigen. Bel Wichtung mit yJ(y) =1
wird namlich der O-Term Ry, (M) in Lemma 3 um den Faltor logN grofer
als der Hauptterm II{N)%

(2) Mit Abelscher partieller Summqtlon folgt ans de]:n zweiben Hrgeh -

nis des Satzes auch IE(PY, 1) = —

Nachdem Satz 4 gezeigh hat, welche Resultate fix die Verteilung
der Primzahlen in den Folgen [f(n+ o), 20 erwarten sind, soll nun
untersucht werden, was davon in. Zhnlicher Weise sich zeigen 148%. Dazu
werden dde in der Rinleitung angefithrten Primzahlsitze (PZAS 1) und
(PZS 2) herangezogen. Lemma 3 ist weder fir Funktionen aus & ol BOCH
fiir solehe aus &, anwendbar; ganz unabhinglg von der Wahl mogli-
cher Wichtungsfunktionen ¢ iiberfrifft der O-Term. Ky (N) den Haupt-
term [7{¥)2 jeweils hei weitem.

- Fir f ans Fap nnd Wichtung p(y) = 1 érgibt sich bei Benutzung
von (PZ81) in Lemma 1

Iy = Mlog 'f(n) = O,log¥),

=1

Ry(N) = OJI{N)) und  Ep(l) = 0(1).

Jedes vorgegebene Intervall [a, B[ in I' zerlegen wiv in [I/ﬂ N)] Inter-
valle gleicher Lénge, wenden auf diese Lemma 1 an, addieren und erhalten
50

Y g (P )

‘ :I _ log~ "2 ).
753 dz = b—a-+ 0y(log )

(6)

Fiir Funktionen faus #3q lefert Lemma 1 nichts, wenn nur (PZS 1}
zngelassen wird, da daun R,,(¥) den Hauptterm [I(NV) Gibertriftt. Anwen-
dung von (PZS 2) ergibt aber bei Wichtung w(y) = 1

O(F) = }/log™'f(m) = Of(ﬁgf)’

n=1
Bu(F) = Oyloglog N) und  Ry,(N) = O,(N"*logN) fiir k> 2,

g es wird

Fi] + ’
Pz
(1) f M dr =} _w+0f(N]“’"'210g2N) .

TI(N)
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Sarz 5. (i) Fir Funkiionen f aus F,_, vom Grad & ist

Bminf DPYP, f; ¥) < ;;
N—on LY
(112' Sei f aus F,, vow Grad J: > 2, Ist der Primzahlsatz wp(y) = liy -
+O(Vylogy) richtig, so folgt
Hminf DRHP, f; ) < —.
No—og 2 k
Beweis. Fiir die Funktionen aus #5, vom Grad % > 2 und die aus %5,
gilt gemédf (6) und (7)

b
SR?t(iv) A _ . : '
T dr =b—a+-OfR(F) mit HmR(N)=0.

K=

(8)

THieraus folgt £ir alle offenen Mengen 4 in [0, 17
S ()

9
(®) mint [

dp 2 p(4),

denn A4 ist abzahlbare Vereinignng pasrweise disjunkter offener Inter-
valle 4;, 4 e N, deshalb folgt aus (8) mit einer positiven Kongtante Cf
fir jedes m

- S () S ()
e L Ade - = ul if— £ B
> [ Ty el ad-oma,

R 4
i<

und daraus ergibt sich fiir m = [R{¥) ] und ¥ —» oo Formel (9). Fir
abgeschlossenes B in [0, 1] folgt aus (9)

. _?_\rt(ﬂ) :
(10) h{i?fip f ) ar < u{(B).

Fiir & > 0 und natiirliche Zahlen A sind die Mengen

SR ()

A, 5 150 el F7(85)

—— < 1+tefirein N= W }
als abzidblbare Veremigungen von Inbervallen p-offen; die Komplemente .
B, y = I*— A, 5 sind also g-abgeschlosseri, und auf sie 148t sich (10)
anwenden: ' . .
nat_( )

1 B, élimsu de < e ) -
{1+2) V,M) NMWPB () #(Be ar)

5,
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Also ist (B, z) = 0. Dann ist aber u(4, ) =1 fir jedes positive e
at

und alle M, und daraus folgt liminf < 1. Das zugammen mit

Sy
N JI(N) F

e 3 log™f(w)

1
M e = lim SN T fiir f aus #
e e Sl N Pt ol
l<nN
und
log™f(n)
¥ >) 1
lim L] — (1 A lim EEE o fir [ s F,
o ——gp(n)
ity lin

ergibt die beiden Behaupbungen des Satzes.

Als drittes Beispiel nntersuchen wir Mengen # mit positiver natiir-
licher Dichte in N und verhiltnisméfig schwach wachsender Fehlerfunk—
tion =, (¥):

BA77 6. Sei # eine Teilmenge dev nalirlichen thlen mit der Amnzahl-
funktion

ag(y) = yy+0(og’y), »>0,0< 5<1-

(1) Fiir f aus -g’pm vom Grad k> 2 ist Dyp(#, f = 1.
() Piir f aus F oo dst D22, fl=1.

Beweis. m(y) = py und m,(y) = log’y erfiillen die zu Anfang von
Teil 2 gestellten Bedingungen. Ferner darf angenommen werden, daB f

der Forderung (F1) genigt.
N

(i) Bei Wichtung w(y) =y wird II(¥) — Z%:ylagl\?—l-O(l),
a=1 T )

und fiir die O-Terme der Lemmata 1 und 3 erhalten wir B,(0,1; )
= 0;(1) und Ry(0,1; N) = Oy(log"*°N). Mit dem Corollar zu Lemma 3
folgt daraus -

{(11) fl

Fiir natinliches t> 2/(1— 8) und g(¥) = 3% ist 3 log 0~ () < oo,
N=1

SN ()
1)

-1 J dn = O,(log~ =2 x),

Sha:c .
und deshalb folgt aus (11) zundehst im —2% . — 1 und dann it
Nosoo TT{g(N))
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har

Hilfssatz 1 auch lim —2.. = 1. Tm Hinblick auf
Neweo LI(A) 2

3 2
1N

ist das die Behaupbtung.

(i) Wichtung mit p(y) = 1 fithrt auf I(N) = p¥. Die 0-Terme in
Lemma 1 sind By (N) = 0N} und R,(N) = O41). Wie schon in den

ersten Beispielen zerlegen wir It wieder in [VH ()] gleichiange Intervalle,
wenden auf diese Lemma I an, addieren und erhalten

I
[ 858t (@)dn = y N + 0,(VI).
0

Dasselbe Vorgehen fiihrt bei Lemma 3 wegen Ry (W) = O[(N'1%), Ryu(N)
= 0:(N?) und R,{N) = O;(N} auf

. :
[ S5 z)de < RN ONYY), & = max{s, 1}.
0
Insgesam? ergibt sich mit dem Corollar zu Lemma 3
1
]

Daraus folgt fiir hinreichend groBes ganzes ¢ und g(&) = N*

85 ()
i

i
ledw = O (F-0-00y,

S
N YG(N) #
.

und Hilfssatz 1, zusammen mit 3 yp(n) ~ y N, lefert Aussage (if).
n=1

Bemerkungen. {1) Fir jede natiirliche Zahl d erfillt 2 = 4N die
Voraussetzungen von Satz 6. So ergeben sich Aussagen iber die Teil-
barkeit der Folgenelemente [ f{n + )] durch 4.

(2) Das Ergebnis von Satz 6(i) IaBt siech mit den im Beweis ange-
wandten Schliissen nicht verbessern zu einer Konvergenzaussage fir
die patiirliche Dichte. Das gelingt selbst dann nicht, wenn £ der sehir-
feren Bedingung ms(y) = yy-+ O(1) geniigh. Tn jedem Fall ndmlich erreicht
fiir w(y) =1 der O-Term By, (N) in Lemma 3 dieselbe Grifenordnung
wie der Hauptterm. Immerhin aber besagt (11) fir # = N :

b logN¥ —
(12) | e (anr; a) — Oi; in = 0,(ViogX).

0
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Tnd dabei kann die Konstante zu. O, so gewéthlt werden, dafl (12) mit f

zugleich auch fir alle Funktionen f, (¥} = fln-+¥), »e N, richtig ist.

‘Wenden wir {12) an auf f, anstelle von f Ulld auf N —xn statt N, dividieren

die 5o erhaltene Gleichung durch log(n+2) und swunmieren ither » von 0
“bis ¥ 1, so folgt fir f

~ Vlog (N —n)
log{n -2} )

K 1 -1
yin) = (g; mlng(ﬂ—_m—{-.‘%)) )

Zusammen mit den Gleichungen
I‘T

L
—_— =1 log™' N
nzg g (T 5 _m) — L TOUogT ),

ES log(N—n) o
_Sj et =N+ OWlog™ ),

N-1

y Vieg(N—m) N
£ log(n+2) Vieg N
ergibt sich dann fir f

(13) f

Q

+0{Nlog™** N)

S (AN ) —

N N
d Vleg N
In dieser Bituation ist aber Hilfssatz 1 nicht anwendbar; es folgh lediglich

Hminf DRNAN, f; ¥ < 1 < limsup DRYAN, f; N).
N # A N-roo

(3} Gleichwohl wird sich in Teil 5 herausstellen, daB DZS(AN, f) = 1
fiiv Funktionen aus #,, vom Grad k= 2 richtig ist. Das Entscheidende
im Hinblick auf die Anwendbarkeit der Teilbarkeitsaussagen in den Folgen
[f(n+4#)]pex bel dem Selbergschen Sieb in Teil 6 ist aber, daf sich der
O-Term von Formel (13) wesentlich verkleinern I4Bt, wie ein Vergleich
mit Batz 9 zeigh. Entscheidend ist das deshalb, weil das Selberg-Sieb
weder mit dem O-Term aus (13) noch mit der Wichtung w(y) =y aus
Satz 6(1) das im Beweis von Satz 11 benitigte Ergebnis (1) in Hilfgsatz 4
liefert. DaB der 0-Term in Satz 9 sehr viel besser ist als der in Formel (13),
hat folgenden Grund: Zum Beweis der Ungleichung in Lemma 3 worden
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fiir festes n alle Integrale

f s {eys (eyde (1< m <L n)

mnabhingig voneinander nach oben abgeschitzt. Dazu war die jeweils
ungiinstigste Konstellation von s, in Besug auf s, zu beriicksiehtigen.
Durchlautt aber #m die Zahlen 1 bis n, s0 freten ungiinstizge Konstellationen
gar nicht so haunfig auf und werden iberdies zumindest teilweise kompen-
siert dureh besonders giinstige. In Teil 4 wird ein — dort als solcher noch
nicht interpretierter — Mittelwert iiber die Lage der §,, beziiglich s, errech-
net, und m Teill 5 wird dieser dann benmutzt, nm (13) zu der Aussage
von Satz 9 zZu verbessern.

4. Maximalabstinde in endlichen avithmetischea Folgen modolo 1.
Die Theorie der diophantischen Approximationen behandelt fiir irratio-
nale Zahlen  Rigenschaften der Folgen (n#),.x, 3 vergl. ebwa Roksmsa [16],
Kap. IX. Bekanntlich gind diese Folgen gleichverteilt modulo 1. Einge-
hendere Untersnchungen benutzen den Begriff der Diskrepanz

{ 4
Oyla) = s | T A, BT iheeney) (B
ool L |
Khintehine [15] hat gezeigt, daf fir jedes positive ¢ und fast jedes reeile =
Dy (@) = o{ N 'og' *N) gilh. Fiir ¢ = 0 wird diese Aussage falsch. Fiix
Trrationalzahlen @ mit beschrinkten Teilnennern der regelméfigen Ketten-
bruchentwicklung hat Ostrowski in [24] sogar Dy(2) = 0 (N"'logN)
bewiesen.

Tns interesgiert hier fiir beliebiges # = 0 und y =1 eine der Dis-
krepanz dhnliche Funktion, nidmlich der maximale unter den Abstinden
je zweier benachbarter Punkte der endlichen Folge (n#)cp<p modulo 1,
also

by(ﬁ}): sup {ﬁ_ai A([a: [2[9 {‘”’m}usn<[y]) = 0} .
a< gl
Offensichtlich ist immer b, (@) < Dyy(@). Zundehst wird eine Rekursions-
formel zur Berechnung von b, bewiesen; Satz 7 beschreibt dann den Funk-
tmnweﬂémﬁ von p,. Daraus wird eine in Teil 5 bendtigte Abschatzung

von f b, (2} dw hergeleitiet.

Fur positives y bezeichne %, die Farey-Reihe der Ordnung y, also
dic der Gréfe nach geordneten Briiche mit nichtnegativen, je teilerfremden,
durch ¥ begehrinkten Zahlern wnd Nennern im Intervall [0, 1T. Sind afb

.mnd ¢/d@ benachbart in der Farey-Reihe &, und gilt a/b < ¢/d, so schrei-

ben wir kurz a/b < eld. Zm afb < ¢/d heit (a-+c)/(b-+d) der Mediant der
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benachbarten Briiche. Bei Betrachtung module 1 zerfallt der Kreis [0, 1
mit Umfang 1 in Bigen, derven Anfangs- und Endpunkie je benachbarte
Medianten sind, und jeder dieser Farey-Bogen enthils genau einen Bruch
afb der Favey-Reihe. Dieser Bruch afb zerlegt seinen Farey-Bogen F,,
in zwei Teile #, und FZ,. Die so hergestellte Zerlegung des Kreises
heibt Farey-Zerlegung der Ordnmmng y.

Hoessatz 2. (1) (Farvey—Cauchy) Adus afb ? cld folgt be—ad = 1.
(i) In der Farey-Zerlegung der Ordnung y = 2 gilt fiir die Linge jedes
der beiden Teile Fyp, (i =1, 2) des Favey-Bogens F,p,
1 . 1 .
emi—n - Sy
Beweis. Hardy—-Wright [12], Theoreme 28 und 35.
RrpvETIoNs-LEMMA. Fir ¢ € 10, 1] and ¥ >= 1 ist

[max{m, L-ly—1la} fir <1+
by (@) = 4
lm-hx([y]—[l[::])-l-l('{l/m}) fiir [yl>1+4 P

Beweis. ¥ir Intervalle I endlicher Linge in B und endliche Mengen
M < I bezeichne max(f; M) das Maximum der Abstinde je zweier der
GroBe nach benachbarter Zahlen der Menge W Rand (D).

i
Im Fall [y]< 1—:-; ist b,(#) das Maximum der Differenzen auf-

einanderfolgender Zahlen der Folge 0,z,2x,...,[y—1]#2,1; und das
. istmax{s, 1—{y—1]z}. :

1
Bei nun [y]> 1+ . Wir kbmmen ze10,1[ annehmen, denn fiir

o =1 ist die Formel offensichtlich richtig. Zu jedem j aus N, exigtiert
genau ein #; ans N, mit :

{1} (h—Le<ji<ns.

Wegen o < 1 ist r; > 2; anBerdem gilt stets {ry»} = rz—J.
Die Zahlen der Folge ({78} Yo cnepy verteilen sich auf die Intervalle
I = [me, (m+1el, 0<m<r,—2, und I_; = [1—m, 1[ wie folgh:
In I, liegen genau die Zahlen ({(m-+7)8}ls. = rcpem, wnd dabei ist
E(m) =[gle—{(m+1)m. ' ’
Denn fiir m 2 0 folgt aus (1) j < << 4o, also me < (m+r)o—j
< (m+1L)w. Ist umgekehrt {nz}el,, alo mz< {nz} < (m+1)m, so
folgen bei Addition von [nz]—me die Ungleichungen [nz]< (n—m)z
<[]+, 8180 (- m—1)2 < [n2] < (n—m)o, 1nd (1) zeigh Ping) = Ne—1M.
Firm = —1folghaus (1) j—o < {r—Lo <j,also 1 —z < {{r;—Lx} < 1.

icm
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Ist umgekehrt {ns}el ;, also 1 -2 {ne} < 1, so folgt [np]+1—z
< ne < [re]+1 ond - daraus nz < 2l 4+1< (n+1)m und (1) =zeigh
Trage1 = N+1. SchlieBlich ist das jeweils grofite § bestimmt dureh die
Bedingung m 1 < [y —11<m+r,,—1, uud darans ergibt sich bei
Multiplikation mit # und witer Beachtung von (1) § < [y— 1jg—mo<j+1.

Weil die Intervalle I,, fir —1 < m < 7y — 2 das Inbervall [0, 1] fiber-
decken und weil die Randpunkte der I,, mit m = —1 Zahlen der TFolge
({n0})gen<y; Bind, nicht aber notwendig die linke Intervallgrenze 1—a
von I_,, tritt mindestens eine der folgenden drei Moglichkeiten ein:

@) by(@) = max {max(Tn; ({(m+1) @l csasim)y

(i) by(0) = max (L5 {{{r;~1)0}csarn)s
(i) by (@} = {n,o} —{n, 2} fir zwei der GréBe nach benachbarte

Elemente {n,#}, {n,} der Folge ({0 ocnagy it
o} < 1—2< {ngxt.

Trifft (iii) zu, so folgb mit (m—2)s < 1 —o < {r,— 1) sofort (r,—2)ar

< (@} < {mo#} < (m—1)@, wnd dann ist auch (i) richtig. Ebenso ist (i)

richtig, wenn (ii) gilt. Denn aus (1) folgt j—1 < {7, —1)& < j; die Abstinde

der Zabhlen aus I_, zur rechten Intervallgrenze 1 von I_, sind demnach
1~} =j—(r—L)z = o—(rx—§) =a—{ra},

wnd das sind wegen k{0)<<h(—1) fir 1< E(0) die Ahstinde der
Zabhlen ({ri&})cjene a8 L, von 4. (i) ist demnach richtig. Weil nun
max (Im; ({(m+¢3)w})u€f€k(m)) invariant bleibt gegeniiber gleichzeitiger
Translation des Intervalls I, und der relevanten Punkte, und weil &
als Funktion von m monoton fillt, folgt aus (i) mit k¥ = k(r,—2)
() : b, (2) = m&x{{o, @[; ({Ts‘m})asjsk*)
' == max([@, 2[; (‘J"jm_j)osis_k*)
= pmax ([0, 1[; (7 —F /#)gcicpn)«
Da b, () sefnen Wert nicht dndert bei Spiegelung des Infervally und der
Punkte rechts in (2) am Punkt 1/2, folgh weiter _
by(m_} = &max (}05 1 {1~ +jl’m)nqj<k*) = a’;max(]ﬂ, 13; ({ji'm})ogj.sk*}
= bge ({L/2}).
Gemdl (1) ist nn—1<lje<g<r,. Fir 1ljz<r, folgt darans [1/z]
=71 und wir haben 5*+1 = [ylo—(rn—1)a+1 = z({[yg]—[L1/=]+ 1.
Fiir 1fz = r, ist einerseits b,(#) = @ und andererseits

Vo2 L/} =1,

well 1 /o ganzzahlig ist. Damit ist die Rekursionsformel bewiesen.
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d. = i —_— = —_——
S ATZ B Py 1 I U (l e ’j‘}'b’?,t si

o, (x) = (b-d.’)m~(u—c)..

Bemerkungen. {1} Der Graph von b, im E* ist demnach die gerad-
linige Verbindung der Punkte

0 1 fa 1 11
"i's’.'i':"'? Er'b_ LIRS Is’f’

0< <a< <1
< TERE]

die Farey-Reilhe §, bezeichnet.
(2) Fiir jedes » aus [0, 1], das nicht zu §, gehort; ist |b,(2)] < [¥1—1.
Beweis. Es sei by [0,1]— R definjert durch

wenn

i) = (b—d)e—(a—c) Fir wse [%, %] mit %3%.
Hilfssatz 2(i) zeigt, dal diese Definition konsistent ist. Wir beweisen
b, = h; fiir ¥ e N induktiv, Im Fall y =1 ist b, (#) =1 = bf,(a;); es geil
also ¥y = 2. :

(i) @e[0,1/y]: Fir z =0 izt 2,(0) =1 =0;(0). Sonst ergibt
gich p,(x) = (1—y)#+1, und denselben Wert liefert das Redulfions-
Lemma fiir by (o). :

(ii) Pitr @ e ]1fy, 1/(y —1)]folgt mit 1/y f 1/(y —1) sofort o, (2) = =,
und wegen & <1/ (y—1), alse ¥ < 1 +1/x, lefert das Reduktions-Lemma
zusammen it 1y <®  also 1—(y—L)z<w, ebenfalls ,(x)
=max{s, 1 —(y—1)z} = . o _

(iii) ¥sb # e [L--1j{(g—1), 1], so folgh die Richbigkeit der Behanptung
aus (i) und {ii) unter Benuizung der Symmefrieformeln

by(®) = 0,(1—x), 2w =di(1—r).

Die erste Formel besagt, daB b, invariant bleibs, wenn die Punktefolge

({02} )pcneryy 2m Punkt 1/2 gespiegell wird und dabel modulo 1 in die

Folge {{%(l—m)}]og_nqﬁl iibergeht. Zur zweiten der beiden Gleichungen
@& C

. a ¢
ist zu bemerken: Aus ?f = und z e [? E] folgen

b

und 1—@‘ e[d—c -b_-“:l

a’l b
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also ist
by(1—a) = ([d—=0)(1—a)—{{d—e}—(b—a)} = (b—d)z—(a—c) = dE(w).

(iv) 2 ¢ JL/(y —1), L =1/ly—1)[: a/b und e/d bezeichue die benaeh-
barten Briiche der Farey-Reihe §, mit a/b < 2 < ¢/d. Ohne Kinschrinkung
darf

(11 [
3 s _.°
) g

angenommen werden, denn fir # = ¢/d ist

8 1 .
) - ()
Wegen x> 1/(y—1} sind ¢ und ¢ positiv. Fir » = [1/2] folgt aus (3}
4  d—mne {1} b—mna. b
< <

{4)

¢ ¢

&x

@ 2]

a 1 ¢ . 1
—<<—<— mit nL—<y-—1L,
7 @

mit d'Je > 0 und b ja <L 1. Wire ndmlich d'/e << 0, so ergibe (4)
a
¢ ")

b
<m<<-—, also
a b

im Widerspruch zu ¢/b < ¢/d. Und aus b'ja>1 Wﬁrde mit (4) dje<n+1
< bja folgen, also
'a, 1

€
— <—  mif -1l <y,
7 <a@+1 a n y

Ferner kdnnen wir
(B) h>d

annehmen. b = ¢ fihrt wegen be—ad = L némlich anf & = 4 =1 und
somit anf den Fall ¥ =1, Isb aber b < d, reicht es wegen der unter (iii)
bewiesenen Symmetrieformeln, die Behauptung fir £ =1 statt Hir
7y beweigen, und dann ist '

. _ d—c. b
d-c _po®=% ¢ “

wund 3* = d> b = d". SchlieBlich gilt

i b . , 1
{6} — —  mit Yy =sz|y~{=|}+1.

[T &
Denn zunichst ist nach (3) o < #b < #y <y und ¢ < a, also auch o< 'y
da aus ¢ > ¢ mit ad+1 = be sofort ad > ab und damit 4 2= b folgen wiirde,
im Widerspruch zu (5). Hs bleibt zu zeigen, dafB fiir jeden Bruch w#fv mit
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d'fe < wjv < b'ja die Ungleichung v > [y'] folgt. Das geschieht, indem
sukzessiv

e e—1 ,
’02@-}-02‘-&-?/-% —a Y

hewiegen wird, Aus d'je < wjo < b ja folgen d'v+1 < cu 1nd wa < vb'—1,
also ad'v + o < acu << evh’ — ¢, und das zeigh

g-+e < v(od' —ad’) = v{c(b—na)—a(d-~nc)} = v(be—ad) = v.

‘Wegen
a<a—'r-o < ¢
b b4-d d

4 ¢
rva

muf b--dzy--1 sein, und damit {¢-+e)d+1 =ad+1+ed = betod

=e(y+1), also

¢—1

T

¢
a+c>—d—y+

Die Ungleichung [dfel-}1 > dje fibrt bei Multiplikation mit ¢ auf
e{[djc]+-1) = d-+1, also auf

et

Anferdem ish

o b

denn aus [dle] =y W’[]l‘de o < efd < 1jy folgen. Addition von (7) und (8)

ergibt nun
21
(—Z'(l+:¢l)>1*—+~'ﬂ(y ["'é”]):
also
¢ o—1 d . 1 B
i Ey-.—T>m Y — -c—] +lza|ly— _CE])+1 =y,

und damit ist (6) bewiesen.

1
Nun kann wegen ¢ < ay+1 < ( _1)y+1 < ¢ die Induktions-

voraussetzung anf [y7] und die Stelle {1/¢} angewandt werden. Dag lie-
fert unfer Beachtung von (4) und (6)

by ((1/o)) = 05 ({1/8}) = (e—a) {1 [w} — (& —b").

icm
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Mit der Gleichung
2y(@) = 20, ({Lfz})

des Reduktions-Lemmas ergibt sieh also

b ((c—-w) (% —n) —-(d'—b')) = (b—d)z—(a—0) = dy(@).

1
Beweis. Wir zeigen, daf ij

die genanme GroBenordnung wvon

jb ydw ist. Ficy = ¥ = 2, b>lunds<b< hegt a/b im Farey-
ybx

Bogen
rt+a at+u
F o=
_ ofo [s+b’ b-}-fu]’
und fir desgen beide Teile

r4a it o atul
2o =505 w1 = |3.500]
gilt nach Hilfssatz 2(ii)
{9) W<M(’qu)<ﬁ (i =1,2).

In dem Randpunkt a/b von Fip nimmb dy(x) den Wert 1/b an; ferner
ist nach Bemerkung 2 zu Satz 7 die Steigung von by (%) im Innern von Fip
stets kleiner als &. Das ergibt fir alle # e Fyp :

1 a 1 o
Daraty folgt mit (9)
e, 1
P al 3
[oxtariws [ (Ejt o2l M
Fap a_ 1
5B
Pt |
a 3
by () do = f (~b—— - N)dm; T
P e__1,
b b
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Summation iiber alle Briiche a/b der Farey-Reihe Fy mit b > 1 ergibt

1 N
3 p(b 3 pd) 2
0 < — .
o M_Z‘ = \Ofb\’”)‘i‘“wg o
Ang der Formel
yga =~—N’—|~O(1\Tlogl\7’)
b-vl .

kommt bei Abelscher partieller Summation

o (b)
b2

N

6

~ = log¥)+043),
™

b=1

und mit (10} und einer positiven Konstante ¢ fithrt das anf

9 log¥

2= N

5. Teilbarkeit durch d

Sarz 9. Fir Funkitionen f aus F ., vom Grad k = 2, natiirliche Zallen &
und P = dN ist mit einer von d unabhingigen Konstante in O,

1
o

‘Wie in Teil 3 folgt daraus dag
GOROLLAR Fiir Funktionen F wis in Satz 9 und alle netirlichen Zahlen &
ist D220 (AN, f) =L
Bemerkung. Im Zusammenhang mit diesem Frgebnis stehen Arbei-
ten von Rieger [26] und Wolke [50], in denen fiir 1 < k< 2 die Anzahl
der [#*] ermittelt wird, die kongruent m modulo @ sind. Deshouillers hat
~in [5] den Fall nichtganzer Exponenten % > 1 behandelt.

Beweis von Satz 9. f und @ seien vorgegeben. Dabel kann ange-
nommen werden, dafl f Forderung (F1) erfillt. Fir dieses f wird zuniehst
gezeigh:

HrrsgATz 3. (i) P alle nativlichen Zaklen n definiert

S+ o) —f(n)
fn+1)=f(n)
eime streng monoton wachsends Funktion von [0, 1] auf [0, 1] mit

1 1
@ 7t +0f(75)_'

w
S?t(ﬂ?) - E‘

e = Vd 0,(N*"log N).

gn(w) =
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(i) Mt Dy, = g™ogy' und H,,,(z) =hpl (@ —2 ¢lt fir m<n

stets

1
Hmm.(m) = Of(—,‘\;) wid Hm n(’y) = Of(-m,)

Beweis. (1) folgh aus

L _feh—fl) o f)_ fD—fm) _feEl)

a@ T fnte) e S Fate S fm

(i) Auvs H, ,(gn(#)) = gu(®)— g, (2) Tolgt durch Differenzieren

B, o (gm(@)) = ale) | Jea) fm ) —Fm)
e I (@ C flmtw) flr+1)—F(n)

P

Da f’ menoton steigt, ist
fn)  fim) o Flnta) fim+1)—F(m) o fintd) fiim1)
filn+1) flm+1) ~ fm+ta) fn+D)—fln) = fm)  fn)

und mi

Fly+1)
Fi

v ol 2 -of2)

In Anbetracht der Bijektivitdt von g, ist das die zweite Behauptung
in (ii). Aug dieser folgt mit H,, (0} = 0 sofort die erste.

1
= 1—{—01:(;) md m<n
folgt

Nun wird
1 N N
) [ S AN 0pdo = 3 3 (2~ by T,
0 m=1 n=1m

I = f %dhv([f(m“i‘ﬂ’)]) Zer([f(ﬂ'_l_m)]) @

abgeschitzt. Fir @ e [0, 1] ist |
{1 ke melfYdr)—n,fHdr+1)—nl,reN,
tan([f -] = 0 sonsb.

[¢, 1] wird nur von den Intervallen

ff“l(dr)wez,_f_l(dw+1)»-«4?,[ mif nd .<r\<‘
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geschnitten, Werden von diesen jene Intervalle unterschlagen, die 0 oder 1
enthalten, definieren wir also auf [0, 1] mit

. fin) f(ﬂ+1)“-1]
an—Nn] P ’ d
0y — 1 fir welf Hdry—a,fHdr-+L)—a], re M,
An 0  sonst,
so folgt filr m <o '
(2 : e —f,;“) Y28 m)dw+0f( )

dern nach (1) in Teil 1 ist die Linge der eventuell unterschiagenen

1
Intervalle besehrinkt durch Of(H). Ferner ist
T

@) 1) =

fin +1;—f(%) o).

Fir £ = 7o g und > m folgt mit Hilfssatz 3(1) aus (2).

1
{4) f Lo (0 () 222 gn(m))dww’_f)f(g)

2 | dy ( 1 )

=) Oy —2— + 0, —

y Km (gmgn (y))xn (?J) g;g,jl(y) -+ ; p
1 2 1

- f m (o, ()} 25 () diw - O (TE) '

Dabei ist mit den Abkirzungen ¢, = f(n+1)—f(z) und r, = dr—f(n)

. P, T.+1
(5) x“)($) [ fir me[a, ”’ﬂ I:, ‘]‘EM.,,_,
0  sonsi;
’ 1
1L ﬁ]l‘ & E[—Tﬂ' +Em’n(7m) m+1 '+‘ m,ﬂ.( m+ )[J
.7{1(::‘;) (]Z’m,n (w)) — Cm Cun O Om |
0  sonst. reM,,

25 ohy, , Wird modifiziert zn

1 fir

m

Jﬁn,n(m) = [

0  sonst.

icm
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[ + m( ’“) L +Hm,n(—’”)[,reﬂfm
Cpn ¢
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Ans Hilfssatz 3(ii) folgh

P | r 1
o (=52 T (2] - 0 [);

also ist i (B, . (@) = y,..(2) Tichtie auBerhalb einer Menge vom MaB
o,(

po leﬁ), und mit (4) wnd (3) erhalten wir

®) B E f @) 2 0)0+0, (-1

@

= f Xm,az(m)xg)(m)dm‘+ Oj,(_l._)J

wenn ., wnd y auBerhalh [0,1] fortgesetzt werden dureh Lo ()
— D
1n (@) = 0.
An der Beschreibung von #2 in {5) 138t sich ablesen, daB

q-1

=0

‘den Wert 1 annimmt fir alle » zwischen 0(d/c,) und 1+0(dfe,) und

den Wert 0 sonst. Deshalb ist

d—-1 oo .
2 | et = [auninierof2).
t=p —oo n

Andererselts folgt ans der Definition von Ym,n Und ans (3)

1 1 1
_£ Znnl0) 0 = M| = 3 40 (‘a‘:,:)‘

Algo wird

d—1 3o

m 3]

f=0 -0

t 1 a4
oyt i == o).
2o ) tmal@)o Z+o[2)

n

Es gseien ¢ und b nichtnegative ganze Zahlen. Aus

t # o
o)

Cp Cp Cn

+0o

i

-0

2a
cﬂ

folgt
+o0

(8) f (x(,f) (50—?1') — 2 (m— Gi —%» Zamn(2) A = 0(%)

— E n n

4 — Acta Arvithmeties XXXV.2 : . i
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Terner ist
+oo
bd bd
R G

03

Denn nach Definition von g, ., ist Xom, 28 = 1 genan fir die Zahlen z
in einem der Intervalle
" ¥, o+l T,
Jr = [ ’ + mn(cm)? m 1 +Hﬂi,ﬂ(;ﬂl)|:? ¥ EM‘H’V

i m cm n

bd
Hingegen. I8t ., (m— E_) =1 genau fiw die 2 in

& o mm
, s Sy . Sat1 8
T o R R - P PR S
mit )
di{s —b)— ds — bd \-
o = A (2B [5T) o[22
(“é“ Cm '”30

Der O-Term rechts in (9) setzt sich also zusammmen aus hichstens | M.}

bd 1
Fehlern 0 (—2) und den 2 Intervalllingen— der J, mif r—b ¢ M,
w
und der J, mit s & A7,,. _ _
Aus (8) und (9) folgt fiir alle ganzen ¢ awischen 0 und d—1:

+o

m

o t
an [ (w— —) o (8)
—a Gn
+e0 :
., i ad a
= f 7%) (w_m ““_)xm,n(m)dm+0(_)
g % G Cn
a i ad bd @ b
L= f Jfg)(m"__—)Xm,n( ﬁ__)dm+0(”—+**”)
- ¢y e, Crn 6y m
+o0 '
] . ] a bd a bd
= f L) 2 (m+—— +— -———) dz -+ 0 (— +——).
e Cp Gy, _ Cm G, ki3
Mit der Funktion b, aus Teil 4 ish
; & ad bd
min |-+ o b e Nb <o)
4 . Cn o
L— sup ming | &4-4—b-— ;a,beNu,b-g]/m
Gn Czel6,1] m .
d c
L— 1.
’ cn bifm ( Gm)

s S S
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Werden also a; & Ny und b, < ]-_";;5 so gewdllt, daB fir

(1) leg] <

N b
gilt, 50 folgt mit (10) wegen % < b + 2 =
[ Cop a ]/m

+oo 00 .
[ | d
. ) — {2} 1 ; SR
@) [ o) materie J Ao oot 0 (=)
Aus
[ £ (0 +) ~ @] B = O (1 11,
ergibt sich mit (12}, (11) und (3)
+oa s
f 22 (m—«g-) Yo, () A0
+ca
¢, +d ¢
— (2) L Om ==
= | #@zmato dw+0(ﬁ . b(cm))

Addition dieser Gleichungen fiir 0 <<t <{ d—1 und anschlieBende I)lwsmn
durch 4 Liefert unter Beachfung von (6) und (V)

e o +0f(d =, (»f’i))

Das wird in {1) eingesefzh:

N

rof 3 S+ el

m=1 n=1m

13) [ sxoprdn —

Nun schitzen wir den O-Term von (13) ab:

:
S efs)

wm<cn<(a+1)cm

N N

m=1 n=m
N

-<‘ (

m=1 1<i<Cpriey,
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Zunr Behandlung der innersten Sumime in (14) werden die nach (F1) streng
monoton wachsende Funktion

1
h{y) = —{fly+1)—f@))

m

und die Eulersche Summenformel mit By(y) = ¥y — [#]—% benutzt:
. e
Z by (G—“) < Z by (B ()
. n o m Bl <nch = (i+1)
g en<(i+1)ty

=141 2Lty

< [ (Gzem@may+ [ By (b,_oh) (y)dy—

) r=1(5)
— By (1) By (B (8 4+ 1)) - 3b,— (6)

1 1
1 .
gL — e
<V FETe) ufb"”‘(mmMof 10, (@) da 1.
‘Weil auf Grund Von'(]i‘l} neben ém.ch &’ monobon steigt, ist
W G+0) > Kh (1) = B (m)
und daher '
I
el P2
Batz 8 und Bemerkung 2 zu Satz 7 ergeben also

2 ' bvmf(cm) Of( )0 (]/gz%) +0(Vm) = O,(Y'm logm).

ki3
e Sey<(i+1)ey,

Damit folgt aus (14)

Of( 22 Vm logm) O,(N**1log2 W),

m=11i=1

= 0/(m).

und das in Verbindung mit (13) zeigt

4

1 )
_N’.‘
(18) [ 8%t (@)dn = - +d0{(N*log* ).
L}
Aug Lemma 1 folgt
. 1 _ N ’
(s [ S5MaN; 2)dn == 10,(log W),
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und aus (15) und (16) kommt mit dem Corollar zu Lemms 3
|
|

6. Anwendung des Selberg-Siebes. Mit dem Selbergschen Siebver-
fahren haben Halberstem und Richert ([9], S. 162) bewiesen: Ist f aus

Z[y), irreduzibel und mit positivem Leitkoeffizienten, hezeichnet o(p)}
fir Primzahlen p die Anzahl der Losungen von f(n) = Omodp und ish

gtefs o(p) < p, s0 gilb

DE(P, £ M)(0 )szg(l—i‘?ii) ~(1+of(M)).

el m)——l’dfs = d* 0 (N~ MlogN}.

p—1 log &

PE.
Hier soll gezeigh werden:
Sarz 10. Fir Funltionen f aus Fo vom Grod k= 2 ist

limsup D2E(P, f; )§ w2,

Moo 3
Beweis. Wir gehen aus von Satz 9. Fiir ¢ > 0 sei

A(N,d) = {mel; |;S’““(d’N B —N|dj = N0
Dann ist

( (W, d))Nl«-a<f |Snat s ) — N fd|de < ]/_Nafélog_m-

also
plAN, @) = OV a N logN).

Mif-einem 7 > 0 gei
A = U AW, .
1IN
Demmnach wird
(1) pl{d () = ( pX VdN"‘”"logN) = QN+ log V),

1<d<Nﬂf

und fiir die natiirlichen Zahlen & < N” und alle » ang A'(N) = Il—-A(N)
haben wir den Sieb-Ansatz
AN D) = ) 1= 5 HRY, ),
s+ ‘
(2}, _ © R(N,d) = O(N"Y).
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B.ezeiehnet S(z, N, ) die Anzahl der Blemente wvon LF(n 4+ 2) ey
die dur"ch keine Primzahl p < ¥* teilbar sind, so ist fir alle z aus _E\L’(N )
nach einem Satz von Selberg (Halberstam-Roth [10], 8. 213)

B S Fa <X+ N |44, RV, keV(d,, &)
31,8260
mit

D = {deN;d< N, d quadratfrei},

A, = BAE NY 1
e ggw)’
ais

und Iuer bezeichnet u die Mébinssche Funktion,
Fiir a}le_ th, dy aus D ist kgV(d,, d,) < ¥%; also folgt aus Formel (2)

) B(N,kgV (i, d,)) = O(N7),

Nun werden A; und @ abgeschitzt:

_ 4z 1 d d d
®) gl = - A =
L 9498 g dQ & oge)  g(@Q g g{é/d)
ais djé jé
a 1 d 1\ 1yt
= —— e = — [
9D & g(d) 7@ g(l p) < Q(l p)
b
= O{log N

Die Anzahl der quadratfreien Zahlen <y ist —B;y-;- O(Vy). Daraus
™

folgt bei Abelscher partieller Summation mit einem ¢ > 0
(®) e
@z—logN—oe. .
™
Bel Einsetzung von (4), (5) u_ud (6)-in (3) ergibt sich fiir alle @ aug A'(N)

mE N .
+O (I oge )

(7) S(TJN, ) < ————
. T Brleg N ¢ N

Verfeilung der Primeahkien {n Folgen 167

Jede der Primzahlen in [f(n+a)lc,cx ISt entweder <{ N — und
davon gibt es hochstens N° — oder aber sie ist > N° und dann sicher
durch keine Primzahl < ¥° teilbar. Demmach folgt mit (7) fir alle »
ans A'(A)

‘N

S (Prp) L e N*+ N1 *log® N},
~ (B3 )\Brlogch’ +0( og*¥N)

Wihlen wir nun fiir groBe natirliche Zahlen M = M,

1 1 i 1 1
T = — = —— £ T e =
20 M 0 M’

80 fo'lgt fiir N = N(M,, ¢') mit pdsitiven Konstanten ¢; nnd e,

W=t N | N N
3 logN T log? ¥ T Mlog N

fiir alle @ aus A'(N), und (1) zeigt

+ O{N Mo )

(8) SHHP; @) <

© p{A(N)) = O ~4Mlog ).

Wird zunsichst statt der gesamten Folge (N )y nur die Teilfolge () st
betrachtet, so ish
S Ay = U A
_ N=M _
die globale Ausnahmemenge; das heilt fiir alle ¥ 2 max{M, N(M,, ')}
wnd alle @ ¢ A, gilt nach (8)

logN® 106 {1}
Sear(P; @)~ \<~*3“"‘T0(:jjv

und.(Q) Lefert u{dq) = 0, M*). Daraus 'folgt nach der Methode von
Hilfssatz 1

. logN 10 1

lim sup 834 (P; @) £ ( )
N—soa 3

fiir alle @ ¢ A5y, und die 7o O(1/3]) gehorige Konstante kann unabhingig von

M gewihlt werden. Mit 3 — oo ergibt gich daraus die Behauptung des

Satzes. -
An entgcheidender Stelle im Beweis von Satz 11 wird dag folgende

Resultat bendtigh: : - .
Hirresarz 4. (1) Fir olle Funktionen [ aus & pq w00 Grad &= 2 ist

. .
naby o . — l—
[ 838 P; m)2de = of(logw).

1]
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(i) Fir alle f aus F o, ist
1
[ 834 a2 dw = 0,(log> ).
L1}

Beweis. (i) Aus (8) folgt fir alle z aus 4'(N) bei festem M

S5 P; @) ﬁO( ¥ )

log ¥
und fiir & sus A(N) ist S§%(P; #) < V. Zusammen mit (9) ergibt dag
; e . Nz
— T 2—4faf — -
uf 5(P; o)2de of( T L VlogN) _of(logw).

(i) wird bewiesen dhnlich wie Lemma 3; nur werden die einzelnen .
Summanden rechts in der Gleichung

1

(10) [ 8¥YP;z)ds = f S P @) -2
1] ]

n—1

E fl S (@) 8, () dir

me=

L

k(!

fl
(]

...x

anders abgeschédtz, und zwar mit Selbergs Primzahlormel [28]

M M
1 4 My — o ol )
(11) ) mply )= mply) < 2 Toa i 0(10g2M)

8 (@) mimmt aut |2 (0, 1) Tntervallen I35, den Wert 1 an, und auf Grrund
der Formeln (1) und (2) von Teil 1. ist die Linge jedes dieser Intervalle

1
O(W%)_) Zu festern ID0, — [a, B[ und # > m sind die Intervalle in {a, B[,
auf denen s,(x) = 1 ist, genan die I X it P €, (a, b), und deren Tinge

1
Ist jeweils O(W) |#. (@, b)] JaBt sich mit (11) abschitzen durch

H

|2, (a, b)| :zﬂfﬂ»{—b)-—azp(f(%—l—a))-{-m 1)

(b—a)f(n )
"\ log ((b—a)f (n))

(e o7
Ao s o)
Ol Fi)

w~—m f'(m

I
S

I
S

HO

und
' [Zn(0, 1) = 2p (f(m-i-l)) ~ap{ f(1m)) + 0(2)

P (omy
“Of(logf'(m))“of( m )
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Zusammen ergibt sich

N I flin 1 _ 1
fsm(m (o) do = Of(lg’m(“ = Fom) f'(n))‘of(m)'

Damit folgh aus (10) und Formel (6) aus Teil 3

. N n-1
f Sﬂuﬁ(P ﬁ)ﬂdﬁ: = Of(IOgNT y 2 W) Of(lOgEN) .
0 #=1m

7. Die Dichte der Primzablen in Folgen der Form [f(n )]

Sarz 11. (i) Ist f aus &, vom Grad k, so gilt fiir die logarithmiseh-
harmonische Dichie der Primzahlen in der Folge [f{n+ o)1, e

lng __i
ar (L5 f) = P

(i) Unter -der Voraussestung, dap der Pmmmhlmtz mp(y) = Hy +

+ 0 V—logy) vichiig ist, gilt fir die harmonische Dichte der Primeahle n
v [f(n+2)]uen filr Funkiionen f aus f]m vom Grad & > 2

(P, ) 5
Beweis. (i) und (ii) werden simultan gezeigt; dabei kann chne Fin-
sehrinkung f e #5, U#,,, vorausgesetzt werden.

8P @)

BrEHATPTUNG 1. Fir T,(y; ©) = )

wnd'r = }min {k~2, 2} is¢

1 .
[ T,( M5 2)T,(N; 0)de < 14 05 (R(H, I))

M- fiir  f aus Fpg, N > MU,
R(M, N) = IogM
log ¥
Beweis. Sel zundchst f aus .9'7;01_. Mit 7, () = Uy, = (y) =log™ly
und m(y) = V§ logy lassen sich die R-Terme in Lemma 2 vereinfachen zn
Ry (N) = O(N'*1og?N), Ryu(N) = O/ N*¥log~1 W),
Raa(N) = O;(N¥*H1ogN),  Ry(N) = Oyloglog N).

2 log f(n) (10371\7 )

+log VM fir f aus Fag, N2 M.

Ferner ist
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wnd Lemma 2 ergibi

1

icm

[ 7.5 0)T,(; @)
0
1 M
b 0| N logt N HH 10 M) ;
<t monmE f( o8 (10 T gy
+H(N)(le%zogZMJ._loglogM))
log3Nlog® M _ . _ log33f
gl+0’(TM;€ + o
Mk
B 1—{-0;( G -+ M’)< l—l-Of(_M*-r)
Fiir f aus # o reicht zum Beweis der Bebauptung der Primzahl-
satz (PZS 1) mit dem Restglied ma(y) = —ee. Jotzt ist II(I)
exp¥logy

= 0;(log N).
Mit der Hilderschen Ungleichung ergibt sich aus Hilfssatz 4(1i)

1
[ 535(P; 0) 8R°(P5 @) dor = O;(log M log V).
0

Das bevweist den zweiten Teil von Behauptung 1 fir M < N < M und
liefert zugleich fiir N = A

1

L M N
S22 () dw = O,(log2 M)+ >’ M [ sul@)s,(@)de.

=] 'n=M4+1 Q

1) [ 85
] ¢

Aus Formel (5)im Beweis von Lemmsa 2 folgt mit der Abkiirzung a,(y)
= expVlogy, wenn I' in I Intervalle gleicher Lange zerlegt wird:

1 . 1
f ()85 (@) do — logf(m}logf{n)

<ol fmif) Lf(m) L

7| Flmylog flm)msf(n)  f'(m)log f(n)amf(m)

Lf(m)f(n) £ (m) }
" P S (mymef(n)  Lf (m)log f(m)log f(n)

<0 { fim) L Lf(m) . 1
S mmfn) | nmf(m) | agfimymgf(n) | Llogf(m)logf(n) |’
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Mt
! g
e R
| () exp (V¥ k3°)
folgﬁ 'Weiter :
Mz
2 Z‘ fs 8, () d — I NI < Of(
=1 i’l-‘=M4'+1 [\] exp(‘/_ll_{z kM)
LM
+Ilog¥ -+ .;_lﬂ(M)mN)).
 esp(VEMP—kM)y L

Wird das in (1) eingesetzt, ergibt sich fiir ¥ > 3 und I = [VlogM ]

1
| ma
0
Es sel g = max{k/r+1,2}. Den nun auffretenden Parameter s
werden wir gegen Hnde des Beweises zu einer Funktion von N spezialisieren.
Deshalb sollen die folgenden Abschitzungen so vorgenommen werden,
daB die dabei in den O-Termen auftretenden Konstanten von s unabhingig

&ind.
BrmAUTPTUNG 2. Bt den 6’1 Summen

)T, (N; m)da: 1+of( 1; +1og-”2M).

) .
Ta(y, 050) = __5_] T (exp(s"); 9]

O=tn<=p—1

- gilt fiir alle s = sp und alle natirlichen Zahlen N

; 1
J.!TQ('Nr 83 ﬂ?) —lldm - Of(-}/—ﬁ')'

Besweis. Zunichst ish
i 1 N-1 1
{2) sz(N, 5;a)dy = W f T, lexp(s™); 2 dw
a - =0 0
N-z N—1 1

235 fajena

m=08 n=m-+i0

T, {exp(s™); 2] da.

Fiir f aus &y por 18t mach Wahl von s, it 7> e shets auch exp(s™)
= lexp(s ))’“1”“ 1, Hilfssatz 4(i) und Behauptung 1 zeigen also

{3} { fiTa(N,S;m)zdmé__l'—l—Of(%)_
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Mit Hilfssatz 4(1i), Behauptung 1 und wegen
N-2 N1

2 2 (1+0Jr (-- + s-m’f’)) <+ 0,(1\7)

m={1 n=m+l

folgt {3) aus (2) aber auch fir Funktionen aus F oxp - Ferner exgibt sich

1
{(4) fTr, (N, s; #)de _ﬁ'_N yf ;Iméill))(s“)

fiir Polynomfunktionen ans Formel (7} in Teil 3 und fiir Punktionen aus &7
mit Formel (6) aus Teil 3. SchlieBlich zeigen {3) und (4)

1

exp

1 1
[ 17, 53 0) — 11 do < ([ (Lo, 85 @} = 1] do )™ = 0N ),
0 o
Wir interpretieren nun T,(N, s;2) als S4L(FP; %) mit passender
Wichtung y und beginnen, i zn vereinfachen:

. N— 1
= N exp(sm)
) 830) = N 2 ﬂ'(exp(s

iy -t
N 2 S‘ I {exp (s™)

m=0 l<n<exp{s™)

_ % 2 oy (8, 1) 20 ([F(n+m)])

1cn<exp(sY —1)

mit
_ N-1 1
6 = _ .
(6) g (8, 1) ﬂ; ]I{exp(sm))
exn(s™)zn

pplss n) Wird_ uun ersetzt dureh eine 'Funktion, die den ersten Summanden
der Summe in (8) approximierf. Dazu definieren wir fiir s> g

(s, ) = min{m e N; exp(s™) = n},

exp () -
W—' fir  f aus 5“-;01,
(7 pls,m) = {
—- e fiv  f aus Figy,
I.
(8) Ta(N,S;éU) _ xP({f(%"_m)]).
N (s, n) -

“1znagexp(sl )
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BEBAUPTUNG 3. Fiir 8 2> s; und alle natiirlichen Zahlen N ist

1

1 logs
[TNs-m—ld:O(—m : )
B{ 2t 1 ¥ } [ de ' 'I/j\f— + s
Beweis. Aus (5) und (8) folgt

1

@ [ 1T, 6 )~ 1o, 55 0)1 0

0

<3 . ( )f'([f(+)3)iz
— —~puls, it 7 n+a) ] da
= N1<ngerp{eN—l) w(g, n) NSy ' gl | 3
und dabei ish
10 — (s, »
( ) } QP(S, fﬂr) q’l\ H )

1 1 ' 1

‘g" wls,m)  Hexp(sem) ‘ T 2 e

Sei zunichst wieder f aus Foy. Dann ist I(y) = Of{y/logy), und
der zweite Summand rechts in (10) 148t sich abschitzen durch

WS =03, ) )

m>(8,n} mers,n

m>5(8,n)

Ferner igt

klogy 1 1
. —_ = EQ oy —
vy i 9
—oflEy (S k¥
=05 ( 2, T i)

% 1
logfin) logn

log2y
=0 ( Y (Z

lon<y

Y
+ log‘*y))

Daraug folgt fir y = exp ()

12 L 1 m'o(——————. L )
( ) w(s.’ %) "—H(exp(sr(s,n))) ) exp(sr(s,n)) .
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Aug den Formeln (9) bis (12) ergibt sich nun

1 "
(12320, 53 0) T, (¥, 53 0) 80
]

I

0y I f e (LFn -] )

Ld exp (s’(g’

1

P([f<m+m)])dw)

[
S

1
N msexp(s”) 0

I
$

GX]:){S"')I xp(sn P o dw)

7

F2
[+2
5
o3

-of3)

Das susammen mit Behauptung 2 heweist Behauptung 3 fir Funktionen
aus F o

Fiir f aus Fk, ist II{y) = O4(logy), und der zweite Sunmaand rechts
in (10} laBt sieh abschatzen durch

i

1 ! 1 1
(a3) P R R )
m>t{s,n) m>x(s,1n)

AnbBerdem ish

E 1 0 (10 e ( al % 1 ))
U VU ] -~ e - 0
logy oy \E Y £ Togf(n) gy
k 1|
= 0, (log‘gfy( i —— +1))
7 m;;y log f(n) [
= Oy(log™"y).

Daraus folgt fir y = exp (s}

R TR

w(s, n) ﬂ(exp (St(s,n))) Pz b

icm

Vertoilung der Primeahlen in Folgen

Aug (9), (10); (13) und (14) ergibt sich dann

(15) flTs(N,s;m)—Tz(N,s;mNdm

Il
2
k] 1=

= Lsmsexpls —1)

sN

1snexpleN —1)

1

(g‘-T(s’”)—{-S‘T(s’n)_l)fZP(_[f(ﬂ_l_m)])dm))

0

y f ([ %+w)3)

2-(11.<ex‘p(sN Lo

logn

o
_ of( e Bf S5 (P ) m)

: 1

logs)
s 2

denn fiir f ans F iy, folgt mit Lemma 1

1
f SYE(P; @) dow = Oy{loglog 3.
0

g—Em) fxp([f(qz—%m)])M)

“

Bebauptung 2 zusammen mit (15) Hefert nun Behaupbung 3 auch fir

Frnlktionen aus & g

BREHAUPTUNG 4. Fijr s 3=

Ty (y, 83 ) =

8¢ und M = of ist mit

logs xp|[fin+2)])
loglogyl( - i/J(S %)
12
logs ) N 10gs)-
loglog M s

fm(M, 85 0)— 1] de = Of((

Beweis. Fir N > 1 und exp(s N)

< M < exp(s™FY) st

logs -1 [fin+2)])
LM, s50) < STanr®y ellftnton]] "
s g( ) ngexp(s“ +} 'i“( 7/)
_dogs Xy pplU(nto)]) (LA ”'HE)]}
Lu(M, 500> 1 } 2l S
IOg n<exp(s ?

TS(N-}.—I,s;m).'

(1+ )TS(N+2, s; @),
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Daraus folgt

1T, (L, 83 ) — 1] — [ To(N-+1, 53 @) —1]]
< T (M, 83 W)—T3(N+l, 8; 2

2
< (1+f) TAN+2,8;0)—Ty(N+1,8;m)

2
— 1T (N1, s 0) — 1+ —-

2
< [+ 3] iz +2, 550 -

Integration liefers mit Behauptung 3

; ‘ i
J|T4(M: #; m)—lldw = Of(ﬁ+}9"§”i)’
< logs
N+1 loglogM
Tm néchsten, Schritt wird die Wichtungsfunktion 'e,u(s n) von T,
peglithet:
BEHA‘UPT‘UNG 5. Pir s> 8, ung N = ¢ ist mit

wnd aus M < exp(s¥ ) folgh

841
Tyly, 539) = [ Luly, b )t

&

g+1
1 logt -
= dt
loglogy g;yf oG,y Celifnr o)),
1

logs )“2 logs
.of] (N, e30)—1ido = Of((loglogN + - )

Beweis. Auf Grund von Behauptung 4 ist

r\+l

f]T(N,s,m) 1)de = ffT(Ntm)dt 1|dfv

1 s+1

<ff 1T, 3 2) —1| dtde

1
ff[T4(N,t;m);1{dmdt
& 0 .
1/2
logt logt)
Of((logIOgN) Ty

logs ¥ logs
loglogN $ )

§41
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BEBAUPTUNG 6. Die Wichtungsfunktion von T, lift sich abschileen

nloglogs

durch
T 1
SR % 80
f ;)b ) at = k 0
Y T
5 vt logn f(slogn

Of(log 3) *

): feFia, =8,

N slog2s feo" 3
€ Fogpy M=

" log nloglogn )’ expy T

m< 8.

Beweis. Fix # <3 ist v(f,n) =0, und aus der Definition von v
in Formel (7) folgh (I, n) = O,(1). Sei also #=3. 7(t,n) ist monoton
fallende Funktion in ¢ von J1, oof in die natiirlichen Zahlen. Mit ¢, = oo

und i, = (logn)"™ fiir m aus Nist z(f, #) — m genau fiir die ¢ ans [

7Zmn vorgegebenem s = g, gilt
t

logs
(16)
loglogn

log(s+1)

a1 é & < ij < .,
loglogn

m? m—l[

<t < sF1L,
loglogn
< 2102

EH

logs
loglogn

S log(s+1)

Wegen Y 1/v =logy—+y+0{1/fy) folgt darans insbesondere fiir 6 = 0

vy

und 8 =1

&1 1 logs
1 : ) = .
4n ,,;H v+ 8 (s-+O)log(s+&N +0 (loglogn)
Mit
t minft,,s+1)
Y logi , 7 logt
J, = f B &, J = ‘:g at
+1 vl 7) maxiy .} witm)
wird.
o 1ogt
(18) j Zmo ).

=341

Fiir f ans Fpg und £ < v < j gt
tu

J, =5k ftlogt

futl

% 1 1Ak

v

__logs(1 'o(i.
- s o fi))

3 — Acta Arithmetica XXXV.2

Y

e i
exp (1)
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und mib (16) folgh

-, .
Tl < —E (b 1)log(s 41) = O (_ilg_g_-?“)_

{e-1+-1) 4 wloglogn
Daraus ergibt sich mit (18) und (17)
st+1 =1
log k 1 1 logs .
[ @ft:_gmgs(m(_)) o[
: plt, #) @ 8 u"'i"i'1 v 1 nloglogn

k 1y 1 slog%s
=3l 14 O Opl———
w’ ogs( N (s )) (s 4+ log(s+6O) * JF(ﬂloglog"n,

K ‘Of(l slog?s )

=T — .
7 sn nloglogn

Fiir f aus ﬁ:xp und ¢ < fu<jwird

'J_kjlogt

t'-’-rl

11-{-1

k 1
:—10“(8+@ ) — Togn (typ1—1)

k 1 1+0 1.
= 0O —
vlognsrgs + (s ’
mif (16) folgt fiir 4> 0

oo 2B slog®s
Job o < T = s
itds s ilogm slog(s +1) Of(logﬂloglogn )’

und im Fall ¢ = 0 isb nach (16) logn < s-+1 und desghalb

1 2
Lf f%fdt (__l_ouguf____ .
lognloglogn

Darauns folgt mit (18) und (17)

s+1 . i1 o
logt & i 8 D1 slog?s
@t = ol V= _5egs )
f i = e (1o ((]) 35 o )

S logmloglogn
' 1 slog?s
81081+0( ) '0(—-—~w-~_——
€ ( )(s+@)10g(s+@) s lognloglogn
k {1 ;. slogs -
= +Of 4 - .
logn slogn  *lognloglogn

Dag beweist Behauptung 6.

!

Verteilung der Primeahlen in Folgen : 169

BEHATPTUNG 7. Mit

o) — % ' fiir  f aus Foq,
max{log2, logy}  fiir feuws Fog
and
(N k % (P o)
s a) = loglog ¥ Sk
gilt fiir ¥ == N; = expexp(s;)
1
{logloglog N}®
f}.’l’ﬁ(N; #)—11dw =of(—L——_— .
: Vloglog ¥

Beweis. Wir wahlen s = s(¥) = Vloglog¥N. Aus N = N; folgt
dann s{¥) > s;. AuBerdem ist stets N > ¢*™). Behauptung 5 liefert also

(19) f|T ¥, s(N

logloglog N
11,;1 p = ) (M_)

Vioglog ¥
Ans Behauptung 6 kommb
(20)  |To(; 2) —Ts(F, s(7); )|

1 Yook Vo y ’
~ Toglog ¥ B (e - A a|aelfin-o |
N
i 1 §(N)log2s{N ) )
1oglogi‘\7 Or (logs(l\T S‘;(s(l\f) (7) v y(n)loglogn ([f(%+m)])
logloglog N 1 8% (P; =) . 2. ))
- f( ( v Teeg s (MISHE; 9)))

loglog & loglog &

mib ' :
#(y) = max{y(3)loglog3, p(y)loglogy}.

Gem#f Lemma 1 ist

31

1 : R .
[ 8%(P; @)dw = OylloglogN), [ 8% (P; @) do = 0,{logloglog V).
]

=]

Damit folgt aus (20)

(ogloglog N )3)

1
. . ¥ =0 ———
f L5 @) — TN, 50); 0] do ”( Vioglog ¥

md das zusammen mit (19) zeigh Behaunptung 7.
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Fiir g(¥) = [expexp(F*] ist

1 3 o3
@1) (logloglog g(N)) _ 0(10,, ;N 7
Vioglogg(N) N

und summiert {iher N ist die Summe der O-Terme rechts in (21) kon-
vergent. Aus Behauptung 7 ergibt sich demnach

1
Sion (5 2) =5

i ————
Moo lOglog g (V)
Mit h(N) == loglog ¥ zeigt Hilfssatz 1 nun
1

s

1
Iim —— 8% (P;
Neroo lOglog N Sy (&5 )
und daramns schlieflich folgen wegen

N
xp (1)
Z T loglog &V

=1
die beiden Aussagen von Satz 11.

COROLLAR. _Zlﬁt Foly) = ey*+-d, k> 1, stllen fir fast alle ¢ >0 die
Folgen [f(n)]av je unendlich viele Primzahlen dor.

Beweis. Fir ganzzahliges m und f,,(y) == ?@r™0s: L g jgt
Tm(nd-2) =f,(2")  mit

Nach_S_atz 11(i) gilt also die Behauptung des Corollars zundchst fin die
Koeffizienten ¢ ans dem TIntervall [2°7 2%7+9[, und die Vereinigung
dieser Intervalle fitr m aus Z ist B, —{0}. .

. Bemerkungen. (1) Satz 11 zeigt insbesondere, dab die Mengen

e =2 E(m4a) .

A'f={wEIl; Z\‘T 1< Do}? faus Fog U Foy

_ [f(n + 2P
Lebesgue-MaB 0 haben — fir f aus &, unter der unbewiesenen Vor- -
aussetzung, dfbﬁ der Primzahlsatz (PZS2) riehtig ist. Ohne Renutzung
von (PZS2) Ialt sich zeigen, daB fiir alle f ang #,; vom Grad % > 12/5
und alle f aus F.., 4, von erster Kategorie ist.

Dazu gei fiir festes f
Ay=loer; 3 1<}m}, B, =I'-4,.
: lfinta)jeP

In den Bez%i:ahungten_ von Teil 1 besagt # ¢ B,,, daB m--1 verschicdene
Intervalle 137, existieren, deren Durchschnitt @ enthilt. B, ist demmnach
abzéhlbare Vereinigung halboffener Intervalle J, in I*. Dann ist B = J J
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offen und Ay = I'—B;, abgesehlossen in I'. Mit Satz 1 und dem sich
anschlieBenden Corollar folgt, daf A} nirgends dicht ist. Alse isb {J A

mzz0

von erster Kategorie nnd wegen 4,, < A, dann auch 4; = |J 4.
mz0

(2) Die glatte Formulierung von Satz 11 verschleiers, wie wild sich
die asymptotischen Dichtefunktionen
Diw) =Ii'§381IPD(P,f; Nyz), D(=) =11133MD(P,J°; N (@)
gebiirden konnen. Mit D = Dy Hir f aus Fpo vom Grad k> 2 und
D = DE fiir f aus F ., 185 sich zeigen:
(i) Ist die Menge Bla) dler @ aus I' mit D(2) < o dicht i I}, so gilt
mit einer Menge K (a) ersier Kategorie

B(a) = I'— K (a).

(ii) Ist die Menge B(a) aller © aus I' mit D(#) = o dicht in ', so gilé
it einer Menge K (a) erster Kategorie

B(a) = ' —K(a).
Mit K™ = {oeI'; D(P,f; M)(e) > a+1/n fir alle M >N} ist
K@) < U B

%, NeN
Zum Nachweis von (i) bleibt also nur einzusehen, daB bei dichtemn B(a)
jedes K™Y nirgends dicht ist. Angenommen, es gibe ein Intervall T in I7,
beziiglich dessen. K™7 dicht ist, so exigtierten nach der Voraussetzung
iiber B(a) ein #, in B(a)n I und ein N> N mit D(P, f; F') (@) < a+1/n.
Da D(P, f; N')(») Treppeniunktion ist, gibe es ein @, enthaltendes Inter-
vall I’ in I, anf dem D(P,f; N') konstant und < a-+1/n ware. Dag aber
widerspricht der Annahme. Ahnlich 148t sich (i) beweisen.
(3) Zur Ilustration von Bemerkung 2 sel

Ffuly) =m¥, melN, w2,
B(1/logm) ist dicht in I' nach Satz 11{i), and auch B(0) ist diehf, weil
es die Bruchteile aller Zahlen lognflogm fiiv n aus N enthilt. Das zeigt:
Fiir f,, gilt auferhalb einer Menge crsier Eategorie stets zugleich

1
Qﬁ(P,fm)(ﬁ) =0 und D};]ai(Psfm)(m)Zm

(4) Historische Hinweise fiber Vermutungen zur Frage der Prim-
zahlverteilung bei ganzwertigen nichtlinearen Polynomfunktionen finden
gich bei Halberstam—Richert [9], 8. 9-11. Deshalb sei hier nur aut eine
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.SPeziaJ]isieru_ng der Hypothese H* von Bateman-Horn [2] hingewiesen
die Ver@utungen vor Hardy-Littlewood [11] {iber die Anzahl 5’91‘ ]?rim,-
zah}:a;n in den Folgen (m?4- 1),y {(Conjecture E), {am®--bm 30
(Conjecture F) und {m®+ k),,x (Conjecture K} verallgemeinert: e
. Ist f eine iiber @ irreduzible Polynomfunktion mit ganzen Koeffi-
zienten und positivem Leitkoeffizienten, und bezeichnet o(p) fir Pﬁm~
zahlen p die Anzahl der Liosungen von f(n) = Omodyp, dann pilt fir di
Anzahl 84 (P, f) der Primzahlen in der Folge | f(r.w.))lgmjv *

N Y deg f L p—1

Aus dieser Hypothese folgt mit Abelscher parti
4 _ § g elscher partieller Snmmation
beispielsweise DRE(P, ' +1)(0) = 0,66974... (Shanks [29]).
(8) Gillies [8] vermutet, daB fiir die Anzahl § i
J 1 ) v der Primzahlen
unter den ersten ¥ Mers -Zia " i i
anter ¢ N Mersenne-Zzhlen 2" —1, 1 < » < N, die asymptotische

lim Sy = 2
N+olog N log2

richtig ist. Biir I = (log 2) D% (P, 27— 1; N)(0) wiirde daraus lim T% — 2
folgen. Aus den derzeitigen Kenntﬁiss i Pri

Zemn. . en iiber Mers I
ergibt sich die folgende Tabelle: ' emmesche Erimzmblen

N 8y_y 8y Dy, Dy N Sy 8y Dy Dy
2 0 1 2,00 521 12 13 1,90 -
3 1 2 2,00 1,96 607 13 14 1:93 i’gg
5 2 3 1,96 2,00 1279 14 15 1,88 1,93
7 3 4 2,00 2,06 2203 15 16 1,87 191
18 45 191 2,00 2281 16 17 1,90 1,94
1T 5 8 2,00 2,09 3217 17 18 1,90 1,94
19 6 7 2,09 2,08 - 4253 18 19 1,01 L95
31 7T 8 2,07 2,15 4423 19 20 1,95 1,98
61 8 9 1,99 2,06 9680 20 21 191 1.04
89 9 10 1,89 2,06 9941 21 22 1:94 -1:97

127 10 11 2,03 2,10 11213 23 923 1,96 1,99
127 11 12 2,08 2714 19937 23 94 104 1,97

(6) Sollte sich dereinst her“-usste]lén d i '
) Sollte si 2 , daB @, = 0 nicht der Nullmenge
zggz};orté fir die DE;(_P, 2*_’-{-1)(93): 1/log2 falsch ist, so wiirde das bge-
uten, a0 Fermm? mit seiner Vermutung, alle Zahlen der Gestalt 2% -1
-~ selen Primzahlen, ,im wesentlichen” recht hatte. Denn DIE (P, 2¥+1)(0)
axr y =
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= 1/log2 hesagt

¥ N
Vi, (2" 1) ~ N
f::'i s T n

Jedoch zeigh ein Vergleich mit Corollar 2 zn Stz 3 sofort die ganze Fro-
plematik derartiger Spekulationen.
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06 ocmoBEBIX emEEERAX ajgrebpamdecKHux nojell n-ro MOPATK S

2. T. Apampcor (Kucnosopcn)

Pacemorpuy puodanToBo YDaBHEHHE
N .
1) , at Y'pa iy =1,
t=1

rmenz=3,p; (4 =1,2,...,8) — Ierse PANKOHANBHEE YHCIA.
Ha 0cHOBAMEN KBEECTHLIX PesyilbTaTOR Betizepa [1] nus Bo3MOMHET
Hedblx pemenwd (4, y¥) ypaseeEws (1) cnpapenyiuBa CIeLYIOMAR OTEHNA

max (Jal, lyl) < exp(n” I,
roe v = 3247 flt—n—1), v>n+1 — npomsBomeno, M = maxlp,|.
’ 1

C anrefpamvecroii TOUHH SpeHHs peiledwe Vpasrenmdd (1) cpommrcs
H PASECHAHUIO B Koxable O (1), rie A — IPOR3BONLHHI KOPeHh HeIpPHBOIU-
MOT0 YPABHEHHEA

(2) D =pdT T (S i (=1

WMEIOHIEr0 MHCKPEMEHANT J);, eNUHHI CHCIHAILHOIO ABYIIECHHOI'O BHIZ
g =a+t+yl ' .

Bes orpammdenns OOIIHOCTH MOYHHO PACCMATPEBATH KOIBI0 O(4)
co cremenHEM Gasmcom {1, 1, A%, ..., "L

Torga B cimty Teopemwr [fapmxie gaa A060il eIEEEON & == @+ &) A -
4.+, A" wombua O(4)
(3) e =eftep ... 3
roe { — HeKOTOPLrt conepmamﬂﬁc_ﬂ B O(A) KOpedb ®3 1, 8 — GHCIO BEIECT-
BEHHLIX HOpHeit, § — dYmclo IAp KOMIIEKCHHIX KopHelt ypasmemwa (2);
n = s+ 2%, Bce w; — Uenne, « (¢ =1,2,...,8+%—1) — TPOHIBOILHEIE
Uenke DPAUMOHAIBHEE 9HCHa, & (¢ =1,2,...,84+i—1) COCTaBEAT CHC-~
TEMY OCHOBHAIX e¢gmENIl RombHA O{4).

Tawrum o6pazoM 3amaya HAXOMIEHHS IEIBX pelneHmd (1) wum gBy- |
TIeHHEX enuaEn O (4), 9T0 OTEO ¥ TO e ¢ anrefpamdeckoll TOUKN 3peHA,
OTIHPASTCA HA ONPENETEHHe OCHOBHLIX RIMHWIE STOTO jRE KOIBI.



