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Uber natiirliche Zahlen # mit der Kigenschaft
[lon, Sn)] =1

vin

H. G. Korarzry {Leoben, Austria)

Die Wahrscheinlichkeit fitr die Bezichung (m, n) = 1, wenn m wnd o
zutillig gewahlte nattivliche Zahlen sind, ist bekanntlich 6=~* [3]. Ester-
mann [27 und Watson [7] haben gezeigt, dal dicser Wert gleich bleibt,
talls m = [an] ist und o irrational ist. Watson Liat dariiberhinans den
Fall cines rationalen o untersucht. In Welterfithrung dieser Ergebnisse
wird im folgenden gezeigh, daf die Wahrscheinlichkeit fiir die Bezichung
([an], [An]) = 1 genau dann 6z~" ist, wenn die Folge der Gifterpunkte
{{[on], [fn])} gleichverteilt in Z* ist (Definition dieser Gleichverteilung
siehe [67). Weiters wird ein entsprechender Wert hergeleitet, wenn o
irrational nnd g eine belichige reelle Zahl ist, wobel diescr Wert, falls
er ungleich 6x7* ist, nur von der Koeffizlenten o, b, ¢ der linearen Relation
ao+bf =c &bha,ngt

Wir bedienen tmg dabei unter anderem der felg@nden nahehefrendvn,
bei #hnlichen Problemen (vgl. [11, [2]) verwendeten Uberlegung: Mit
@z, a, f) werde die Anzahl der » <o mit {[an], [fr]) = 1 bezeichnet,
die in Frage stehende Wahrscheintichkeit ist dann per definitionem

© lim (Q(w, a, B)/a), falls der Grenzwert existiert. Anstatt diesen Grenzwert
T—r00

direkt zu untersuchen, hetrachtet man zuerst lim (@, (2, a, ﬁ)/m). Q.(x, o, f)

It

gei dabei die Anzahl der n < @ mit ([en], [fn], &) = 1. Iek nun B.(#, a, §)
= Qu(z, a, ) — @z, o §), 80 zelgt man dann, daf lim [Rk &, o, ﬁ)fm) far

L0

entsprechend groBes & beheblg klein gemacht werden kann. Da stets
Ry{m, a, B) = 0 ist, erhilt man, falls die Grenzwerte existieren,

lim (@, a, A)lo) = i lim (@2, a, f)fa)

H—+00
Fulnt man diec Mébius-Funktion ein, so elo-ibt sich
Qula, @, f) = > W(dww 2,0 B),
' n<z dl({enl,[Bn], k') . dlk'

wobhel S, d, o, ) die Anzahl der n< 2 mit 4}{jur], [fr]) bezeichnet.
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Flir festos B oist i letgte Summe endlich, daher gilt

lim (@, o, ﬁ)fm} = ‘i f’(d)hlnt (w,d,a, .'?)!33}5
00 (n,'r Z-+00
falls die Grenzwerte exigtieren.
Wir werden ung im weiferen Dbei o und 8 auf positive Zahlen be-
sehrinken, Wie iblich sel {#} = »—[&] (auch fiir negative o).

Barz 1. e sel airrational und f eine belichige veclle Zahl. Doann ewistier .

i {Q{z, a, ) fu). Bs gili in diesem Fall

L=

(1) Sind i, o, § Unear unabhdnygiy iber den Boationalzahlen, so {st

i (@ (r, e, B) o) = 6z°
Jeite S o]
{ity wind 1, a, § linear abhdngig und o, § linear wnabhiingig, wobeit
a -+t = e, b, e, ganze Zaklen, (8, b, ¢) =1 sein mdge, so st

Tim {Q(.rJ a, 8) [.’,1:) s

a0

TOLEO

p-__

p durehlinft dabei die Primcahlen.
(iii) Sind a, § lnewr abhingiy, cm—{—bﬁ =0, {a,0) =1, so ist

im (Q (@, a, f)a) - Z,ut)&(t.

frics S uv]

In dizsen Ausdriicken dst

Gy = l%_%(l—{%})(l—{%})’ sonst,

falls ab #= 0 dst, und

¢1) =1, &) :_-';52_ +%(1JE}) fir 1> 1,

Jalle 2 = 0 {sf,
Der Bewels verwendel zwei Hilfasdtze.
Hmwrssarz 1. Hm(S8(z, d, a, B} o) evistiert, falls eine der Zahlen ir-

T>0Q

rational 4st wnd hat, folls 1, o, B linsar unadhéngig sind, den Wert d 2.
Ist aa--bf ¢, (a,b,¢) =1, dann isi dicser Grenzwert gleich d‘z(c d)?x
xG ({6, d}), wobei wie iiblich {0,d) = d sei.

Beweis. Die Beweise fiir dic im folgenden verwendeten Resultabe

icm
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iber Gleichverteilung findet man in [8]. &1Tand ist gleichwertis mit

{a
iEﬂ}E[O, &y, 8w, &, a, f) ist also die Anzahl der W w, fodah der

a
Punkt ({Ew}, {—g n}) m Quadrat [0, ") x [0, &%) ist. Die Folge der

d
unabhiingig sind; daher ist dann

a
Punkte ({— n}, {g n}) ist gleiehverteilt mod. Eins, wenn 1, a, § linear

tim (S(z, 4, a, B)fe) = =2

T—=00

Ist ac+bf =6 (@, b,¢) =1, s¢ Hegen die Punkte (l— n,] (£ ni) auf

endlich vielen paralielen Geraden ad’wLbd'y = v, d' = d’(c, )s » {durch-
lauft dabei {(a+b)d’ ganzzahlige Werte. Sind nicht beide Zahlen o und § .
rational, so liegen diese Punkte auf den Geraden sogar gleichméabig dicht,
d.h. im Grenzwert entfallt anf ein Geradenstitek eine seiner Léngs pro-
portionale’ Anzahl von Punkten. Um den Beweis za beenden, miissen
wir daher das Verhiltnis der Summe der Ldngen der in das Quadrat
[0, d7")x [0,d7") fallenden Geradenabschnitte zur Bumme der Lingen
der in das Quadrat [0, 1) » [0, 1) fallenden CGeradenshrchnitte beretlinen.
By sel @ = af(e, d) und b = b/{e, d). Da nur das Verhiltnis benbtigt wird,
genfigh es, wenn wir die Linge der Projektionen dieser Abschnitte anf
die p~Achse betrachien. Wir behandeln zucrst den Fall ab = ¢ und setzen
dabei gleiches Vorzeichen von a wnd & vorans. Haben a und b versehiedenes
Vorzeichen, se verlduft die Rechnung analog. 3.B.4.A. kénnen wir nun
0 < a << & verlangen. Um die Gesamtlinge der Projektionen der Geracden
in [0, 7'} x [0, d™1) zn bereehnen, betrachten wir vorerst dos Rechteck
[0, d7%) x [0, ([3'141)/bd’). Durch beide Eckpunkte anf der y-Achse gehb
dann jeweils eine der Geraden. Wegen e < b ist die Summe der Lingen
der in dieses Rechteck fallenden Geradensbschnitte gleich der Summe
der Lingen der in den Streifen zwischen 2 = 0 und o = d7! fallenden
Geradenabsehnitte der Geraden mit » = 0, 1, ..., [#’], da die iiber das
Rechteck hinausgehenden Abschuitte dieser Geraden denselben Anteil
ausmachen wie jene Abschnitte im Reechteck, die zu einem » £ 0, 1, .
oy [B'] gehdren. Man enthilt also in diesem Rechfeck fir die Gesamt-
linge der Projektionen den Wert ([b'1+1)/d. Von diesemn Wert mufl
nun die- Gesamilinge der Projektionen im Rechteck {0,d7%)x [@7,
(¥4 1) /bd'} abgezogen werden, um die gesuchte Gesamtlinge der Pro-
jektionen im Quadrat [0,d7Y) x[0,d7Y) zu erbalten: Die Anzakl der
Geraden, die die Gerade y = d~' mit o ¢ [0, 47*) schneiden ist [a'+8]— -
—[¥']. Die Linge der Projektion des Anteils einer solehen Geraden im
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letzten Rechieck ist

{[b'1-+2)/bd" —1/d) (b]a) = (1—(b'}}/ad.

Jun ist noch zu beachten, ob eine weifere Gerade einen Beifrag zum
letzten Rechteck liefert. Dies kann nur die Gerade mit » = [a"+3']+1,
falls sie die Gerade y == ([B']+1)/bd’ mi e [0,d7?) schneidet. Die
Bedingung dafiir ist [6" 3] = [a']+ [6']. Die Projeltion des Abschnitts
dieser Goraden hat denn die Lénge {o'}/ad’. Fiv die Gesamtlinge der
Projektionen der Geradenabschnitte im Quadrat [0, 471 x [0, d71) ergibt
sich damib .

(B'T+1)/d—{[a] X =) + {a'})jad = (a'F’

falls [a'+8'] = [a']+[6'] Dzw. {a'}+{b")
+1{0} > 1, so erhilt man dann . _
(P1+1a—([e'T+1) 1 — ') jad” = [o'D —

~{a'} b} fad’
<1 ist. Tst andererseits {a’}+

(L~ {a'}) (L= b"})jad".
Nun bendtigen wir noch die Gesamtlinge der Projektionen der in das
Quadrat [0,1) % [0,1) fallenden Goradenabschnitte. Dafiie erhilt man
den Wert d4', da man wiederum anstelle der Abschnitte im Quadrat die
insgesamt gleichlangen Abschnitte der Geraden, die die y-Achse mib
y €{0,1} schneiden, im Streifen zwischen o ~ 0 und 2 = 1 betrachten
kann. Die Anzabl dieser Geraden ist aber bd’. Fithrt man noch (1) ans
Satz 1 ein, so ist damit der Beweis fiir diesen Fall erledigt.

Sei nun ab = 0. Wir getzen denn & = 0 und b 0, d.h. ein rationales
By vorauns, Dic Geraden sind parallel zur o- Achs‘, Die Anzahl der Geraden,
die einen Anteil mum Quadrat [0, 47 x [0, d~7) liefern, ish [7+1, falls
[b'] # b’ und ¥, wenn [b'] = b'. Die Anzahl der Geraden, die einen Beitrag

-zum Einheitsguadrat liefern, ist wieder dd’. Das Ue%uchte Verhiltnis ish
daher

(v’ ]Tl)/bdd’—-l/d" (1= {b))/bdd’,

falls (5] s &', und 1/d2, wenn [5'] = b’ ist. Mit dem in Satz 1 definierten
@) EI‘C"Ib't sieh sofort die Behauptung.

Hirrssarz 2. Bs gilt fiir beliebiges ¢ > 0
IiE(Rk(m, a, fija) < e Fir k> k,.
LoD )
Beweis. Den Beweis findet man, wenh g =1 ist, in [2], wobei

sogar g rationnl sein kann, Betrachtet man dort die Anzahl der Gibber-
punkte mit relativ primen Koordinaten (z, y) im Parallelogramm 0 < & < i“,
o <y < ap-h1l anstatt im P’Lm]lelogmmm 0<z<<t, av—1 <Y < o,
80 elha,lt man in derselben Weise

N (B (s, a, 1) o) < & fir  k>F,
T>D0

icm
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RBy(z, @, 1) ist dubei definiert wie B, (#, q, 1), wern man nur diec Anzahl
der = @ mit (2, [en]+1) =1 anstelle der Anzahl der » < & mit {12y [an T}
== 1 betrachtef. Auf diese beiden Resultate fithren wir nun unseren Fall
zurlick. O.B.d.A. sei § <<g; im Fall daB eine der Zahlen rational ist, wihlt
man dementsprechend o oder § rational. Als erstes zerlegt man die Menge
der natiirlichen Zshlen in irgendeiner Weise in endlich viele Mengen
Myyoeny M, derart, daB fiir alle ¢ =1,...,9 gilt Tam] = [an], falls
meM;, neM,; ist. Diese Mengen M, zerlegt man nun weiter in zwei
Mengen M;und M, und zwar soll fiir # e M; gelten n e M}, falls {,8 [on]le]
= [fn] wnd neM;, falls [flanlje] = [fn]—L. Nur dle'%e zwel Falle
sind wegen f << a moglich. Setzt man m = [an], so wird fiir n e M

{[en], [Bn]) = (m, [é m])
([on], [fn]) = (m, [é m] —}—1).

Die Menge der m ist dabei jeweils Tellmenge von ¥ u{0!. Offensichtlich
gilt dann aber

und i m e A

By (e, a, f) < }sz(aJ,ﬁ 1) {-h’R}\.-(aﬁ:,—g,l.),

wobel h, A" nur von o und § abhingen. Darans ergibt sich nun sofort

Hm(R,(z, a, f)j2) <& filr

E00

k>Fk,.

Fir den Beweis von Satz 1 crhilt man nun unter Beriicksichtigung

- VoIl
. I
: 1
\Tpe) 8- oft
Lo 2 = O \k
d=1 l
und
< a) Y oa(dyy T 6 2 :
0 ﬂ(., (,\ ,)) =— [ 39 s p Primzahl,
(d};—fl - i “T!:‘ @* 'R:" e il
| 6 1
%w,ﬁ)_7+0&%
e ™

falls 1, a, B linear unabhéngig sind, und im Fall der linearen Abhéngigkeit,
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wenn ¢ % 0 igth

ﬁm?fM - ‘? () (¢, AP 2G (o, &)

f g sl ] dikt

~ Nawe VA9
P dz

die dajr!
(e, d)=4

~=[[ 5N maewrolg).

ple Sle

Ist e = 0, 50 wird wegen (0,d) = d, wemn fiir d> 0D {a/d}+{b/d <1
gilt, {afd}-{b/d} = ab]d® und damit G{d) =0 fix d> D. o
Geméfl den eingangs gemachten Bemerkungen sind damit die Be-
hauptungen des Satzes bewiesen.
Barg 2. He gili
lim (@(e, a, fY/z) = 6="*
K00

genaw donn, wenn enfweder
i} 1, @, B diber den rationalen Zahlen linear uwnabhingig sind, oder
WENH ‘

(H) bei linearer Abhfmgigkeit von 1, a, B und linearer Unabhingigkeit
voh a, f i0 ac-bf = ¢ (a, b, ¢ ganz, (0, B, 0) = 1) ¢ = 0 ist, und entweder
cle, a = 0 oder ¢|b, b = 0 gilt; bei rationalem 8 also spesiell, falls f = 1/
bEA

. In den genannien Fillen, und nur in diesen, ist die Folge der Gitter-
punkte (fan], [fn]) gleichverieilt in 22, ‘

Beweis. DaB der Grenzwert in diesen Fillen 6x7% ist, folgt un-
mittelbar ang Satz L Die Umkehrung ergibt sich, wenn man beachtet,
dal anf Grund der Mobius’schen Umkehrformel genan dann

(X r@a? Y u@ea@ =1
dje dle :
gilt, wenn G(d) = d~? ist. Aus den Ausdriicken- fiir G{(d) in Satz 1 folgt
sofort, falls ¢ und g irrational tind, daB dies nur moglich ist, wenn {a/d} = 0
oder {b/d} - 0 fir alle Teiler d von e, inshesondere also auch fir d — e.
Weibers wiirde sieh bei rationalem g und irrationalem o aug [&]d+1]/bd
= d~* dann d]b ergeben, also auch ¢|b. Wegen (0, b,¢) — 1 mull daher
¢ =1 sein. In den noch verbleibenden Fillen ist der Grenzwert rational,
also # 67~ (vgl. auch die folgende Bemerkung 1).
In [6] wird bewiesen, daB die Folge der Gitterpunkte (fon], [fn])
genau in den genannten Féallen gleichverteilt in Z2 ist. '
Bemerkung 1, Wir sind diberhaupt nicht anf den Tall eingegangen,
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daB a wnd § rational sind. Alnlich twie oben lassen sich auch hier Hrgeb-
nisse herleiten. Die Punkte ({% -n}_, ig— ;z.g) fallen danp mit endlich vielen
Pm}ktep eines Gitters (Schnitt zweier Geradenscharen) zusammen. Die
Ergebnisse sind im allgemeinen ¥all kompliziert, dic in Frage stehende
Wa.‘tn’-se.he%nhc-hkeit hat aber jedenfalls eimen rationalen Wert. Ohne
Beweis sei z.B. angefithrt, daf wenn o — Pig und § =r/s und speziell
(ps, 7q) =1 ist,

i 20 @) 1K N wlimg)

§ Ld Ld R
¢ £=0 j=0 foig]

o0 i

mit my; = jp—ir ist. Der Bewes hiefiir sk sich aunch analog wie in [7]
Hiithren. .

Bemerkung 2. Die Wahrscheinlichkeit, da8 fiir zwei zufallig ge-
wablte Zahlen m und » (m, %) I-frei ist, ist 1/¢£(20) [4]. In shnlicher Weige
wie oben und in [5} kann wman nm zeigen, daf die Wahrscheinlichkeit,
daf ([an], [fn]) I-frei ist, gleich 1/E(21) ist, wenn 1, g, # linear unabhingig
sind. T Falle der linearen Abhfingigkeit sind die Brgebnisse des obigen
Satzes dann in entsprechender Weise zu modifizieren,

Bemerkung 3. Die Verallgemeinerung der vorliegenden Ergebnisse
anf mehr als zwel Dimensionen gelingt ohne Schwierigheiten, falls dic
Zahlen 1, ay, ..., a, lincar unabbingig fiber den Rationalzablen sind.
Die eingangs gemachten Bemerkungen lassen sieh sofort tibertragen.
Die Verallgemeinerung von Hilfssatz 2 beweist man mif vollstdndiger
Induktion: Ein , das in By (x, a,, ooy @) mitgezdhlt wird, wird zumindest
in By{w, a1y ..., a,,) oder R (x Ory ooy Uy_g, &) liitgezihlt. Wegen der
Gleichverteiluong mod. Eins. der entsprechenden »-dimensionalen Folge
ergibt sich fiir die fragliche Wahrscheinlichkeit dann der Wert, 1/4(s).
Bestehen allerdings lineare Relationen zwischen den a, it =1,...,7 80
diirfte eine Verallgemeinerung schwierig sein, da die Berechnungen zur
Verallgemeinerung von Hilfssatz 1 auf Grund verschiedenster Fallonter-
scheidungen schon fiir niedere Dimensionen sehr atfwendig werden,
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Remarks on Hua’s estimate of complete trigonometrical sums
by 7

0. Korxer and H., Stimre (Ulm)

1. Introduction. We are concerned with trzgnnometrleal sums of
the form

8flg) = ) e,
amod g
where ¢ is an integer > 1 and f(#) = @@ +a;_, 2"+ ... L a, is a poly-
nomial with integral coefficients such that {a,, ..., @, ¢} = 1.

Many problems in analytical nember theory {e.g. Waring’s problem
extended to polynomial values) make it desirable to have precize estimates
of 8;(qg) for large q. Since Sy(q} = 0 for & = 1, and since the case k =2 -
can be settled by the theory of Gaussian sums, it is supposed in the sequel
that k= 3.

For the special polynomial f(z) = ¥ Hardy and Littlewood [2]
proved among other things that '

(1) 18:{(g)| << o(R) g%

with u positive constant e(k) depending only on %. Furthermore their
resnlts show that the estimate {1) is best possible except for the congiant
e{k), if there is no restriction for g; namely for each % there exist infinitely
many ¢ with S;(g) = ¢ ¥* The question arises whether (1} remains
true for general f. It will be shown that an affirmative answer to this
question can be given by means of the methods of Hua [31-[6], e.g. in
this way it is easy to see that (1) still holds with ¢(k) = exp(3%) in the
case & >> 8. This estimate can be improved slightly. More precisely, for
general f with &> 3 we ghall deduee the following
TEEOREM 1. We have

18:9)] < [B{k—1) "0 g,

where v{g, k) denoles the number of all primes p with plg and p <<
max {2F, (k—1)0E-,

The proof rests essentizlly on Hua'’s inductive procerlure (3] by Whmh



