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Uber die spektralen Vielfachheitsfunktionen
des Multiplikationsoperators

von

KELAUS GERO KALB (Mainz)

Abstract. The multiplicity theory of a multiplication operator M, on I*(X, u)
(X separable complete metrizable locally compact space; u finite Borel measure on X;
¢: X - C bounded Borel function) has been treated in [1], [9]. Combining methods
of [7], [9] we obtain the following result on the von Neumann multiplicity function &
of M, answering a question posed in [1]: Let v = uo 971 e = {g: k() < oo}. Then:
(1) There exists a g-null set N < X such that k{z) = #(plx—n)"1{e} »-a.e.

(2) k() = #k¢~1{z}v-a.e.if and only if for each y-null set N < X the set ¢ (N) ne
is contained in a »-null set.

Moreover, we give a description of the Hellinger-Hahn multiplicity function of M,
in terms of ¢.

1. Einleitung. Sei T ein beschrankter normaler Operator auf dem

separablen komplexen Hilbertraum H. Der Spektralsatz fiir T' wird heute
vielfach so ausgesprochen:
(1.1) T ist unitirdquivalent zum Operator M, der Multiplikation mit ¢
auf L3 (X, u), wo X ein (vollstindiger metrischer, separabler) lokalkompalkter
Raum, u ein (positives) endliches Borelmaf auf X und p: X—~ C eine
beschrinkte Borelfunkiion ist.

Das sich hiermit ergebende Problem, die von Neumannsche Viel-
fachheitsfunktion %: ¢ —~Nu{0, co} von 7T durch ¢ auszudriicken,
wurde von M. B. Abrahamse & T. L. Kriete [1] auf sehr befriedigende
Weise gelost (Binzelheiten in Abschnitt 4). Tn [1] wird herausgestellt,
daf zwar stets gilt

(1.2)  k(2) < #¢~'{e} (= Anzahl der Urbilder von z unter ¢)
fir vfa.zeC

(wo » ein skalares Spektralma$ von M, bezeichnet), im allgemeinen aber
nicht die bei einem ersten Finsehen zu vermutende Formel

(1.3) k(z) = Fo~ et fir »dfa.zeC .

zutreffen mub, selbst dann nicht, wenn ¢ stetig ist. Da auler jhrem &sthe-
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tischen Wert die Giiltigkeit von (1.3) Bedeutung bei verallgemeinerten
EBigenfunktionsentwicklungen zu haben scheint (vgl. Abschnitt 7), lohns
es sich, zu der diesbeziiglichen in [1] gestellten Frage weitere Uberlegungen
anzustellen.

Ein niheres Hingehen zeigt, daf der Grund fiir das Nicht-Zutreffen
von (1.3) darin liegen muB, daB (erlaubte) Anderungen von ¢ auf einer
u-Nullmenge zu bzgl. » wesentlichen Anderungen der rechten Seite von
(1.3) fithren kénnen. So wird in Abschnitt 5 (vgl. Satz 3) eine notwendige
und hinreichende Bedingung iiber ¢ fiir die Giiltigkeit von (1.3) angegeben,
die sich im Falle endlicher Gesamtvielfachheit auf die folgende Absoluts-
tetigkeits-Forderung reduziert:

(1.4)  Firjede p-Nullmenge N = X ist o(N)in einer v-Nullmenge enthalien.

Ferner wird gezeigh, daB es stets eine u-Nullmenge N < X gibt,
so daB

(1.5) k(z) = H(plx ) '}  fir vfa. ze

(vgl. Batz 4), d.h. die Gdiltigkeit von (1.3) kann stets durch Ab#inderung
von ¢ auf einer z-Nullmenge erreicht werden. Dieses Ergebnis wird in
Abschnitt 6 dazu angewandt, die Hellinger-Hahnsche Vielfachheitsfunk-
tion von My als Zahlfunktion der ,mehrfachen Zugehorigkeit” zum
wesentlichen Bildbereich von ¢ zu beschreiben (Satz 5).

Hauptsichliches Beweishilfsmittel ist eine in Abschnitt 3 bewiesene
nene Formel fiic ¥ (vgl. Satz 2), die auf BErgebnissen aus [7] (implizit
schon in [10]) (Satz 1) und von N.G. Nadkarni [9] beruht. Wenn ¢ halb-
sohlicht ist (d.h. ¢~'{z} fiir jedes # hochstens abzihlbar ist; dies kann bei
(1.1) stets erreicht werden) oder wenigstens im u-wesentlichen halbschlicht
ist (d.h. eine u-Nullmenge N < X existiert, so daB ¢|z y halbschlicht
ist; dies ist nach [9] notwendigerweise der Fall, wenn Mg endliche Gesamt-
vielfachheit besitzt), ist der Beweis unabhingig von [9]. Um die
Verbindung zu [1] herzustellen, wird in Abschnitt 4 gezeigt, wie unsere
Formel aus der von Abrahamse & Kriete folgt, und wie umgekehrt deren
Formel im Spezialfalle, dal ¢ im u-wesentlichen halbschlicht ist, aus der
unseren abgeleitet werden kann. Dieser Abschnitt kann tibersprungen
werden, wenn nur der Beweis der neuen Aussagen in Abschnitt 5 und 6
interessiert. Schliellich werden in Absehnitt 7 das Hauptbeispiel von [1]
sowie einige weitere Beispicle von Operatoren mit rein absolutstetigem
Spektrum im Lichte der oben beschriebenen Ergebnisse diskutiert.

Noch einige Worte zu den benutzten Bezeichnungen: Alle in dieser
Arbeit betrachteten MaBe sind BorelmaS8e. Kleine deutsche Buchstaben
b,¢, b,...,m,m, ... stehen fiir Borelmengen in C; wenn » ein Borelmaf
auf € ist, so ist I*(v) := I*(C,»); wenn e eine Borelmenge ist, so ist v,
das durch (v[)(b) = »(bne) (b Borelmenge in C) definierte MaB. Der Triger
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von ¥ wird mit supp (») bezeichnet; wenn », », zuema,nder dquivalent sind,
sehreiben wir »; ~ »,.

2. Spektmlsatz und von Neumannsche Vielfachheitsfunktion. (1.1)
wird im allgemeinen aus der folgenden Fassung des Spektralsatzes fiir T
hergeleitet:

(21) Bs gibt eine Folge (o) gleichmafig beschrinkier (positiver) Borel-
mafe auf C mit Trager in o(T) und eine unitire Abbildung {Spektraldar-
stellung von T)

U:H-H= & Lo,
I<m<oo
so dap T = UTU™ die Multiplikation mit & in H ist:
[TF1n(2) = 2fn(2) opfil. auf € fir 1<m< oo
(ta f = [fu(-)] e H).

Dann definiert man X, u, ¢ wie folgt: Fir 1< m< o sei X,
= supp(o,); dann X := | J {m}x X,. Durch

Ism<eo

., le—2'| falls m =m/,
d(('m;z)x(m:z)):=

1y falls m = m’,
wird X zu einem vollstdndigen metrischen, separablen, lokalkompakten
Raum. Die Borelmengen in X sind von der Form B = |J {m}xDb,,
1<m <o

wo die b,, Borelmengen in X, sind. Das endliche BorelmaB u auf X wird
dann durch u(B) = 3 27™g,(b,) erklart. Definiere nun ¢: X C

I<m <00

durch @((m,2)) =z ¢ ist stetig, insbesondere Borelfunktion, und be-
schrankt: |p(z)| < | T f.a. # ¢ X. Ferner ist ¢ halbschlicht. Sei V: H —

INX, u) definiert durch [f,,,( ]xZ»feL"(X,p wo f((m, 2)) 1=, () £
(m,2) e X. Dann ist W = V:U ein isometrischer Isomorphlsmus von H
auf L*(X, y) und WIW ™' = M.

Man beachte, daB die ,gewiinschte Vielfachheitsfunktion” 2>
o {2} stark von der Spektraldarstellung U abhingt. Wenn man
fir U eine kanonische Spektraldarstellung nimmt (d.h. g,., absolut-
stetig bzgl. ¢, fir L < m < o), so ist diese Funktion gerade gleich der
Hellinger-Hahnschen Vielfachheitsfunktion m(z) (vgl. [6]).

Zurick zum Spektralsatz in der Form (2.1). Sei p ein skalares Spektral-
mafB von T, d.h. ein BorelmaB auf €, das mit dem SpektralmafB E(-)
von T in dem Sinne &quivalent ist, daf E(b) = 0<o(b) = 0,

etwa ¢ = 3 2 ™p,. Bine von mehreren Moglichkeiten die von Neu-
1sm<oo

mannsche Vielfachheilsfunktion & von T einzufithren, beruht auf einer
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sgeordneten Spektraldarstellung” von T (vgl. [3], p. 916):
(2.2) Bs gibi Borelmengen e, = e, = ... und eine unitdre Abbildung
U HoHy = © Li(en, 0),
i<m<o
s0 daf Ty:= U,TU;" die Multiplikation mit z in H, ist.
Die Vielfachheitsmengen ey, e,,... sind durch 7 p-f.ii. eindeutig
bestimmt und definieren % in folgender Weise:

E(z) =#{meN: zee,} (2e0).

In [10], p. 424f wird beschrieben, wie man aus der geordneten Spektral-
darstellung U, eine Darstellung von 7' als Multiplikation mit # in einem
direkten Integral mit dem Maf p und der Vielfachheitsfunktion % gewinnt,
iiber die k iiblicherweise eingefiihrt wird.

Die Funktion % kann folgendermafen aus der gewohnlichen Spek-
traldarstellung U von 7' (in (2.1)) ,abgelesen” werden: ‘

d
Man bilde die Radon-Nikodym-Ableitungen —&@ﬁ’— und definiere
4

do,
(z)>0} 1< m< ).
do

Cp i = {z eC:

Dann gilt

SATz 1. k(2) = = {meN: zec¢,} (fir ofa. zeC).

Zu einem direkten Beweis (mit expliziter Konstruktion .von U,
aus U) vgl. [10], p. 423f oder [7]. Es sei auch darauf hingewiesen, daf
sich SBatz 1 auch aus den in [9] bewiesenen Aussagen iiber Hellinger—
Hahnsche Zerlegungen des Definitionsbereiches von halbschlichten Borel-
funktionen folgern 148t, und daB sich umgekehrt diese Aussagen sofort
aus dem zum Beweis von Satz 1 in [7], [10] benutzten , Umschichtungs-
verfahren” ergeben.

3. Eine neue Formel fiir die von Neumannsche Vielfachheitsfunk-
tion von 3/,. In diesem und den drei folgenden Abschnitten sei X ein
vollstdndiger metrischer, separabler, lokalkompakter Raum, x4 ein endli-
ches BorelmaB auf X und ¢: X - C eine beschrinkte Borelfunktion.
Nach [9] existiert eine Zerlegung von X in paarweise disjunkte Borel-
mengen B,, B,, ..., B, so da fiir 1 <m < oo die Funktionen q7|Em ein-
eindeutig sind und (p[ y fiir jede Borelmenge N < B mit u4(N) > 0 nichi
cineindeutig ist. Diese Zerlegung induziert eine Spektraldarstellung von
M,: Fir 1< m < oo setze man »,:=uol(gl )™ Da u endlich ist, ist
("mhicm<o gleichmafig beschrinkt. Man beachte, daB fiir 1< m << co v,
auf der Borelmenge (vgl. [57], p. 294) ¢(#,) konzentriert ist; damit ist
L*(B,,, p) unter der Abbildung f +» fo (¢| 5,,) " unitariquivalent zu I*(v,,),
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wobei M,|z2g, ., in die Multiplikation mit 2 auf I (v,) _iibergeht.

Nach [9] hat M|z, die gleichmaBige Vielfachheit co mit zugehd-

rigem gkalaren SpektralmaB v, d.h. ist unitdrdquivalent zur Multipli-

kation mit z auf Ny I? (ve). Wegen L(X, ) = (2 I* (&, s) existiert
msod

so eine Spektraldarstellung
(3.1) U: IHX, p) > © L(r,) ORI (ve)
IKm<oe

von M, v =pog ' ist ein skalares SpektralmalB von M., z.B. da
v= > v, Fir 1g<m<co sel
I<m< o

by e lre im0l
i : i

l dy
Man beachte dafl

(3.2) ot (A<M o)

da fiir 1< m < oo », auf ¢(E,,) konzentriert ist, konnen die Reprisen-
tanten der Radon—Nikodym-Ableitungen so festgelegt werden, dall

(3.3) b, < @(B,)  (I<m < o).

Aus Satz 1 ergibt sich nun sofort
SATZ 2. Eine von Newmannsche Vielfachheitsfunktion k von M, ist
gegeben  durch
(3.4) k@) = D (@) +oo () (2€C).
lsm<oo
Wenn ¢ im u-wesentlichen halbschlicht ist, ist B, eine p-Nullmenge und

die Existenz von H,, (1 < m < oo) folgt aus einem Satz von Lusin (vgl. [9],
thm, 2.1; [5], p. 294), Die Formel (3.4) reduziert sich auf

(3.5) | k@) = D xm,0) (2€0).
o ' l<m<oo

4. Beziehungen zur Formel von Abrahamson & Kriete. Abrahamsox} &
Kriete [1]geben die folgende Formel fiir die von Neumannsche Vielfachheits-
funktion % von M, : Sei ¥ = o(M;) = supp(»). Dann:

(4.1) k(2) = dkg e} fir »fa.zeX.
Hierbei bezeichnet ¢, {z} das wesentliche Urbild von z (unter p), das wie
folgt definiert ist:
) o Dy ) lim AT 27 B
reg, {& = (= lim ——
’ v B (e (Bol))
fiir alle Umgebungen ¥ vonr a.
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Hier bezeichnet B,(z) die Kreisgcheibe um z mit Radius 8. Man beachte
(vgl. [11), daB die Funktion D, ein Reprisentant der Radon-Nikodym-

- . d .
Ableitung —;TV ist, wo vp == (u|p)oph

. Wir geben in diesem Abschnitt fiir den Spezialfall, daB ¢ in u-wesent-
lichen halbschlicht ist, einen direkten (von [1] und [9] unabhéngigen)
Beweis fir die Formel

(42) oot = 3 g () i wfa. zeY.

ISm<co

Wenn man (4.1) zugrundelegt, hat man hierdurch einen neuen’ Beweis
fiir Satz 1: Ausgehend von einer Spektraldarstellung U von T (nach (2.1))
konstruiere man I*(X, u), ¢ wie in Abschnitt 2. Mit B, = {m} x X,
(I1<m< ), B,, =leere Menge hat man dann eine Zerlegung von £
des in Abschnitt 3 betrachteten Typs. Offenbar gilt hierfiir YV = 0
¥~ 0 Dy = ¢ (L < M < ). Satz 1 folgt somit aus (4.1) und (4.2). (We;JnI;
man nur die Deduktion von Satz 1 aus (4.1) im Auge hat, kann der folgende
Beweis fiir (4.2) wegen der speziellen Struktur von X und u stark verein-
facht werden.) Geht man andererseits von Satz 1 aus, so hat man einen
neuen Beweis fiir (4.1) allderdings nur im betrachteten Spezialfall, daB ¢
pu-wesentlich halbsehlicht ist. :
Zum Beweis von (4.2) wihle man eine abzihlbare Basis' ¥ der of-
fenen Mengen in X, dann fiir jedes V € ¥ einen festen Reprisentanten

. . Cdy .
der Radon-Nikodym-Ableitung] d—:' Zu jedem Ve ¥ existiert eine

v-Nullmenge ny, so daf

d
Dy (2) = —5;’1 (2) f.a. ze ¥ —np.

ni= VLg)ynV ist eine »-Nullmenge. Sei Ve ¥. Wir berechnen d;”.
4

Mit V,,:=VnEB,ist V= {J V,; man beachte, da8 u(#.) = 0. Damit

: . . <m<o .
g]%t fur jede Borelmenge b in C (wobei sich die dritte Gleichung auns der
Eineindeutigkeit von ?lg,, ergibt):

(0):=p(Vag @) = 5 u(Vune (5)

I<m<oo :

= 3 rmlpTa)ot) = 3 [rp,m gy

I<m<eo 1<m<o b

dA

b
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Die Summe konvergiert wegen des Satzes von Beppo Levi fiir »f.a. 2 € C;
die zu den abzihlbar vielen V ¢ ¥ gehorigen Ausnahme-y-Nullmengen
werden zu n geschlagen. Wir konnen also im Folgenden davon ausgehen,
dag

‘ a
(43) Dy = xwm,(z)--gﬂ(z) tiir alle ze ¥ —n, fir alle Ve .
24

lsm<oo

Beweis fiir #{meN: 2ed,} < H¢; {zifa.ze Y —m:Seize Y —n.
Wenn 2 € 0,,, < @(Bp,), also z = p(») mit z € B, , so ist » e ¢y {z}: Denn
ist ¥ e ¥ eine Umgebung von =, so ist z € V,,, = VB, , also z = p(x)
€ ¢(T,p,) und damit nach (4.3) :

- v, d»,
Dy(2) > Ly, (z)-7’:°_ (2) =1- d’:0 (2)>0

dazebd, . Wennnun #{meN: zeb,} = R, 8o liegt 2 in R verschiedenen
9,,’8, besitzt also wesentliche Urbilder in R verschiedenen E,’s. Da die B,,
disjunkt sind, folgt ¢, {z} > R. : B

Beweis fiir &g, {¢} < F{me N: zebd,llaze Y —m:Beize ¥ —,
sei t:{me N: zebd,} = R. Sei 0.B.d.A. B < co. Dann gibt es natiirliche
Zahlen my, My, ..., My 50 daB 2 € Dp NDp,N ... NDy,, jedoch 2 € Dy
fir m ¢ {m,, Ma, ..., mz}. Nach (4.3) folgt dann

d

J
’mG
(4.4) Dyl2) = K;;Rxw"‘k’ (e) S5 () fa. Ve 7,
wobei i (2) > 0 fiir 1< k< R. Sei # e g, {e}, d.h. Dy(e) > 0 fiir alle

dy
Umgebungen V & ¥ von ». Nach (4.4) muf dann ein k€ {1,2, ..y R}
existieren, so daf

LoV y(2) >0  fiir alle Umgebungen Ve¥ von z,
0
d.h. es mufl gelten

zecp(VnEmko) fiir alle Umgebungen V e ¥ von z.

Wegen der Eineindeutigkeit von ‘plEmk kann nur ein 2 mit dieser

Eigenschaft existieren. Da %, nur R verschiedene Werte annehmen kann,
kann ¢, {z} hochstens aus B Punkten bestehen, d.h. Hor {2} < R.

5. 2 3 {2} als von Neumannsche Vielfachheitsfonktion von M.
Die Ergebnisse von Abschnitt 3 sollen jetzt dazu benutzt werden, zu
untersuchen, inwieweit die Formel (1.3) gilt. Die Uberlegungen und Formu-
lierungen in diesem und im nichsten Abschnitt kfnnten etwas vereinfacht
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werden, wenn ¢ die Eigenschaft hitte, Borelmengen in Borelmengen
tiberzufithren (was z.B. dann zutrifft, wenn ¢ halbschlicht ist (vgl. [B]).
Die Zihlfunktion 2 1+ ¢~ {2} ist dann eine Borelfunktion (vgl. [6], p. 176).
Aus (3.4) und (1.2) folgt

(5.1) Ho e} = o fir yfa. zebd,.

Umgekehrt folgt (1.2) unter Beachtung von (3.3) sofort aus (3.4) und

(5.1). Um von [1] unabhingig zu bleiben, beweisen wir zundchst (5.1)
mit den Methoden von Abschnitt 3: :

Es geniigt zu zeigen, daB fir n = 1; 2, ... gilt
(5.2) Ho Ml =n  fir  vfa. zed,.
. Beweis fiir (5.2). Nach [9], thm. 3.1 existiert eine Zerlegung von H
In paarweise disjunkte Borelmengen Fy,...,F, 50 daB 7, ~7, ~...
LTy NV WO T, = po(plp,) 7, k =1,2,..., n. Bs existieren (vgl. [2],
chap. V, §6) Borelmengen b, mit b, < p(F,) und 7,(C —b;) = 0. Damit
0 = 7,(Doe—Dz) = ¥5(Des—By) = #(boo—Dy) (lebzteres wegen (3.2)). Somit

ist n:= {J (bo—D;) eine »-Nullmenge. Die Behauptung (5.2) folgt
. I<k<n
Jetzt aus bo—m< U b |J o(F).

I<k<n I<k<n

Sei e:="{2eC: k%) < co}. Man beachte, dal auf C—¢ die gewiin- ‘

schte Gleichheit nach (1.2) »-f.ii. gegeben ist.
SArz 3. Notwendig und himreichend fir die Giltigkeit von (1.3) ist:

(6.3)  PFir jede u-Nullmenge N < X ist o(N)ne in- einer v-Nullmenge
enthalten.

Beweis. 1. (5.3) ist hinreichend: Fiir 1< m< oo setze 1, = (‘P(Em)
‘Ne)—b,,. Bs geniigt zu zeigen

5.4) ) =0 fir 1< m< oo

P(B)ne—by, = n, fir eine geeignete y-Nullmenge 1.
Denn ist m eine »-Nullmenge, so daB

(5.6) Ho™ e} = oo fiir alle z e Do —T,
sogiltmitn = "~ (J n,um fiir 2z e e—n zunichst 2 ¢ Dy, also 2 ¢ p(H,),
l<m<oo «

-und damit wegen (3.3) und der Eineindeutigkeit von firi<<m
schlieBlich J(z) > 4q~"{z}. TR Play HELSm <0
B_eweisl fir (54). Sei 1<m< . Wegen 0 = Y (C — b,
=./J(E'mﬂ_<p_ (C —lbm)) gibt es nach Voraussetzung eine »-Nullmenge a
mit eng(B,Nnp~ (C—b,)) < a. Hieraus folgt o(By)Ne—2d, < @
2. (8.3) ist notwendig: Sei n eine v-Nullmenge so daB

(5.6) kE(z) = o™z} fiir zeC—m.

Uber die spekiralen Vielfachheitsfunktionen 9

Dann ist'qo(Em)ne——bm c 1 fiir 1< m < oo, denn filr z ep(E,)Ne—b,
ist nach (3.3) und (3.4) ¢~ {z} > E(2)+1. Also gilt

(5.7) sp(Byr)ne—b,) =0 fir 1<m< co.
Seinun N < X eine y-Nullmenge. Bgist ¥ = |J N, woXN,, = B, NN,
I<m< oo
I<m< oo; p(Nyne = U o¢(,)ne Die Behauptung, dall ¢(¥)ne
I<msoo

in einer »-Nullmenge enthalten ist, folgb dann aus den folgenden zwei
Bemerkungen: (2) Fir 1< m < oo ist »(p(Np)ne) = »(p(Va)ne—b,)+
+#{p(N,)Nenbd,,) = 0, wobei der erste Surnmand wegen (5.7) versehwin-
det und der zweite wegen u,(p(N,)NeNDdy,) < ry(p(N,)) = n(B,n
Ng™ (p(Np))) = 8(N,,) = 0und (3.2). (b) (N )Ne ist in einer »-Nullmenge
enthalten: Denn sei m eine »-Nullmenge so daB (5.5) gilt, so ist (unter
Beachtung von (3.3))

o {2} > k(2)+1  fiir alle 2 e p(N,)Ne—m,

also gilt nach (5.6) daB ¢(N,)Nne cmun.
SATZ 4. Bs gibt stets eine v-Nullmenge N < X so daf

k(z) = 3(p|x_y) 7" e} »Li. auf C.

Beweis. Man definiere fiir 1 < m < o0t N,,, = {we H,: p(x) ¢d,,};

es gilt p(N,) =»,(C—b,) =0. N:= |J N, ist eine u-Nullmenge,
I<sm<oo

die das Gewiinschte leistet: Da die Abdnderung von ¢ auf einer »-Nullmenge

die Giiltigkeit von (1.2) nicht beriibrt, gilt zunichst

k(=) < H(plx-ny)7 &} »Lii. auf C;
damit existiert eine »-Nullmenge n so daf
(5.8) :}:;‘:(qz]X_N)“{z} = co fir alle 2 € b,—n.

Aus (3.4), (5.8), der Definition von N und der Eineindeutigkeit von ¢|z
fiir 1 << m < co folgt nun leicht daf

H(plxn) "} < k(z) fa zeC—m.

6. Die Hellinger-Hahnsche Vielfachheitsfunktion von M. Die Hellinger—
Hahnsche Vielfachheitsfunktion h: € — NuU {0, oo} eines normalen Ope-
rators T beschreibt das ,gestufte Spektrum” von T, d.h. die fallende
Folge der Spektren der zyklischen Anteile von T bei einer kanonischen
Spektraldarstellung (vgl. [6], [7]). Sie verfeinert somit den Begriff des
Spektrums von T, welches fiir T' = I gleich dem wesentlichen Bildbereich
von ¢ ist. Wir werden im Folgenden sehen, daf die Hellinger-Hahnsche
Vielfachheitsfunktion von M, die Zihlfunktion der ,mehrfachen Zugehé-
rigkeit” zum wesentlichen Bildbereich von M, ist.
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Seien X, 4, p: X — € wie in Abschnitt 3. Sei ¥ eine (nicht notwendig
Borelsche) Teilmenge von X. Der wesentliche Bildbereich von <ij, bezeich-
net durch e~rg(¢p]E), wird definiert das das XKomplement der Menge
der Punkte z, € C, fiir die ein &> 0 existiert so daB |p(x)—2/ > ¢ fiir
p-fa. v B,

DEFINITION. Sei n € N, 2, € C. Man sagt, 2, gehort mindesiens n-fach
zu e-rg(p), wenn fiir jede y-Nullmenge N < X gilt, daB 2, e-rg(<p|En(N)),
wo B (N):={weX—N: #(plr_n)" pa)}>n}.

Da E,(N)=X~—N, ist ,mindestens einfache Zugehorigkeit” zu
e-1g (@) gleichbedeutend mit ,Zugehorigkeit”. Die Begriffe , genau n-fache”
und ,, co-fache Zugehorigkeit” werden jetzt wie tiblich definiert.

SATZ 5. Sei k(-) die Hellinger—Hahnsche Vielfachheitsfunktion von M.
Dann gilt fir alle z € o(M,) = e1g(p):

h(z) = genaue Vielfachheit der Zugehorigkeit von z zu e-rg(p).
Beweis. Sei # eerg(p). Zu zeigen:
h{zy) = n <z, gehort mindestens n-fach zu erg(p).

Sei k eine von Neumannsche Vielfachhejtsfunktion von M, e, : = {2: k(2) = m}
fir 1< m< oo. Wegen

h(zg) = m < v(B,(2)Ne,) >0  fiir alle >0

{vgl. [7]) ergibt sich die Behauptung mittels einer direkten SchluBweise
aus (1.2) (angewandt auf ¢|x_y; fiir =) bzw. aus Satz 4 (fir «).

5. Beispiele.

1. Sei X ein lokalkompakter Raum, x ein endliches Borelmafl auf X
mit Triger X; sei p: X — C beschriankt und stetig. Man betrachte das
Raumtripel 0,(X) < I*(X, u) < C,(X)'; dann bildet das System der
Punktmassen {8,},..x ein vollstindiges System verallgemeinerter Eigen-
vektoren von M, (zu den Eigenwerten ¢(z), # € X). Ahnlich wie in [6]
kann man zeigen, daB8 die geometrische Vielfachheit wv(2) =
»dixn(Ker[(M¢|cc(X))’—z~idccm,]) von z als verallgemeinerter FEigenwert
von M, gegeben ist durch

v(2) = ¢z} f.a. z&C.
Wenn nun (1.3) gelten wiirde, hitte man eine einfache Beschreibung
der von Neumannschen Vielfachheitsfunktion & von M, als Vielfachheit
der verallgemeinerten Eigenwerte.

2. Sei- X =[0,1], 4 = m das Lebesguesche MaB8 aunf [0,1]. Sei
@: [0,1]— R eine beschrinkte Borelfunktion des folgenden Typs: (0, 1]
148t sich in abzdhlbar viele bis auf Randpunkte disjunkte abgeschlossene
Intervalle I,, I,, ... zerlegen, so daB |, fiir 1 <k < co streng monoton

Uber die spekiralen Vielfachheitsfunktionen 11

ist. Bekanntlich (vgl. etwa [8], p. 431) besitzt jeder beschrinkte
gelbstadjungierte Operator T' mit leerem Punktspektrum auf einem sepa-
rablen Hiltbertraum eine Darstellung als Multiplikationsoperator M, auf
I?(X, 4) mit einer solchen Funktion ¢. T besitzt genau dann ein rein
absolutstetiges Spektrum, wenn (pl;)™! fiir 1<k < co absolutstetig
igt. Aus Satz 3 ergibt sich fiir diesen Fall, daB (1.3) jedenfalls dann gilt,
wenn auch g, fiir 1<k < co absolutstetig ist.

3. Im Zusammenhang mit 2. betrachten wir ein Beispiel eines selbst-
adjungierten Operators 3/, mit rein absolutstetigem Spektrum, fir den (1.3)
nicht erfiillt ist: Es gibt (vgl. [2], chap. IV, § 4, Exc. 4) eine Borelmenge
a < [0,1] mit m(a) =% wd 0 < m(anl)<m(l) fiir jedes Imbervall
I < [0, 1] positiver Linge. Setze p; = mly, 02 = Mig y_ay

H = I*([0, 1], ¢)®I*([0,1], gs), T = Multiplikation mit 2.

Diese Definition gibt gleich eine Spekitraldarstellung von 7. Ein skalares
Spektralma8 von T ist ¢ = m|y,y; ; damit besitzt T rein absolutstetiges
Spektrom. Bsist do; /de = yo, dos/do = 2o y3qs 2180 Dy = @, b, = [0, 1]—aq;
damit hat man k(2) =1 fir g-fa. 2e[0,1] = o(7). Nun kann man
X ={1}xX,u{2}x X,, 4 und ¢ wie in Abschnitt 2 konstruieren, so
daB T unitiraquivalent zum Multiplikationsoperator M, auf I*(X,p)
ist. ¢ ist stetig. Dennoch gilt wegen X; = X, = [0,1] daB $¢ ™ {2} =2
fa. 2e[0,1)]. Ny:={1}x([0,1]—a)U{2} xa ist eine u-Nulimenge in
X, jedoeh @(N,) =[0,1] keine y-Nullmenge. (Hier ist »:= pog™’
= = m]m,l].) Tatsachlich ist N, die im Beweis von Satz 4 auftretende
Ausnahmenullmenge, mit der #(¢|X~N0)“{z} = k() =1 »fi. auf C.
Nach dem oben Gesagten kann T auch als Multiplikationsoperator M
auf L2([0, 1], m) dargestellt werden, was hier noch explizit ausgefiihrt
werden soll: Setze I'y(z) = m([0, z]na), I's(z) = m([z,1]—a)+%. Dann
ist Iy: [0,1]—>[0, 3] streng monoton wachsend, I,: [0,1]—[%,1]
streng monoton fallend; I';, I', sind absolutstetig. Setze ¥, = I !: [0, §]

—[0,1), ¥, =1TI7':[%,1]-[0,1]. Fir k =1,2 git: g = mo ¥P';

L3(f0, 1], o) ist isometrisch isomorph zu L*([0, ], m) fir &k = 1 bzw.
zn L2([%, 1], m) fir k = 2 vermoge f > fo ¥}; dabei geht die Multiplika-
tion mit z auf L*([0, 1], g,) fiber in My . Man definiere nun ¥:[0,1]— R
durch &U{[D q =¥, LV]F 1] = ¥,; ¥ist stetig auf [0, 1], jedoch nicht absolut-
stetig. T is?{: unité;rétqu;va.lent zu M. Offenbar gilt auch hier ¥~ {z} = 2
f.a. 2z € [0, 1]. Die m-Ausnahmenullmenge im Beweis von Satz 4 ist jetzt
Ny =T1([0, 1]—a)uly(a); es ist W(N,) = [0,1]

Im obigen Beispiel ist My zyklisch; ¥ ist im , wesentlichen einein-
deutig”, was nach [9] notwendig und hinveichend fiir diesen Umstand ist.
Ein Beispiel fiir einen nichtzyklischen Operator My erhilt man, wenn man
die obigen Uberlegungen mit g = migy, 02 = m‘u durchfiirt. Dann
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witd ¢ = g, =v = My,
2 fir =zea,
1 fir =ze[0,1]—a,

(also gleich der Hellinger-Hahnschen Vielfachheitsfunktion von M).
4. Zum AbschluB wird noch kurz das Beispiel D aus [17 diskutiert:
Mit Hilfe eines stetigen singulédren WahrscheinlichkeitsmaBes o mit Trager
[0,1] und der dadurch definierten Funktion F(2) = ¢([0, #)) wird dort
eine stetige Funktion ¢: [0, 1] — R eingefiihrt, so daB fiir den Operator M,
auf Z%([0,1],m) gilb: k(z) =1 fiir »fa. 2e[0,1], ¢ {e} =2 fa.
z2€[0,1]; v = }(m+ o). Die Uberlegungen von Abschnitt 3-5 kann man

k(z) = HP 1z} =2 fa. ze[0,1]

hier mit B, =[0,%], B, = (4,1] uwd E, =... = B, = leere Menge
durchfithren. Man findet o; = 3-m, g, = 30. Sei § < [0,1] eine Lebes-
gue-Nullmenge, auf der ¢ konzentiert ist. Dann ist% = Z[1-57 Zga

e ’ 0

= yg3 Dy =[0,1]—8, b, = 8. Satz 1 bestdtigt, daB3 %k(z) =1 fir »-fa.
ze€[0,1]. Die im Beweis von Satz 4 auftretende Ausnahmenullmenge
igt hier

Ny = [0, 31ng ' (8)u(},1]10g7'([0, 11— 8) = -8V (1—3F([0, 1]~ 8));
es ist p(N,) = SU([0,1]—8) = [0,1].

Literatur

[1] M. B. Abrahamse and T. L. Kriete, The spectral multiplicity of a multi-
plication operator, Indiana Univ. Math. J. 22 (1973), S. 845-857. !

[2] N. Bourbaki, Intégration, 2¢ éd., Hermann, Paris 1965. ;

[8] N.Dunford and J. T. Sehwartz, Linear operators II, New York 1963.

[4] H. Federer, Geomelric measure theory, Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg— ]
New York 1969.

[57 F. Hausdorff, Mengenlehre, 3. Auflage, Dover, o. J., New York.

[61 X. Kalb, Die Vielfachheil nach Hellinger und die geometrische “Vfielfa,chheit der
verallgemeinerten Eigenwerte, Arch. Math. 25 (1974), S. 290-296.

[71 X. Kalb, Teorema y funciones de multiplicidad espectral, Rev. Colombiana
Mat. 10 (1976), S. 1-37.

[8] T. L. Kriete, Complete non-selfadjointness of almost self-adjoint operators,
Pacific J. Math. 42 (1972), S. 413-437. .

[9] M. G. Nadkarni, Hellinger~Hahn type decompositions of the domain. of a Borel
Sfunction, Studia Math. 47 (1973), S. 51-63. .

[10] J.v. Neumann, On rings of operators IV. Reduction theory, Ann. of Math (2)

50 (1949), S. 401-485.

Recetved June 25, 1976 (1175)

STUDIA MATHEMATICA, T. LXVI. (1979)

On the Poisson integral
for Lipschitz and ("-domains
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BJGRN E. J. DAHLBERG (Goteborg)

Abstract. Let D be a Lipschitz domain and let Hf denote the solution of the
Dirichlet problem with boundary values f. In this note we prove that if f € L? (o),
where o is the surface measure of D and 2 < p < co, then the nontangential maximal
funetion associated to Hf is also in LP. Here the exponent 2 is sharp. However, if D
is assumed to be & (l-domain, then the results hold for 1 < p < co. The method we
use is to characterize the corresponding Carleson measures.

1. Introduction. Let D be a bounded Lipschitz domain and denote by é
the surface measure of éD. If E < 8D and P e D, we denote by «(P, B)
the harmonic measure of B evaluated at P, and if f is integrable with
respect to the harmonic measure, we denote by

Hi(P) = [f(Qw(P,dQ)
an

the Poisson integral of f. For the basic properties of o we refer to Helms [5],
Chapter 8. We recall that if D is the unit ball and 1 <p < oo, then
[ sup [Hf(r@)Fdo(@ <O, [ |fIPdo.
ap O<r<l 8D
In this article we shall study the analogues of this result for Lipschitz
domains. Tt turns out that the analogue holds if 2 << p < co but not always
if 1 < p < 2. However, if we assume that D is a ¢*-domain, then we can
extend the result to 1 < p < oo. We shall formulate these results in See-
tion 3, but we can give the following characterization of the corresponding
Carleson measures.
TarorEM 1. Let D < R", n 3= 3, be a Lipschite domain andlet 2 < p < oo.
If p is a positive measure on D, then the following conditions are equivalent:
(i) There is a constant M such that for all P € 6D and all r > 0 we have

(L.1) #{QeD: |Q—P| < vy M.
(ii) There is a constant K such that for all f e L” (o) we have
(12) [1Efrap< K [iffdo.
D oD





