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La loi des grands nombres pour les marches aléatoires
sur le dual de SU(2)

par

L. GALLARDO et V. RIES (Nancy)

Abstract. The set of probability measures on N, regarded as the dual of SU(2),
is provided with a new convolution. If x is such a measure, the convolution powers u®
are the probability laws of the successive states of a Markov chain for which we give
the Central Limit Theorem and the Strong Law of Large Numbers.

Introduction

X, X, ...,X,,... étant une suite de variables aléatoires indépen-
dantes de méme loi u & valeurs dans N (i.e. g = 3 a,6,0l 8 est la mesure
xeN

de Dirac et ol les poids a, sont positifs et de somme 1) on a les résultats
classiques pour 8, = X, +X,+ ... +X,;:

(a) ———————S"__:z/fe(xl) converge en loi si Zm2az< -+ oo (TLC),
k(2 zeN

8 N . .
(b) —~1‘~ converge presque strement vers 29«"% gi cette série con-

verge (LG-N)

1 est bien connu que la démonstramon du TLC s’appuie essentielle-
ment sur les propriétés de la convolution et de la transformation de Fourier
alors que c’est la technique probabiliste des sommes de variables aléato-
ires indépendantes qui permet d’établir la L.G.N.

Dans cet article, nous montrons comment on peut étendre ces deux
résultats & une chaine de Markov S, sur le dual de SU(2) (isomorphe & N)
introduite dans [1]. Pour cela nous définissons dans N une “addition an
hasard”, notée @ telle que la chaine S, puisse s’écrire

8, = X 00X, D ... X,

ot les X; sont des variables aléatoires indépendantes de méme loi & valeurs
dans N.
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1. Une addition aléatoire dans N

Dans [1] on définit & partir des formules de Clebsch-Gordan pour
le produit tensoriel des représentations unitaires irréductibles du groupe
compact SU(2) une convolution généralisée, motée x, sur T’ensemble des
mesures de probabilité sur N en posant:

TAY |

—y|+2s+1
axa_ylw yl+28+

v s‘:olm e—yliass (@, Y) €NT (Y)

et, en général,

,uxv=(2 )(Zbé) D 0Dy 8,% 8,

zeN (a:,y)EN-'
Cette convolution est commutative, associative et permet, & partir
d’une probabilité u sur N, de définir une chaine de Markov (8,),.v, appelée

par abus de langage marche aléatoire de loi y, dont le noyau de transition P
est défini pour # e Net A = N par:

P(o, 4) = (8, % p)(4).
TLa “transformation de Fourier” u~- a définie pour 0 e [0, =] par:

- . sin(z+1)6
#o = REN“Z (@-+1)sin 6

permet une étude détaillée du comportement asymptotique des marches
ainsi définies et montre en particulier qu’elles sont toutes tramsitoires.
11 est donc maturel d’étudier la convergence presque stre de S,/n
et pour cela d’essayer de définir une “addition” @ pour des variables
aléatoires indépendantes & valeurs dans N telle que:
(a) si X et ¥ ont pour lois respectives u et v, X @Y ait pour loi p X,
(b) cette opération soit commutative et associative (comme la con-
volution x) et permette d’écrire §,, sous la forme

= X1 DX, D... DX,
ol les X, sont indépendantes et toutes de loi u.

1. Une interprétation géomdtrique de la convolution. On observe
dans [1] que le comportement asymptotique de 8, est comparable & celui
du module d*une marche isotrope classique dang Z° (¢f. [6]). Comme d’autre
part 8, est & valeurs dans N, cela incite & Pinterpréter comme le module

d’une marche isotrope sur les spheres de R® centrées Yorigine et de
rayon entier.

() zA y désigne le plus petit des deux entiers « et y.
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Or on peut remarquer que, z et y étant deux entiers naturels, si @
est un point de 8(0,z-+1) (%), la probabilité pour que la distance & 0
&un point aléatoive uniformément distribué sur §(@, y +1) soit comprise
entre p—y|+2s et [o—y|+2s+2 (s €[0,2Ay]) est précisément égale
, lo—yl+2s+1

@+ y+1
du segment sphérigque découpé sur 8(Q, y -+ 1) par les sphéres §(0, Je—y|+
+25) et 8(0, lo—yl+25+2).)

On peut done considérer d, X 6, comme la loi de la distance & Porigine
d’un point aléatoire M de R® obtenu de la facon suivante: @ étant pris
arbitrairement sur S(0, z+1), on choisit au hasard (distribution wuni-
forme) un point K sur 8(Q, y+1). e point est situé entre deux sphéres
S0, w—y|+2s) et S0, lz—yl+2s+2) (s =0,1,2, vy itny) BMoest
alors obtenu par projection radiale de K sur la plus petite de ces deux sphéres.

Remarque. Pour construire une marche §, partant de 0 et dont
les “pas” X, soient de loi u on pourra done construire une suite (3L,)
de points de R’ tels que les vecteurs 0Jf, ajlent pour modules 8,, mais
il est plus simple d’envisager une suite a1, telle que |03M,] = 02T nH—
+1 en choisissant arbitrairement M) sur 8(0,1) et en construisant I,
de la fagon suivante: sur 8 (M, ,, X,+1) on choisit au hasard un point K.
T est sitté entre denx sphéres §(0, 18, — X, 1 +2s—1) et 8(0, 18,_,— X, +
2984+1) (s =0,1,2,..., 8,_,aX,). M, est alors obtenu par pr01ect10n
radiale de K, sur celle de ces deux sphéres dont il est le plus proche.

2. L’Opération @. Toutes les variables aléatoires considérées dans
la suite sont définies sur le méme espace de probabilité.

DEFINITION. Soit X et ¥ deux variables aléatoires & valeurs dans N,
Qx vn point quelcongue de la sphére de R? de centre 0 et de rayon X-+1,
Vx le vecteur de R® associé au bipoint (0, @x), W2 un vecteur de R®
de module Y +1, mvanant par rotation et de direction (aléatoire) D.

(I suffit pour le voir de déterminer I'aire

On notera X @ Y la variable aléatoire définie par
Xél’ = | X-X|+28
ol § est Pentier de [0, XA Y] tel que
X—X|+28< |V + Wl < | X—F|+28+2.
Cette définition appelle les remarques suivantes:

D
(a) La variable X ® Y ne dépend pas du choix de Qx sur (0, X+1)
mais elle dépend du choix de D.

(®) On notera §(4, z) la sphere de R? de centre A et de rayon x et 0 = (0, 0, 0).
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(b) Si X =@ p.s. et ¥ =y p.s. on définit ainsi une “addition au
D

hagard” dans N, @y étant alors une variable aléatoire qui peut prendre
les valeurs [@—yl, l#—y|+2,...,2+y et qui ne dépend en fait que de
la direction aléatoire D.

D
(¢) La variable X = 0 p.s. est élément neutre: 0B X = X,
(d) Lorsque le symbole 6—) est utilisé plusieurs fois dans une expres-
gion — par exemple (X @ Y) @Z nous conviendrons que les directions D

qui interviennent sont indépendantes entre elles et indépendantes des
variables de la “somme?”.

(e) A toute direction aléatoire D on peub associer une variable alé-
atoire A & valeurs dans [ —1, +17 telle que

[Vx+WP| =V(X+1P+ (T +1)P+24(X+1)(X +1).

Llopération @ ainsi définie posséde les propriétés requises:
PROPOSITION. 87 X ¢t ¥ sont des v.a. (3) indépendantes & valeurs entiéres,
de lois respectives p et v, X DY est de loi pu X ».
Démonstration.
(a) Qest clair dans le cas u = 6, et » = §, ’aprés L1
(b) Soit 4 = 3 a,8,,v= 3 b,6,. Pour tout k « N on a:
20 v=0

D D
PXQY =k = D PXOY =k X =2,¥ =y)

¥,z=>0

D
= D P@®y =k, X —u,Y =y).

Z,y>0

Or les v.a. m@y ne dépendent que de D (remarque (b)) done sont
indépendantes de X et ¥, d’oii:

P(X@y =k = ZP(m@y =1)-P(X =2)-P(Y =y)

2,¥20

D 8,x8,(k)ad, =uxv(k). W

z,y=20

Il

11 en résulte immédiatement que, comme I convolution X, Paddition
@ est associative et commutative. On a done

Dy D, Dy Dy
(X1 @—Xz) @X.« = Xl @(Xz @Xs)

(®) Dans la suite on notera v.a. pour variable aléatoire.
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et on notera
Dy Dy
X, 0X,0X,

(ou X; DX, DX, si 1’on ne s’intéresse qu’s la loi de probabilité de cette
variable aléatoire).

En particulier la marche aléatoire de loi x4 partant de « ¢ N peut
g'écrire:

Dy Dy Dy
= $®X1 DX,®... ® X,

o les X; sont indépendantes et de méme loi u.

Enfin, pour la marche aléatoire partant de 0 on notera:

Dy Dy Dy
8, =X,0X,®... @ X, (cf. remarque(c)).

II. Le théoréme limite central

1. Rappels et notations. (Cf. [1]).)
(a) Soit x4 une probabilité sur N. On note a (voir I) sa “tramsformée
de Fourier”. Si X est une v.a. de loi u on utilisera la notation pyx.

(b) u et v étant des probabilités sur N, leur “transformée de Fourier” p
et v wérifient la relation fondamentale:

AN
BXY == pv.

En particulier, si 8, désigne la marche de loi yu partant de y, on a:
fis, = 8-
(¢) X étant une v.a. de loi y apériodique et ayant un moment d’ordre
deux, on a ‘

lim g" (.i) = 8_‘,,2, pour tout a >0

N0 n
ol ¢ =1H(X*42X).

2. THEOBEME. Soit u une probabilité apériodique sur N possédant un
moment d'ordre deux, 8, une marche aléatoire de lot u et ¢ = ;B (8 +28,).

Alors 8,V 2nc converge en loi et la densité limite est

w~—>l/——w”6 * powr x3>0.

La démonstration fait appel 4 un lemme établi en [4] dans un cadre
plus général:



98 L. Gallardo et V. Ries

LeMME. 8% (X,)nen €5t une suite de variables aléatoires positives telles
que, pour tout o> 0, on aitl:
Ioi

— [ Sana] - % sin Xa
n->00 Xna Xa
alors X, — X.

Démonstration du lemme. (a) Si H, et H, sont deux fonetions
de répartition sur R, telles que

~ sintw ~ siniz
f A, (z) = f dH,(z) pour toub > 0
J ir J iz
alors .
H, = H,.

En effet, pour ¢ 0 et p > 0, on a:

~ 2.2 Sinat I‘T’: -
ftze‘j’ 2 a— 4 e 47,
g ot 4p®

D’Ol\}, en intégrant chaque membre sur R, par rapport & la mesur
dH;(a) (j =1, 2), et en appliquant le théoréme de Fubini, )

o a2 © a2

[ e v aH,(a) =fe_4? dH,(a) Vp>o0.
[

0

Le résultat en déeoule par transformation de Laplace.

(b) Notons H,., et H les fonctions de répartition de X, et X. D’aprés
le théo?réme fie faible compacité de Helly, on peut extraire de H, une
sous-suite qui converge faiblement. Soit H,,, une telle sous suite et H,
sa limite. Le lemme de Helly Bray permet alors d’écrire:

o0

sinte ¢ sints
[ o at gy == [ 2 g ),
[ Q

itz
d’olt H, = H aprés (a).

La suite H,,, n_’ayant qu’un senl point d’accumulation, converge vers H
(an sens de la convergence faible).

Démonstration du théoréme. Soit X une v.a. de loig = D a,d,.
Onapour 6 > 0 =0

() = S1g, SEFN0 0 (sin(X41)6
#x(®) Z“ @rDsn6 ~ wmd 2\ @i |

=0
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Si la marche de loi 4 part de y, on a

sin(y-+1)6 -,

fis,(0) = 8, (0 (6) = - = = (0)-

D'antre part

9 (sin(;S’n—i—l)B)

M0 =5 (8,+1)6

Remplagant 0 par a [¥2cn et posant T, = (S,ﬂ—l)/Vﬂ on obtient:

a

a .
§in———— sin(y+1)
o sneT,) V2en Vaen ( a )
aTn B a ’ ( 4 1) o #x 4
—— Y1 —
Voen V2en
pour tout a > 0 et tout entier n.
D’aprés IL1 (e} on a done
sin T’ -
limE(—l—a"-) =e ¢ pour tout a> 0.
n—»0C a n
Or
& 9 -Z sinar ——"f—
J ‘I/—afi’e : dv =e *.
g ol
o
Dlonr:

sinaf,) _ ofsineX,
aT N aX,

n
ot X, est une v.a. positive de densité:

5 2
f(w)=]/?“’”6 T (2> 0).

Aingi, @’aprés le lemme, 7, converge en loi vers X,, done 8, /Vﬂ
Aussi.
Remarque. Une autre démonstration du TLC figure dans [1] et [61.

) pour tout a>0

IIl. La loi forte des grands nombres

On peut déduire du TLC que 8,/n —0 en probabilité sous ’hypo-
thése ,,u admet un moment d‘ordre deux”. Nous allons voir que cetbe
convergence est en fait une convergence presque sire et que I’hypothése
,»it 2dmet un moment d’ordre un” suffit. Plus précisément on 2 le
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THEOREME. 8% u posséde un moment dordre 148 (6>=0) on a dront

0 p.s..pour 6 < 1 dont la loi des grands nombres est un cas parti- E(X@Y|X =2)>a.

—r_ 5
%1-' 6/2 n—»oo

culter (8 = 0). . . . . Lemwe 2. Soient Yy, ¥sy..., X, des v.a. indépendantes a valeurs
Dans ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes: dans N, de lois respectives piy, foy ..., fy ayant toutes un moment d’ordre
X étant une v.a. de loi u, on note indifféremment H(X) ou E(u) deuwx. On note: '
son espérance mathématique. ‘
Si P est un noyau de transition et f une application de N dans N, . T, =Y.0Y:®..0Y, e O0;=FBTI)+2B(Y), i=1,..,n.
P(w; f) = Pf(x) = Y P{w, ¥)f(¥). En particulier:
veN On a alors,
si @* désigne I’application # — 2%, si X est une v.a. & valeurs dans N B(@@T,)) <22+ 0,+0,+ .
de loi 4 et si P est le noyau P(w;-) = 8, X u(*) (noyau associé &4 X) "
on a, P(w; 0°) = B((a®X)"). Démonstration. Elle se fait par récurrence.
8i P, et P, sont des noyaux de transition, alors P,-P, est le noyau A. Initialisation. (a) Supposons d’abord g, = &,
défini par: AV
o —yl+28+1
Py-Py(@;f) = D Py(w,2)Pa(2; 1) B((2®T,)) = m(l-’”—yl-i‘zs)’
2eN =0
En particulier si X et X sont des v.a. indépendantes & valeurs dans N, ., ST+ s >
P, et P, les noyaux de transition associés, on a: et 3z+3 y(y-l-a) 1529,
k =
PyPy(o; ) = B0 XD Y. T Sol+2) s a<y.
1. Lemmes préliminaires. v 3y+
Levve 1. X et Y étant des variables aléatoires indépendantes & valeurs Ainsi,
dans N, on a B(XOY|X) > X. ,
Démonstration. A. 8i ¥ =y p.s. alors B(XOY|X =) = E(x®y) E(o+T)0) < s*+y(y+2).
eb (b) py = 3 a,6,. On a alors, en notant P; le noyau associé & Y,
(a) si >y, - y>0
v
o—y+2s+1 v +2y B(@@Ts)) = Py(o; &%) = Y #4(8, % u)(2)
Bady) = -l - +28) =2 >, ? ®
V= 4 e TV = oty 2 | >
- — i 2
() si 2 < g, = ; 2 ”; a, (3, %3,))(2) ‘é:“" ( ;‘ 226, % 8,(%))
Bla®y) = By®s) — g+t > y>a. ; < Dafor+y(y+2) Qapres (a).
3(y+1) y=0
B. Bi Y est de loi g = 2%5”: alors i Drotr:
V= i
< = B(XY}) +28(X,).
BEXDY|X =a) = E(5, X p) =E[51x(2%50)] B((a@T.))<e*+0C;, avee 0 (X1) +2B(Y,)

B. Récurrence. Supposons que, pour tout #> 0, on ait:
= Da,B(6,x ) > Za @ daprés A,
el B((«¢®T, ) <#*+Cy+ ... +0,,.
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On & alors,
B((#®T,)) = P;*Py... Py 1P, (2; D%
= D Pyy(@,2)Py (207

T 2220
< ZPl o Py (@, 2)[22+C,] Qaprés A,
220
d’oil:

B((@@T, ) < D Py Puco®, 922+ Cp <2+ 0 + oo + 05+ G,

220

Q’aprés Phypothése de récurrence. L’inégalité est donc valable pour tout

n e N™.

Remarque. Dans le cas de la marche &, de loi g partant de 0 on

a F(82) <al; si p admet un moment d’ordre deux.

Leyve 3. X,, X,, ¥ étant des variables aléatoires & valeurs dans N,
on a:

D D
XY —X.@Y| < 2+X,— Xy

D
Oest une propriété géométrique évidente de Paddition @ (ef. 1.2,
Remarque).

2. La loi forte des grands nombres. Suivant le schéma classique,
nous la montrerons en deux étapes, la premiére étant la:

8,
PROPOSITION. Si u admet un moment dordre 2 alors —=3 0.
"

Démonstration. (a) Il résulte du lemme 1 appliqué & X =8,
et ¥ =X, que (8),v €st une sous-martingale positive, (82),.x est
done aussi une sous-martingale puisque

E(Siz]’gn—l) }" [E(’Sn!’gﬂ—l)]z />" Si—-l'

(b) Selon une inégalité classique de Kolmogorov—Doob on a done
pour tout ¢ %= 0

P(max 8; > %) gE—(,,Si’)-

1<k<n I

Ainsi, pour tout ¢ > 0, on & d’aprés le lemme 2:

P(max 8, > 1) <
I<k<n )

¢ = E(X3)+2EX,.
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(¢) Soit & > 0 et notons, pour tout p entier positif,

B, = {8, > re pour au moins un r € [2°7%, 2°[}.

Alors
4C 1
P(E,) < P(max §,>2"'e) < —
1<ka? g2 27
Aingi
1
yP(Ep) 5’ Z < oo

LD>1 :p>l
et, d'aprés le lemme de Borel-Cantelli, presque sirement un nombre
8,
an plus fini @’événements B, sont réalisés done m 2.
n

On peut ensuibe se libérer de "hypothése d’existence d’un moment d’or-
dre deux en considérant une marche tronquée S, dont les pas X, (de lois
différentes) possédent chacun wn moment d’ordre denx et définie dela
facon sunivante:

= p— —_— —_ —_— DTL =
X, =X;ni, B,=X,, 8§, =864, (n entier = 2),
) D,
ol D, est la méme divection que celle qui intervient dans 8, = Sﬁ_l@nxn.
A. Montrons d’abord que si g posséde un moment d’ordre 1, S, -8,
est p.s. majoré indépendamment de » pour n assez grand.

(&) I y a au plus un nombre fini d’indices m tels que X,, > m. En
effet:

SP(X, 2k =D P(Xizk) = Dk-P(X;y = k) =EX, < +oo,

k=1 k=1 izl

d’olt le résulbat d’apres le‘,_lemme de Borel-Cantelli.

(b) T en résulte qu’on peut trouver un entier N tel que, pour tout
%> N onait X, = X, p.s. et done, en notant ¥ la variable aléatoire

Dy i1 ‘Dyye Dp—

-X.V-H @ XN+Z @ (_B Xny
8, = 8x @Yp.s.

(il s’agit ici d'une égalité de variables aléatoires au sens clagsique) pour
n > N. .
Done, d’aprés le lemme 3:

18, S[—[&\@Y SA@Y| 2—.—[SA~SA[ps pour n > XN,
d’ou le résulbat.
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B. (82),nv est une sous-martingale.

Cela résulte du lemme 1 appliqué &4 X = §,_, et ¥ = X, et de I’iné-
galité:

B(8}I8, ) > [B(S,18, )1
C. Soit £¢> 0, et a> 0 et soit, pour tout p entier > 1 1’événement
B, = {8, > r"s pour au moins un r e [2771, 27[}.
La série 3 P(E,) converge si u posséde un moment d’ordre 3 —2a.
En effet :jp21
B(S5p)

o2 2a{p~1)
P(E,) < P( max §j> 2*%7 s“)g————sﬂzza(p_l)

1<<k2?
d’aprés la méme inégalité de Kolmogorov-Doob.
22 _ _
Or B(8%) < 3 0, Paprés le lemme 2 avee ), = B(X})+2BX,.
k=1

Done
a 2P a
D@ < 3 D0 = 30 ) 5

p=1 =1 k=1 k=1 p2P2k
Or il est clair que:

31 1 4°
@ D, 2——<T(4—_—1)

PPk
(®) O = 3 B(X;+2X,; X, = m).
m=0
D'otut:
Aa 42a
ZP(EP) <z 2 L nax (X2+2X)P(X, —m) ot A, — ——
g? k‘axk=m 4% —1
»>1 m>0 k>1
4, 3 .
< g 22 o min (k?; m2)P(X, = m).

m20 k>1

10 est facile d’établir que, 8i 3 < a <1, il existe une constante B, > 0
telle que

3
Z—E;min(kﬁ; m2) < Bm*2.

k=1

A.B, _oa ,
ZP(E_,,) <=5 Zma 9P (X, — m).

p>1 m=0

Alors
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D. 1I en résulte, en posant « = 1 — §/2, que si y posséde un moment
d’ordre 146 avec 0 < 6 < 1, presque sfirement un nombre au plus fini
d’événements B, se réalisent, c'est-a-dire:

S, pa 0
PR - Y,

8 &
done #—_’;/51’—3 0 d’aprés A.
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