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Ein Homotopieerweiterungssatz fiir konzenirierende mengenwertige
Abbildungen in lokalkenvexen topologischen Vektorriumen

von

SIEGFRIED HAHN (Dresden)

Abstract. In this paper we state a Homotopy Extension Theorem for concen-
trative multivalued mappings in locally convex spaces which are in general not necess-
arily metrizable. With this theorem we can prove the Theorem on Antipodes for
concentrative multivalued mappings in (non-metrizable) locally convex spaces.

1. Einleitung. Bekanntlich gibt es zu der von J. Leray und J. Schau-
der [21] 1934 geschaffenen Theorie nichtlinearer Operatorengleichungen
in unendlichdimensionalen normierten Raunen zwei Zuginge. Der eine
benutzt den Begriff des Abbildungsgrades (oder der Drehung im Sinne
von [23]) und dem anderen liegt ein Homotopieerweiterungssatz zugrunde.
Der erste Zugang ist der klassische, er wurde von Leray und Schaunder
verwendet. Der zweite wurde 1958 von A. Granas entwickelt [3]. Granas
konrite damit ohne Verwendung des Abbildungsgrades alle wichtigen
Ergebnisse der Leray—Schauder-Theorie beweisen (vgl. [4]). Die in [21], [4]
betrachteten Abbildungen sind kompakte Vektorfelder in normierten
Raumen. In den letzten Jahren konmfe der Abbildungsgrad einerseits
fiir allgemeine topologische Vektorrdume eingefiihrt werden ([187], [8],
{103, [14]), und andererseits wurde er fiir nmfangreichere Klassen von
Abbildungen hereitgestellt. Dies gelang z.B. fiir mengenwertige kompakte
Vektorfelder (s. z.B. [16], [22]), fir limeskompakte bzw. verdichtende
Vektorfelder in lokalkonvexen Riumen (5. z.B. [26]) und fir mengen-
wertige verdichtende Vektorfelder in metrisierbaren lokalkonvexen Raumen
[(247,[20]). Die Entwicklung der Granas-Theorie verlief indessen nicht
50 stiirmisch. Sie wurde fir kompakte Vektorfelder anf allgemeine topo-
logische Vektorrdume in [15] teilweise und in [6] vollsténdig iibertragen.
Fiir mengenwertige kompakte Vektorfelder konnte der Granas-Zugang
zur Leray-Schauder-Theorie (fiir lokalkonvexe Réume) ebenfalls durchge-
filnt werden [2], [17], wihrend fiir verdichtende Abbildungen dies bisher
nicht bekannt ist. In der vorliegenden Arbeit werden wir einen Homo-
topieerweiterungssatz fiiv verdichtende (bei uns “konzentrierende”) men-
genwertige Abbildungen vorstellen, der die Ubertragung einiger Ergebnisse
der Leray-Schauder-Theorie auf diese Klasse von Abbildungen in (micht
notwendig metrisierbaren) lokalkonvexen Ré&umen ohne Verwendung
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des Abbildungsgrades moglich macht. Da bisher keine Arbeit bekannt
ist, in der Begriff des Abbildungsgrades fiir mengenwertige verdichtende
Abbildungen in nichtmetrisierbaren lokalkonvexen Réaumen eingefiihrt
wurde, kénnen wir mit unserem Homotopieerweiterungssatz auch neue
Ergebnisse beweisen, die bisher nur fiir metrisierbare Riume bekannt
‘waren.

2. Bezeichnungen und Begriffe. Es seien X und ¥ zwel separierte
topologische Riume, ¥ Teilmenge eines Vektorraumes und R(Y) das
System aller nichtleeren, abgeschlossenen und konvexen Teilmengen von Y.
Eine Abbildung F: X — R(Y) nennen wir mengenwertig. F: X — R(Y)
heiBt nach oben halbstetig auf X, wenn fiir jedes z, € X folgendes gilt. Zu
jeder offenen Teilmenge W von ¥ mit F(x,) = W existiert eine Umgebung
U von @, so daB F(U) = W giiltig ist. Die (mengenwertige) Abbildung
F: X »R(Y) heiBe kompakt, wenn ¥ auf X nach oben halbstetig und
F(X) eine relativ kompakte Teilmenge von Y ist. Fiir ein genaueres
Studium von nach oben halbstetigen und kompakten mengenwertigen
Abbildungen verweisen wir auf [1], [16].

Fiir die nachsten zwei Definitionen orientieren wir uns vor allem
an den Arbeiten [26], [24], [13].

DEerINITION 1. Es seien F ein reeller, separierter lokalkonvexer
topologischer Vektorraum, I ein System von Teilmengen von F, das
mit jeder Menge M e I auch deren abgeschlosseneé, konvexe Hiille co [ M]
enthalt. Weiter sei (4, <) eine halbgeordnete Menge. Als Nichtkompakt-
heitsmal (im folgenden NEKM abgekiirzt) in F bezeichnet man jede
Funktion y: M— 4, fir die yp(co[R]) = ¢(Q) (L eM) gilt.

Wir nennen das NKM y monoton, wenn mit 2 auch jede Teilmenge
£ < 0 zu M gehort und 3(Q) < p(R) gilt, symmetrisch, wenn aus
Qe M aueh (— Q) e M folgt und p(Q) = y(— Q) ist. Das NKM y heiBe
in unserer Arbeit regulir, wenn fiir beliebiges 2 € M und ¢ E die Menge
{#}UQ zu Pt gehort und die Gleichheit p({n}UR) = p(L) besteht. y
heifle vereinigungstren, wenn mit 2, und Q, auch 2,UQ, zu M gehort
wd p(2,V0,;) = max{p(Q,), p(2,)} gilt. Die wichtigsten Beispiele fiir
NEM mit allen genannten Bigenschaften bilden das Kuratowskische
und das Hausdorffsche NKM (s. z.B. [26]) sowie das in der Arbeit [9]
eingefiithrte NXM.

DeFmNITION 2. Es seien ¥, M, A wie in Definition 1 gegeben. Weiter
sei p: M— A ein NEM in E, M eine Teilmenge von E und B eine belie-
bige Menge. Die auf M x B nach oben halbstetige Funktion F: M X B —
- R (H) heiBe (y)-konzentrierend, wenn fir jedes 2 < M sowohl £ als
auch F(£ x B) zu M gehort und wenn die Ungleichung () < v (F(L X B))
nur fiir relativ kompakte Mengen F(Q x B) bestehen kann.

In unseren weiteren Ausfithrungen werden wir fiir B nur das In-
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tervall [0, 1] oder die Menge {0} (0 bezeichne das Nullelement von F)
setzen und im letzteren Falle M x{0} mit M identifizieren.

Bekanntlich enthdlt die Klasse der konzentrierenden Abbildungen
echt die der kompakfen. Genauere Informationen erbdlt man hierzu
z.B. in [26]. Sei wieder E ein lokalkonvexer Raum, M, 8 Teilmengen
von E sowie B eine beliebige Menge. Wir bezeichnen mit ¢ (M x B, 8, R(B))
bzw. mit V(M x B, §, R(H)) die Klasse aller kompakten bzw. (v)-
konzentrierenden Abbildungen H: M x B —+ R(B), fir die HM xB) < 8
gilt. Unter den Symbolen ¢,(¥ X B, 8, R(E)) bzw. V{?(M x B, 8, R(E))
verstehen wir die jeweiligen Teilklassen der fixpunktfreien Abbildungen
(d.h., tir die z ¢ H(x,?) fir alle x € M, t € B gilt). Zwei Abbildungen 7,
und F, aus Co(M, 8, R(E)) bzw. aus Vi (M, §, R(B)} heiBen homotop
in Oy(¥M, 8, R(E)) bzw. in V¥ (M, S, R(E)), wenn es eine Abbildung H
aus Oo(Mx[0,1], 8, R(E)) bzw. aus V(M x[0,11, 8, R(E) gibt,
50 daf die Beziehungen H (2, 0) = F,y(z) (w e M), H(z, 1) = F,(z) (x e M)
und z ¢ H(z,?) (we M,te[0,1]) gelten.

3. Der Homotopieerweiterungssatz und Anwendungen. Wir stellen
zundchst einige notwendige Hilfsaussagen zusammen.

HiurssATz 1. s seien E ein lokalkonvexer Rawm, A eine abgeschlossene
und 8 eine abgeschlossene, konvere Teilmenge von F sowie F € Oy (4, 8, R(E)).
Dann gilt:

(1) Bs existiert eine sternformige, symmetrische Nullumgebung V aus B
(d.h. mit x €V gilt auch tx eV fir jedes t e [—1,1]), so daf [z —F(z)]1N
NV =@ fir allew € 4 gilt.

(2) Zu jeder Nullumgebung U aus E existiert ein endlichdimensio-
naler (linearer) Teilraum By von F mit SNEy + O und eine kompakie
Abbildung Fyy € Oy (A, SnBy, R(B)) derart, daff Fy(v) < F(a)+V (wed)
gilt. o R

(8) Sei G ein weiteves Blement aus Co(4, 8, R(E)), das 2u F homotop
in Cold, 8, R(E)) ist. Wenn F(A) und G(A) Teilmengen eines endlich-
dimensionalen Teilraums von B sind, so existiert ein endlichdimenstonaler

- Teilrdwm By von B mit SNH, @ derart, daf F und G homotop in Cy (A NEy,

SnEB,, R(B,))sind. ‘

(4) Sei V eine (nach (1) ewistierende) sternformige, symmetrische
Nullumgebung aus B, fir die [w—F(@)]nV =@ (x e ) gili. Dann ist
jedes GeC(A, 8, R(E)) mit Gz) =« F(x)+V (wed) fizpunkifrei und
zu Fin Co(4, 8, R(E)) homotop.

Diese Ergebnisse sind im wesentlichen bekannt. (1) folgt auns der
leicht . zu zeigenden Abgeschlossenheit der Menge xLi fp—F (), (2)

wurde z.B. in [6] bewiesen. Die Aussage (3) stammt fiir den Spezialfall
8 = F von T. W. Ma [16] (Theorem 4.2). Der dort angegebene Beweis
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1486 sich auch fiir den allgemeinen Fall verwenden. Die Aussage (4) beweist
man. leicht durch Verwendung der Homotopie H(z, t) = tF(2) + (1 — )G (x)
(xed,te[0,1]).

Eine wichtige Grundlage fiir unsere Befrachtungen ist der Homo-
topieerweiterungssatz von Granas fiir mengenwertige kompakte Abbil-
dungen, der von A. Cellina [2] bewiesen wurde. Wir bendtigen ihn fiir
endlichdimensionale Réume in einer verschirften Fassung, die von
G. Kayser stammi.

Hrpssarz 2. Bs seien F ein endlichdimensionaler normierter Raum, 8
eine nichileere konvewe und M ¢ine beliebige Teilmenge von E sowie M,
eine (in M) abgeschlossene Teilmenge von M,. Weiter seien B und G zwei
Elemente aus Co( My, S, %(E)} die in Co(M,, S, R(E)), homotop sind.
Besitt F eine Brweiterung F e O, (M 8,R(®)), so kat auch @ eine Erweite-
rung @ € Oy (M, 8, R(E)).

SchlieBlich bendtigen wir einen wichtigen Sachverhalt, der das Wesen
der konzentrierenden Abbildungen widerspiegelt. Die ihn beschreibende
Aussage ist im Prinzip bekannt. Wir beweisen sie frotzdem, weil wir
dabei ohme transfinite Induktion und Zornsches Lemma auskommen
(s. amch [13], [27]). _

HirrssaTz 3. Bs seien B ein lokalkonvewer Raum, M eine Teilmenge
von B, (4, <) eine halbgeordnete und B eine beliebige Menge. Weiter sei
p: B> A ein monotones, regulires NKM in B, H: M X B — R(H) eine
(w)-konwentrierende Abbildung und x, eim belicbiges Hlement aus M. Dann
existiert eine abgeschlossene wnd konveve Teilmenge 8 von B derart, daf
n el ist, F((MNS) XB) = 8 gilt und F((MNS)XB) relativ kompakt
in B ist.

Falls sogar ¢ vereinigungstreu (und dann auch monoton), regulér
und symmetrisch ist, kann § als symmetrisch angenommen werden.

Beweis. Sei & das System aller abgeschlossenen und konvexen
(und fiir den 2. Fall auch symmetrischen) Teilmengen T von #, die x,
enthalten mit F((MnT)xB) = T. Da B zu & gehort, ist G # @. Sei nun

8 = (1. Offenbar gehort § zu &. Weil 2,e8, F((XNS)XB) = 8

Tes
ist, gilt die Relation 60 [{ze} V{F((MNS)x B)}] = 8. (Im 2. Fall ist auch
—%, €8, —F{(Mn8)xB) c § und daher

[ {me}U{ — e} U[F((H N 8) x B} U{ —F(M8) x BY}] < 8).
Weil die links stehende Menge zu & gehart, gilt sogar § = <o [{ze}u
U{F (M nS) x B)}] (bzw. die entsprechende Gleichheit im zweiten Fall).

Dann folgs y(Mn8) < p(8) = p(F(Mn8)x B)). Weil F(p)-konzen-
frierend ist, muB F((Mn8)x B) relativ kompakt sein.

DErFmNITION 3. Es seien E, 4,B, M,y und H wie in Hilfssatz 3
erklirt. Bine abgeschlossene und konvexe Telimenge § von Emit M n §
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#@ und H({(MnS)x B) &, tir die H((MS)x B) relativ kompaks
ist, heiBe charakteristische Menge fiir H.

Man vergleiche hierzu auch den Begriff der Fundamentalmenge
([24], [25]).

Sind zwei Blemente ¥y, F, aus V{"(X, B, R(H)) homotop in V{P(X
E,R(E) durch die (yp)-konzentrierende Abbildung H: X x[0,1]->
— R(E), so ist offensichilich jede fiir H charakteristische Menge 8 sowohl
fiir 7, als auch fiir ¥, charakteristisch.

DerINITION 4. Es seien B ein lokalkonvexer Raum, X und ¥ zwei
abgeschlossene Teilmengen von B mit X c Y,y ein monotones, regu-
lares NEM in B, F: X > R(E) eine (p)-konzentrierende fixpunktfreie
Abbildung sowie S eine charakteristische Merige fiir ¥. Die Abbildung P
heile approximationsunwesentlich beziiglich (XS, ¥n8S, 8, B), wenn
zu jeder Nullumgebung V aus F ein endlichdimensionaler Teilraum By
von B mit §nE) + & und eine kompakte Abbildung F, e 0,(XnS, 8n
NEBy, R(H)) existiert, so daB F,[XNSNE, eine Erweiterung F, aus
0y (YN8 NEy, 8N By, R(Ey)) besitzt.

Ist F kompakt, so koénnen wir § = B wihlen, Fiir punkbtwertige
Abbildungen ist dann der soeben erklirte Begriff in unserer Arbeit [6]
eingefilhrt worden (dort aber fir allgemeine TVR). Fiir mengenwertige
kompakte Abbildungen ist unsere Definition verwandt zur Terminologie
“non-singular” aus der Arbeit von Ma [17], der einen Homotopieerwei-
terungssatz fiir mengenwertige kompakte Abbildungen in lokalkonvexen
Réumen aufstellte.

HrssATz 4. Bs seien H ein lokalkonvexer Roum, B, und B, 2wei
Teilraume von B mit By, < Hy, X und ¥ zwei abgeschlossene Teilmengen
von B mit X < ¥, 8 eine abgeschlossene und konvexe Teilmenge von B
mit X08 # @ und G €0, (Xn8, 8nE,, R(E)). Besitet G, = HIXNSNE,
eine Brweiterung Gy aus Cy(Y 8B, §0H,, R(B,)}, so hat auch G,
=G| XNSNE, ecine Brweiterung G, € Oy (Y NSNBy, SNHy, R(E,)).

Beweis. Wir definieren durch die "Vorschrift

Go(z), weXn8SnE,,
Gi(z), zeX¥NnSnE,,

eine Abbildung F: (XnSNE)U(YNSNE,) > R(E). Die Abbildung F
ist kompaks, fixpunktfrei und hat ihre Werte in §NF,, Die Menge (X N8N
NE)U(YNSNE;) = M ist eine abgeschlossene Teilmenge von ¥YNSNE,
und daher existiert nach dem Erweiterungssatz von Dugundji, der fiir
mengenwertige Abbildungen von T. W. Ma bewiesen wurde ([16], The-
orem 2.1), eine nach oben halbstetige Erweiterung G, von F anf ¥ nSnE,
weil G(Y, 8, B,) < conv (F(2D)) gitt und F(HM) relativ kompact ist, muB
dies auch &,( ¥ NS NE,) sein. Offenbar gilt Gl X NS B, = G, und Go(YnS N

Fa) =
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NnEB) < (8nE,). G, ist auch fixpunktfrei, denn jeder Fixpunkt miiBte
in SnE, liegen und wéire dann anch Fixpunkt von F. Somit ist @, eine
gewlingchte Hrweiterung von 6.

Sarz 1. Fs seien B, X, ¥,y und F wie in Definition 4 erklisrt. Dann
gilt: a 7

(1) Hat F eine Brweiterung F e V¥(Y, B, R(B)), so ist fir jede
charakteristische Menge 8 von I die Adbbildung F approzimationsuniwesen-
tlich beziiglich (X8, X8, 8, R(H)).

(2) Sei T eine charakteristische Menge von F und F approximations-
unwesentlich bezdiglich (X nT, ¥nT,T, ﬂt(E)).Ist F(X) in einem endlich-
dimensionalen Teilraum H, von B enthalten, so existiert ein endlichdimen-
sionaler Teilrawm By von B mit By > By und BynT +# G, so daf FIXnTnE,
eine Hrweiterung F e 0(YnTnE,, TNE,, R(B,)) besitet.

Beweis. (1) Bei V eine beliebige Nullumgebung aus Z. Dann gibt.

es nach Hilfssatz 1 (2) einen endlichdimensionalen Teilraum ¥, von F
mit NS 3 O und eine kompakte Abbildung F e CO(YnS, SnEy, R(E)
it Fp(z) =« F(2)+V (& e ¥nB). Also ist F,|¥YNSNE, eine kompakte
fixpunktfreie Brweiterung von F,| X NSNE,.

(2) Wegen Hilfssatz 1 (1) existiert eine sternférmige, symmetrische
Nullumgebung V mit {# —F(2)]nV =0 (x e XnT). Zu V gibt es n.V.
einen endlichdimensionalen Teilraum %, von ¥ und eine kompakte Abbil-
dung Fy € Oo{XNT, TnE,, R(B)) derart, daB Fy () < F(z)+ 7 (2 € XnT)
gilt md Fp|XnTNE, eine Brweiterung Fp e C(YNTNB,, TnE,, R(H,))
hat. Nach Hilfssatz 1 (4) und 1 (3) existiert ein endlichdimensionaler
Teilraum H, von F mit #, > F,, so daB FIXNTNE, und FplXnTnE,
homotop in OG(XNTNE,, TNE,, R(B,)) sind. Fy|XnTnE, =F, hat
(unter Beachtung von Hilfssatz 4) eine Brweiterung F, e O)(YnTn
NEy, TNH,, R(E,)). Wegen Hilfssatz 2 existiert dann auch eine Erwei-
terung F e O(¥NTAE,, TnEy, R(B,)) von FIXnTNE,.

Wir stellen nun unseren Homotopieerweiterungssatz vor.

SArz 2. Bs seien B ein lokalkonvever Roum, X und Y zwei abgeschlos-
sene Teilmengen von B mit X = Y, v ein monotones, regulires NKM in B
sowie I'y und Fy zwei Blemente aus VY (X, B, R(B)), diein VY (X, B, R(D))
homotop sind. Sei S8 eine charakteristische Menge far die Homotopie H.
Ist Fy approzimationsunwesentlich beziiglich (X N8, YN8, 8, B), so gilt das
auch fir B,. )

Beweis. Sei U eine beliebige Nullumgebung aus B. Nach Hilfssatz 1 (1)
exigtiert eine sternformige, symmetrische Nullumgebung V < U mit
[z—F;(z)INV # 0 (8eXnF,i=1,2). N.V. gibt es einen endlichdi-
mensionalen Teilraum B, von F mit B,nS %O und eine kompakte
Abbildung @ € C(XNS, SnH,, R(E,)) mit ¢,(z) = Fy(z)+V (e X n8),

%
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deren Einschrinkung auf XNSnF, eine Erweiterung @, e Oy ¥ NS nH,,
SNE;, R(H,)) besitat.

Nach Hilfssatz 1 (2) existiert ein endlichdimensionaler Teilraum A,
von B mit §NE, + & und eine kompakte Abbildung @, € Oo(X NS, SAH,,
R(H)) mit Gy(z) = Falz)+ T (2 € XNS). Nach Hilfssatz 1 (4) sind die
Abbildungen ¥, und Gy sowie F, und ¢, und n.V. auch F, und F, in
Oo(X N8, 8, R(B)) homotop. Daraus und aus Hilfssatz 1 {3) folgt die
Existenz eines endlichdimensionalen Teilraums E, o B, derart, daB
G XN8NE, mnd G XNSnHE, homotop in ColXNSNEy, SNE,, R(Ey))
sind. G| XNSnE, hat eine Brweiterung G, e C(YNSNE,, SN, SR(ED))
(man heachte dabei Hilfssatz 4) und dann liefert Hilfssatz 2 eine Brwei-
terung &, & O){Y NSNE,, SAE,, R(EB,)) von G| XNENE,. Wegen G,(x)
c Fy(z)+ U (2 e XNS) ist Satz 2 bewiesen.

Satz 2 wurde vom Verfasser fiir (punktwertige) kompakte Abbildun-
gen in TVR fiir § = & in [6] vorgestellt.

Dieser Homotopieerweiterungssatz gestattet nun die Ubertragung
gewisser RErgebnisse der Leray—Schauder-Theorie auf mengenwertige
konzentrierende Abbildungen in lokalkonvexen Réumen. Wir wollen dafr
hier zwel Beispiele anfiihren. Weitere Anwendungen finden sich in [28].

Sarz 3. Hs seien E ein lokalkonvezer Raum, W eine abgeschlossene
Nullumgebung aus B, y ein requlires monotones NEKM in B und F: W — R(E)
eine (y)-onzentrierende Abbildung. Bs gelte fx ¢ F(x) (xcdW, f> 1).
Dann hat B einen Fizpunkt.

Beweis. 0.B.d.A. sei # ¢ F(x) fiir alle « des Randes 8W von W.
Wir setzen F, = FIOW und H(z,!) =iF(z) (we W,te [0,1]). Wegen
H(Q2x[0,1]) eco[F(£2)U{0}] (2 < W) folgt aus den Rigenschatten
von y, dal H: W — R(F) (y)-konzentrierend ist. Aus den Voraussetzungen
folgt » ¢ H(», 1) (w e dW, £t €[0,1]), so daB die durch die Vorschrift Gy ()
= {0} (v c0W) erklarte (y)-konzentrierende Abbildung G, zu F, in

Vi (0W, B, R(E)) homotop ist. Sei S eine charakteristische Menge tiir H.
Dann ist anch § charakteristisch fiir #, F, und G,. Angenommen, F hitte
keinen Fixpunkt. Dann wire F eine Erweiterung von F, aus V(¥
(W,E,ER(E)) und nach Satz 1 (1) ist F, approximationsunwesentlich
beziiglich (§W S, WA8, 8, R(B)). Nach Satz 2 mub dann auch @, appro-
ximationsunwesentlich beziiglich (9W NS, WS, S, ER(E’)) sein. Wegen
Satz 1 (2) existiert damit ein endlichdimensionaler Teilraum H, von B
derart, daB Gy|0WNSNE, eine Erweiterung &, e CO(WnITnE,, TNE,,
R (Hy)) besitzt. Wir setzen

Go(w), xeWnTNE,,
) =
@ 0, 2 e(TnE)\W.
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Offenbar ist f eine kompakte fixpunktfreie Abbildung von T'nE, in R(E,)
mit f(TNE,) < (I'nkK,). Dies ist aber ein Widerspruch zum bekannten
Fixpunktsatz von Kakutani [11], womit Satz 3 bewiesen ist.

Satz 3 stammt von G. Kayser [12] und ist eine Ubertragung eines
Ergebnisses von W. V. Petryshinund P. M. Fitzpatrick [20] auf nicht-
notwendig metrisierbare lokalkonvexe Réume. Der Satz muBte bisher
durch Benutzung eines Existenzsatzes fiir kompakte Abbildungen in
lokalkonvexen Réumen bewiesen werden, den man seinerseits iiber rela-
tiv langwierige Approximationsbetrachtungen aus dem entsprechenden
Ergebnis in endlichdimensionalen Réaumen erhiels. Der Approximations-
vorgang ist in einfacher Weise nun in Satz 2 enthalten.

In [24] wurde der Antipodensatz von Borsuk fiir mengenwertige
konzentrierende Abbildungen in metrisierbaren lokalkonvexen Riumen
bewiesen, indem der entsprechende Sachverhalt fiir kompakte mengen-
wertige Abbildungen in endlichdimensionalen Réaumen und das Hilfs-
mittel der Drehung eines konzentrierenden mengenwertigen Vektorfeldes
([24]) benutzt wurde. Wir zeigen nun, daB sich diese Ubertragung des
Antipodensatzes fiir mengenwertige kompalkte Abbildungen in endlich-
dimensionalen Réumen auf konzentrierende mengenwertige Abbildungen
in (nichtnotwendig metrisierbaren) lokalkonvexen Riumen mit Hilfe
unseres Homotopicerweiterungssatzes durchfithren 148t, womit dieser
Satz nun auch fir den Fall nichtmetrisierbarer lokalkonvexer Réume
giiltig ist. .

84tz 4. Hs seien T ein lokalkonvexer Raum, W eine offene und symme-
trische Nullumgebung aus B sowie v ein reguldres, vereinigungstreues und
symanetrisches NKM in B. Ferner sei F: 0W — R(E) eine (y)-konzen-
trierende Abbildung fir die [x—F(@)]10[A—o—F(—a))] =@ fir alle
4e[0,1] und alle w €W gilt. Dann hat F keine Brweiterung F e V(P
(W, B, R(5)).

Beweis. Angenommen, F habe eine solche Erweiterung F e V(
(W, B, R(H)). Bs sei G(z) = 4[F(2)—F(—2)] (@eW). Dann ist @:
W —>R(E) eine (y)-konzentrierende Abbildung, denn es gilt @G (W)
< GO [{F (DU { —F(— Q)}] tiir jedes @ = W und durch T(z) = —F(—m)
(zeW) ist eine (y)-konzentrierende Abbildung 7': W - R(E) erklars.
Dann ist auch die durch H (2, 1) = tF(2)+(1—1)G(z) (weW, t<[0,1])
definierte Abbildung H: W x [0, 1] R(E) (v)-konzentrierend. Aus den
Voraussetzungen folgt sofort, daBl » ¢ H(z,t) (» €dW, te[0,1]) gilt.
Daher sind die Abbildungen F und ¢ = G0W mittels H = H|dW x [0,1]
homotop in VY(8W, B, R(E)). Sei § eine symmetrische charakteristi-
sche Menge fiir H. Dann ist auch S8 charakteristisch fiir F, PG H
Nach Satz 1 (1) ist F approximationsunwesentlich beziiglich (W N8,
TS, 8, R({E)) urd nach Satz 2 ist dies dann auch G. Es existieren stern-
formige, symmctrische Nullumgebungen V,und ¥V mit [z—G(x)InV =0
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(x€dWnB) und V+Vy =« V. Zu V, gibt es einen endlichdimensionalen *
Teilraum B, von E und eine Abbildung @ e C(dWnS8, SnH,, R(H))
derart, daB Gy(%) « G(2)+V, (we0WNS) gilt und G,|0WNSN¥, eine
Erweiterung G; aus Cy(WNSNE,, SnBy, R(H,)) besitzt. Wir setzen
Gy(2) = §[G1(2) —G1(—2)] (£ € dWNS). Offenbar ist &, aus ClewWns,
SnH,, R(E)) und es gilt Gy(z) = G(@)+V (3 € OWNS). Wegen Hilfssatz
1 (4) sind G, wnd & sowie G und @, und damit G, und @, homotop in
C(0W NS, 8, R(B)). Nach Hilfssatz 1 (3) existiert ein endlichdimensio-
naler Teilraum &, von H, so daB Gy|0WnSnE, und |0 WnSNE, homotop
in Gy(dWnSnE,, 8NE,, R(B,)) sind. Die Anwendung der Hilfssatze 4
und 2 liefern dann die Existenz einer Erweiterung &, e Co(WnSnE,,
SnE,, R(Ey)) von GJdWNSnE,. Weil @, ungerade ist, stellt das aber
einen Widerspruch zum Antipodensatz fiir mengenwerbige kompakte
Abbildungen in endlichdimensionalen Raumen dar, der aueh fiir Abbil-
dungen F: dWNSNE, - R(B) mit FOWnSnE,) = (SnB,) gilt (man
beachte, da SNOW symmetrisch ist). Damit ist Satz 4 bewiesen.

4. Ein einfacher Beweis eines allgemeinen Fixpunkisatzes, Wir wollen
abschlieBend fir einen allgemeinen Fixpunktsatz, der von G. Kayser [12]
stammt und der viele bekannte Fixpunktsitze enthilt (w.a. Satz 3),
einen sehr einfachen Beweis angeben, der weder Homotopiebetrachtungen
noch Anwendung des Abbildungsgrades erfordert. Lediglich der Fixpunit-
satz von Kakutani fiir mengenwertige kompakte Abbildungen in endlich-
dimensionalen Rédumen wird bendtigt,

Sarz 5. Es seien H ein lokalkonvener Raum, v ein monotones, regu-
lires NKM in B, T eine abgeschlossene honvexe Teilmenge von E mit 0 e T,
W eine offene Nullumgebung aus B und W5 = W T Wir bezeichnen mit 0,
die Randbildung bezuglich der induzierten Topologie wvon T. Es sei F:
Wy~ R(B) eine (p)-konzentrierende Abbildung mit F (We) < T, far die
Bx ¢ F(x) (@ € 0pWp, p > 1) gilt. Dann hat F einen Fizpunkt.

*Beweis. 0.B.d.A. habe F auf 8, W, keinen Fixpunkt. Angenommen,
F|0, Wy hitte eine fixpunktfreie kompakte Erweiterung # auf W,. Sei &
eine charakteristische Menge fiir #. Dann gilt also F(W,n8) = § und
Py = F|Wpn8 ist eine kompalkte Abbildung. Dann ist die Menge X,
= {w e WpnS:es existiert ein t e [0, 1]mit 2 e 1#o(2)} als abgeschlossene
Teilmenge der relativ kompakten Menge [0, 11-Fy( W,n8) selbst kompalh.
Weil ferner 8,W,NS abgeschlossen nnd ¥ vollstindig regulir ist, exis-
tiert eine stetige Abbildung A: F—[0,1] mit A(x) =0 (e X,), A(z) =1
(ze0pWon8). Sei G(xz) = [1-A(2)]Fy(#) (e WpnS). Damn ist @
aus O Wpn8, 8, R(B)) (aus z, € G(z,) witde e X, und damit & (w,)
= Fy(z,) folgen, was wegen #, ¢ F(r,) unméglich ist). Weiterhin gil$
G{z) = {0} fiir € 0 WoNS8. Wir setzen
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G(2), wme WpnS,
0,  weS\Wg

Dann ist T € Gy (S, 8, R(E)). Nach Hilfssatz 1 (2) finden wir einen endlich-
dimensionalen Teilraum F, von E und eine fixpunktfreie kompakte Abbil-
dung Ty: SNE; - R(F,) mit To(8nE,) = (SNE,). Weil 8 nE, eine konvexe
und abgesehlossene Teilmenge von F, ist, widerspricht dies dem Fix-
punktsatz von Kakutani [11]. Damit ist Satz b bewiesen.

Bemerkungen. T .

(1) Der Beweis zeigt die logische Aquivalenz des Fixpunktsatzes
von Kakutani fiir kompakte mengenwertige Abbildungen und des in
seinen Voraussetzungen sehr allgemeinen Satzes 5 Es wird erneut sichtbar,
wie verwandt die konzentrierenden Abbildungen mit den kompakten sind,
und daf nach wie vor die klassisechen Fixpunktsitze in endlichdimensio-
nalen Rdumen (Brouwer, Kakutani) das wichtigste Hilfsmittel fiir den
Beweis von (4uBerlich) sebhr allgemeinen Fixpunktaussagen fiir beliebige
topologische Vektorrdume darstellen.

. {2) Allgemeine Fixpunkisitze fiir kompakte (punktwertige) Abbil-
dungen in (nichtnotwendig lokalkonvexen) TVR, wie siein [7] (Haupt-
sdtze 1 und 2) relativ kompliziert hergeleitet wurden, kénnen ebenso
wie Satz 4 bewiesen werden. )

(3) Batz 2 und die entsprechenden Folgerungen kénnen auch fiir
Abbildungen V}’,’(A, T, SI(E)) (T abgeschlossene, konvexe Teilmenge
von B, A abgeschlossene Teilmenge von T) bewiesen werden. Dann erhal-
ten wir Satz b wie Satz 3 aus Satz 2.

{4) Alle Ergebnisse dieser Arbeit enthalten natiirlich die entspre-
ehenden Aussagen fiir punktwertige Abbildungen.

Eine zusammenhingende Darstellung der hier angedeuteten Thematik
findet man in [29].

T(z) =
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