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Homomorphismes discontinus des algébres de Banach
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Abstract. We prove that if the continunm hypothesis is assumed, then there
exists a discontinuous homomorphism from every separable commutative Banach
algebra into L} (0, 1)®Ce. More generally, every prime non-maximal ideal I of a commu-
tative unital Banach algebra & satisfying Card(«f[I) = N, is the kernel of a discon-
inuous homomorphism from «/. We also prove that the weighted algebra I! (R+, w)
s universal for the complex commutative non-unital algebrae of cardinality ¥, which
are integral domains.

1. Introduction. On a montré dans [13}{15] que si on assume I’hypo-
thése du continu il existe pour tout compact infini X un homomorphisme
discontinu de ¢ (X) dans une algdbre de Banach, ee qui résolvait un pro-
bléme qui s’était posé naturellement quand I. Kaplansky a montré dans [24]
que toute norme d’algébre sur ¥(X) est minorée par la norme wusuelle
(ce probléme a été également résolu par G. Dales dans [8]). On se propose
ici d’étendre ce résultat & une vaste classe d’algébres de Banach complexes
commutatives incluant les algébres de Banach commutatives séparables.

La premiére extension de ce type a été obtenue par G. Dales, qui
annongait dans [8] que sa construction d’un homomorphisme discontinu
de % (X) permetbait de construire un homomorphisme discontinu de tonte
algébre de Banach commutative possédant une infinité de caractéres.
Sa méthode consiste & construire un homomorphisme ¢ de algébre o
considérée dans I°[I,, I, désignant 1’idéal premier minimal de 1® as§ocié
& un point p du complémentaire de N dans son compactifié de Stone—Cech,
et & modifier Pinjection y de 1[I, constrnite dans [8] de facon & avoir,
pour un élément convenable a de A: exp((yog)(a)) # (yog)fexp(a)
(voir [97).

Aprés les Journées de continuité automatique de Leeds de juin 1976,
Tattention s’est done portée sur les algébres de Banach commutbatives
radicales. En construisant de maniére élégante un homomorphisme non-
trivial de Li(0,1) et un homomorphisme injectif de I*(R*, w) dans
1®|L,, G. Dales a prouvé qu’il existait un homomorphisme discontinu
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de ces deux algébres (voir également [9]; la construetion de Phomomor-
phisme de L3 (0, 1) dans I*°/I, ne dépend pas de I’hypothése du continu).

On obtient ici indépendamment des résultats plus généranx, mais
les démonstrations font appel & de profonds résultats d’algébre commu-
tative diis & I. Kaplansky: aprés avoir donné des conditions suffisantes
pour que l'extension immédiate maximale d'un corps valué (K, v) soit
unique & un isomorphisme préservant la valuation prés, I. Kaplansky
montrait dans sa thése que I’on pouvait construire dans certaines condi-
tions un homomorphisme g préservant la valuation de K dans le corps
de séries formelles & coefficients dans le corps résiduel Zx , ayant le groupe
des valeurs »(A\{0}) pour groupe d’exposants ([23], théoréme §; les
démonstrations de [23] utilisent la notion de “suite pseudo-Cauchy”
infroduite par Ostrowski dans [31]). En combinant ce résultat avee le
théoréme 7 de [23] on montre par réeurrence transfinie que si Card (K)
<N, (avec o> 0) on peut en fait construire ¢ de fagon que le cardinal
du support de tous les éléments de o(K) soit strictement inférieur & N,
(théoréme 3.3 et remarque 3.5), 1ésu1tat qui semble présenter un certain
mtélet en lui-méme.

* En wutilisant le théoréme d'immersion des ensembles ordonnés de
Hausdorff-Sierpinski-Gillman et Pextension analogue du théoréme d’immer-
sion de Hahn obtenue par P'auteur dans [16] on montre alors que pour
tout ordinal « > 0 le corps valué Hf,j‘i introduit dans [14] posséde dans
1a catégorie des corps valués dont le corps résiduel est de caractéristique
nulle des propriétés universelles semblebles & celles du corps ordonné F1)
introduit dans [13] dans la catégorie des corps ordonnés (les proprlétes
universelles de #© n’étaient semble-t’il connues que quand a posséde
un prédecesseur, ol elles résultent des propriété générales des “corps
ordonnés de type #,”, voir [11] et [13]. On peut en fait tablir ces pro-
priétés pour tout ordinal a > 0 par les méthodes de la section 3, voir remar-
que 3.5; d’autre part I'amélioration de Johnson du théoréme d’isomor-
phisme d’Brdds, Gillman et Henriksen peut également se déduire de la
thése de Xaplansky, voir remarque 5.7).

Grice & un résultat classique d’algdbre commutative qui permet
de plonger de maniére convenable un anneau unitaire et intégre dans un
annean de valuation de son corps des fractions, on en déduit & la section 4
que P’idéal maximal (, »g € annean de valuation de H(a‘,’), muni de sa
structure d’algébre naturelle, contient une copie de toute algébre eomplexe
commutative intégre non unitaire de cardinal inférieur on égal & §,. Comme
on a montré dans [15] que les algdbres de Banach complexes commuta-
tives & unité approchée bornée contiennent une copie de 1’algdbre C'
(qui est isomorphe aux algébres 1°/I,, considérées par G. Dales si on assume
Ihypothése du continu) on obtient au corollaire 5.2 une eurieuse pro-
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priété universelle de I'algébre de convolution pondérée L'(R*, w) qui
implique que toute algébre complexe commutative unitaire et intégre
de cardinal ¥, possédant un caractére est normable.

On voit ainsi que tout idéal premier I non fermé du d*une algébre
de Banach complexe commutative o tel que Dim(A/I)>1 et
Card (o [I) = 2% est le noyan d’un homomorphisme discontinu de < dans
Li(0,1)®Ce, L'R™, w)DCe, ... si on assume Phypothése du continu.
Pour étendre ce résultat aux idéaux premiers fermés on montre que
si une algébre normée # contient une copie de G il existe un homomor-
phisme injectif p de O, , dans 2 tel que la norme mdmte par # via y sur O,
prenne des valeurs posmves arbitrairement fixées sur une partie de (1
dont les éléments ne sont liés sur € par aucune relation poynémiale non
triviale. Ce résultat présente des liens avee le “changement de I'image
de Pexponentielle” utilisé par G. R. Allan dans [1] et par G. Dales dans [9],
mais la démonstration donnée iei est purement algébrique et on n’a pas
besoin de supposer que # est compléte. On en déduit qu'il existe un homo-
morphisme discontinu de toute algébre normée intégre de cardinal ¥,
dont le corps des fractions a un degré de transcendance infini sur C, ce
qui est le cas de Palgébre quotient o /I considérée plus haut.

On voit done que tout idéal premier non-maximal d’une algébre de
Banach commutative séparable unitaire o est le noyau d’un homomor-
phisme discontinu de o dans L (0, 1)@ Ce, L' (R*, w) @ Ce, etc., si on
assume Ihypothése du confinu, et de tels idéaux existent dans toute
algébre de Banach commutative dont le nilradical est de codimension
infinie. Le cas d’une algébre de Banach commutative « de dimension
infinie dont le nilradical est de codimension finie est traité par avance
au section 2 par des méthodes élémentaires: on fait apparaitre dans une
telle algébre un idéal maximal # dont le carré est de codimension infinie,
et on est  alors ramené & un probléme linédaire (une application linéaire
de P“algebre” 4 /.4° dans une algébre de carré nul est évidemment un
homomorphisme d’algébre).

11 est alors facile de construire un homomorphisme discontinu de
dans L3 (0,1) @ Ce.

11 est curieux de constater que les algébres complexes commutatives
non unitaires et intégre de cardinal ¥, peuvent etre utilisées de la méme
fagon que les algébres triviales de carré nul pour construire des homomor-
phismes discontinus des algébres de Banach commutatives (dans le second
cas il existe une “norme d’algébre” prenant des valeurs positives arbifra-
irement fixées sur une base de Hamel donnée et dans le premier cas il
existe une norme d’algébre prenant des valeurs arbitrairement fixées sur
une base de transcendance donnée). En fait si les carrés de tous les idéaux
maximaux d’une algébre de Banach complexe commutative séparable
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unitaire o sont de codimension finie (c’est-a-dire si les méthodes triviales
de construction d’homomorphismes discontinus ne s’appliquent pas
3 o) eb si. & ne posséde aucun idéal premier fermé non maximal, on
peut montrer que construire un homomorphisme discontinu de «f dont
le noyau est un idéal premier nonmaximal est le seul moyen de construire
un homomorphisme discontinu de & (voir [4]; les premiers résultats de
ce type ont été obtenus par A. M. Sinelair dans [39] puis indépendamment
par Pauteur dang [12] pour #(X)).

11 est facile de voir que les constructions de [8] restent valables indé-
pendamment de I’hypothése du continu % condition de remplacer les
algdbres quotient /I, par 1’algébre O;,l. Tous les résultats des sections 5
et 6 restent donc valables si on remplace ’algébre Li(0, 1) par algébre
de convolution ¢*(0,1) (qui ne posséde pas d’unité approchée bornée),
voir la remarque 6.7. Je signale d’aillenrs que A. M. Sinclair a trés récem-
ment donné dans [38] une méthode qui permet de déduire de la construe-
tion de G. Dales l'existence d’un homomorphisme diseontinu de #(X)
dans l'algébre obtenue en adjoignant 1’unité & une algébre de Banach
radicale commutative possédant une unité approchée bornée.

Je remercie les professeurs Allan, Curtis, Dales, McClure et Sinelair
et tous les participants aux Journées de continuité antomatique de Leeds
pour les fructueuses discussions que j’ai eues avec eux en Juin 1976, et
je remercie d’autre part les professeurs P. C. Curtis, G. Dales, P. G. Dixon,
R. C. Loy et A. M. Binclair de m’avoir communiqué des preprints ([4], [8]-
{10], [27] et [38]). Je remercie également F. J. Rayner qui m’as fait
connaitre les travaux de Hahn, Krull et Kaplansky sur les corps valués
lors de son séjour & Bordeaux en 1976.

2. Construction élémentaire d’homomorphismes discontinus de cer-
taines algébres de Banach. Le but essentiel de cet article est de prouver
(moyennant I’hypotése du continu) que tout idéal premier non maximal
I @’une algébre de Banach complexe commmtative unitaire o est le noyau
d’'un homomorphisme discontinu de o si l'algébre quotient /I a la
puissance du continu ‘(théoréme 6.2). Mais si le nilradical de o est de
codimension finie dans « il est facile de voir que tout idéal premier de o
est maximal. On va donner ici une méthode élémentaire permettant cepen-
dant de construire un homomorphisme discontinu d'une telle algdbre.

Toutes les algébres considérées dans cet article sont des algdbres
sur le corps C des complexes. Pour toute algébre A et tout entier positif n
on notera A™ Pespace vectoriel engendré par Iensemble des produits de »
éléments de A. .

Soit & une algébre normée (non unitairve!) telle que &> soit de codi-
mension infinie dans « et soit p une norme vectorielle sur of [ #* strie-
tement plus fine que la semi-norme quotient induite sur /&> par la
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norme de «f; I’application canonique de «f sur o |#® est évidemment un
homomorphisme discontinu de o dans I’“algébre mormée” obtenue en
munissant o /«#* de p (ceci est bien connu, voir par exemple [3]). Le lemme
suivant est basé sur une variante de cette méthode:

Levve 2.1. Soit of une algébre normée et soit B une algébre de Banach
possédant un élément nilpotent non nul. §i of® est de codimension infinie
dans o, il ewiste un homomorphisme discontinu de <f dans B.

Démonstration. Soit 2 un élément de norme 1 de B dont le carré

. est nul, soit 7 une base de Hamel de & module & et soit f une appli-

cation de J dans Pensemble R* des réels strictement positifs. Il existe
une unique application linéaire v de & dans B vérifiant: Ker(y) = o7,
w(x) =f(@)e (# ). IL’application y est en fait un homomorphisme
d’algébre de o dans B et on a: [p(2)]| = f(#) (¢ €J). On peut done
construire pour toute suite (z,) d’éléments de o lindairement indépen-
dants modulo &% un homomorphisme d’algdbre y de & dans B vérifiant:
llp(@ ) = nfz,] (neN), et ceci établit le lemme.

Remarque 2.2. Le lemme 2.1 reste valable quand «° n’est pas
fermé dans . P. G. Dixon a trés récemment construit une algébre de
Banach (non commutative) dont le carré n'est pas fermé et est de codi-
mengion finie (voir [10]), mais Christensen a montré dans [7] en utilisant
la théorie des espaces de Souslin que si of est une algébre de Banach
séparable et si «#” est de codimension finie dans of, #* est fermé dans <
(on peut déduire plus généralement d’un résultat établi par R. C. Loy
dans [27] que si o est une algébre de Banach séparable et si =#* est de
codimension finie dans «f, tout homomorphisme ¢ de & dans une algéhre
de Banach B tel que Iapplication bilinéaire (x, i) — p(wy) soit continue
est lui-méme continu).

Conformément 4 la terminologie utilisée par Bonsall et Dumncan
dans [5] nous dirons gu’une algébre A est nilpotente quand il existe n e N
tel que A™ = {0}, et nous dirons qu'une algdbre est une nilalgébre quand
tous ses éléments sont nilpotents. Grabiner a montré qu'une nilalgeébre
de Banach est néeessairement nilpotente (voir [19] ou [5], § 46, théoréme 3).
On a alors le lemme suivant:

Levme 2.3. Soit of une nilalgébre de Banach. 8t sf* est de codimension
finie dans o , of est de dimension finie.

Démonstration. Soit #» un entier positif, soit § un supplémentaire
de o™ dans o et soit (y,, ..., ¥,) une famille de » éléments de «. On a pour
IK<i<ne y; = u+v; avee u; €8, v, e o™ I vient: yy ...y, — Uy .. Uy,
e " @0h HM S A et Ff = S+ 8"+ " On voit done que o™
est pour tout n de codimension finie dans &, et le lemme se déduit du
résultat de Grabiner cité plus haut.

* On va maintenant établir le:
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TagoriME 2.4. Soit o une algébre de Bamnach complexe commutative
de dimension infinie et soit B une algébre de. Bamach -unitaire  possédant
un Gément nilpotent non nul. 8i le nilradical de of est de codimension finge
dans o, il existe un homomorphisme discontinu de of dans B

Démonstration. Soit £, le nilradical de /. Si%, coincide avec o, o
est de codimension infinie dans o (lemme 2.3) et la théoréme se déduit
immédiatement du lemme 2.1. 8i 2, ne coinecide pas avec o, le nilradical de
Palgébre quotient o/ /%, est réduit & {0} et puisque /%, est de dimension
finie ceci implique comme bien eonnu que c’est tne algdbre semi-simple.
On a alors: #, = Rad (o) et d’aprés Pextension de Feldmann du thé-
oréme de structure de Wedderburn (voir [17]) il existe une sous-algébre o,
de "o (isomorphe & «f/%;) telle que Pon ait: o = of,®R,. Comme o,
est semi-simple elle posséde nne unité f et il existe une famille (f,, ..., f;)
d’idempotents minimaux de «, orthogonaux deux 3 deux formant une
base de 7, (voir [37]). Si f-%, est de codimension finie dans #,, I’un au
moins des espaces fy Ry, ..., f5 %, disons f,-#,, est de dimension infinie.
Posons: A, = {ye o f1'y =0}, M, est un idéal fermé de £ et on a:
oL = f1 -9, @ Cf, ®M,. L’idéal f, - R, est une nilalgébre de Banach de dimen-
sion infinie et il existe d’aprés les lemmes 2.1 et 2.3 un homomorphisme
discontinu ¢ de f,%, dans # Posons, ¢ désignant l'unité de &: o(fi v+
+2fit2) =p(fry)+ie(yeR,reCze ;) 1 est clair que l'on
définit ainsi un homomorphlsme discontinu de « dans #. Si f-#, est de
codimension infinie dans o, posons: # = {y e #: f-y = 0}. # est une
nilalgébre de Banach de dimension infinie et on peut construire de méme
que plus haut un homomorphisme discontinu y de .# dans %, que I’on
prolonge par un homomorphisme discontinu ¢ de o dans # en posant:
e(f-2+y) =ply) (we o,y e M) et ceci achéve la démonstration.

Soit L3(0, 1) “algébre de Volterra” obtenue en munissant l’espace
des classes de fonctions intégrables de [0, 1] dans € égales presque partout
de la norme |||, et du produit de convolution défini par la relation

(g*R)(s) =fg (s—t)r{tydt (g, eLi(0,1), se[0,1]).
0

I est bien connu que I (0, 1) est une algébre de Banach radicale possédant
une unité approchée bornée (voir par exemple [34], A. 2.11). Comme Li(0, 1)
posséde des éléments nilpotents non nuls (considérer des fonctions nulles
presque partout sur [0, {]avec 0 < t<< 1) onale:

COROLLAIRE 2.5. Soit o une algébre de Banach complexe commutative
de dimension infinie. Si le nilradical de of est de codimension finie dans o,
il existe un homomorphisme discontinu de of dans I (0,1)® Ce.

3. Remarques sur le théoréme d’immersion de Kaplansky. Soit (I, v)
un corps valué, c'est-a-dire un corps K (commutatif) muni d’une applica-
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tion v de K\{0} dans un groupe totalement ordonné vérifiant: v(z+y) .
>mf( v(x), 2(y)), v(@y) = v(x) +o(y) =,y € K\{0}). Conformément & I'usa-
ge, on pose: 9(0) = co. 8i v(y) > v(2), on a comme bien connu: v(w+y)
= v(2). On notera &x, = {x e K: v(2) > 0} Panneau de valuation de K
pour v, Mz, = {x e K: v(z) > 0} Punique idéal maximal de Ay Rep
= Ag/ Mg,y 16 corps résiduel de K pour v, eb on notera g, Iapplica-
tion canonique de oy, SUr Zy , (sur les corps valués, voir par exemple [38]
ou [6], Chapitre VI). Soit K, un sous-corps de K et soit v, la restriction de »
a K,. Le corps résiduel Ri,v, Videntifie canoniquement & un sous-corps
de &, et on dira que K, a meme corps résiduel que K pour v si 1’appli-

- cation canonique de % oy, 0ans &y, est surjective.

Soit maintenant K’ un sur-corps de K. Si o’ est un prolongement de v
& K, ¢'est-a-dire une valuabion sur K’ & valeurs dans un groupe totalement
ordonné contenant »(K\{0}) dont la restriction & K coincide avec v,
on dit que (K', v) est une extension de (K, v) (un tel prolongement de »
est possible pour tout sur-corps de X, voir [25]). On dit qu’une extension
(K',v') de (K, v) est immédiate si o' (E'\{0}) coincide avec »(K \{0})
et si K et K’ ont “méme corps résiduel” pour »” au sens défini plus haut.
Un corps valué est dit maxzimal §’il ne posséde d’autre extension immé-
diate que lui-méme ([23] eb [26]). I est bien connu que tout corps valué
posséde une extension immédiate maximale (voir [26] et également [32]
ol ce résultat est obtenu par une méthode trés courte et élégante).

Solent maintenant L un corps commutatif et G un groupe abélien
totalement ordonné. On note F(@, L) le “corps des séries formelles & coef-
ficients dans I ayant @ pour groupe d’exposants”, c’est-i-dire le corps
obtenu en munissant le groupe additif des fonctions de G dans L & support
bien ordonné du produit défini pour un couple (x, ¥) de la maniére suivante
(la notation Supp (¢) désignant pour 2 € F (@, L) I’ensemble (27*) (L\{0})):
(wy)(f) = 0 si ¢ ¢ Supp(w)+Supp(y), (wy)(t) = s %x o(r)y(s) si

&eSupP(y]
PR

t e Supp (=) +Supp(y). F(G, L) est bien un corps, voir [29] et [30], et c'est
un corps valué maximal pour la “valuation canonique” V qui 4 un élément
non nul de # (G, L) associe le plus petit terme de son support (voir [26]).
Pour toub ordinal e on note F,(@, L) 'ensemble des éléments de £ (@, L)
dont le cardinal du support est strictement inférieur & ¥,. F(G, L) est
muni de maniére naturelle d'une structure d’algébre sur I, et le corps
résiduel de # (G, L) pour V est évidemment isomorphe & T.

Soient maintenant (X, v) un corps valué e ¢ un homomorphisme de K
dans #(@, L). 8i @ contient »(E\{0}), on dira conformément & [23] que
T’homomorphisme @ est analytique si on a: v = Vog. Soit § l’apphcatlon
canonique de I'anneau de valuation de # (@, L) pour V sur le COIDS. Tési-
duel de # (@, L) pour V. Si ¢ est analytique il existe une unique apphca-

3 — Studia Mathematica LXVI.2
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" tion 7 de %y, dans le corps résiduel de # (@, L) pour ¥ vérifiant: fog
= p0fg,,. Il est clair que @ est un homomorphisme injectif et on dira
que g est résiduellement surjectif quand ¢ est surjectif.

Le lemme suivant, qui est la clef de la partie algébrique de cet article,
est une simple reformulation, dans un cas particulier, de deux profonds
théorémes de. Kaplansky:

TevuE 3.1 (Kaplansky [23], théorémes 7 et 8). Soit (K, v) un corps
valué dont le corps résiduel est de caractéristique nulle, soit G un groupe
abélien . totalement ordonmé conienant v(EN\{0}), soit L un corps isomorple
aw corps résiduel Rg q et s0it g, un homomorphisme analytique 'r;ésiduella-
ment surjectif @un sous-corps K, de K dans #(G, L). 8i Ky a méme corps
résiduel que K pour v et si chaque élément de Ax , Posside une racine n°
pour tout n, il exvisie un homomorphisme analytique ¢ de K dans # (G, L)
prolongeant ;.

Démonstration. Le corps valué (K, o) posséde une extension immé-
diate maximale, et il résulte du théoréme 8 de [23] que cette extension
immédiate maximale est nécessairement analytiquement isomo%*phe
A F(v(EN{0}), %), ce qui signifie qu'il existe un homomorphwm_e
analytique résiduellement surjectif ¢ de K dans F (v(EN{0}), L). Soit
§ Pinjection naturelle de & (v(K\{0}), L} dans & (&, L) et soit y, la restric-
tion de ioyp & K,. Comme K, » méme corps résiduel que K pour v, y,
est résiduellement surjective. Compte tenu des hypothéses faites sur L
on voit que Pon se trouve dans les conditions d’application du. théo'réme 7
de [23] que lon peut interpréter de la maniére suivante: il existe un
isomorphisme analytique ¢ de # (&, L) sur lni-méme rendant commutatif
le dmgramme suivant (ol § désigne ’application identité sur K,):

TS Iz, % =@, 1)
g'. . L¢ Te
Vol ig, 3 7@, 1)
11 est alors clair que goioy est ’homomorphisme analytique cherché de K
dans & (&, L).

Nous utiliserons également le lemme élémentaire suivant:

LEMME 3.2. Soit (K, v) un corps valué, soit k un sous-corps de K et soit A
une partie de K. 8i tous les 6léments non nuls de k sont de valuation nulle,
on a: Card (v(k[A1N{0})) < max(¥,, Card (4)).

Démonstration. Remarguons tout d’abord que pour tout sous-
corps K, de K et pour tout élément y de K on a: Card (v (K1 \{0}))
— Oard o (K (9)\0})) si o(E,\{0}) # {0} (et Card(o (Kl('y)\{o}))<No
si o(E, N{0}) = {0}). En effet on peut d’a.pres le résultat de Krull ra,ppelé
plus haut trouver un prolongement § de v &4 une cléture algébrique K
de K qui contient nécessairement une cléture algébrique K, de K,. Pour
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tout élément non nul z de K, il existe ay,...,a, ,c K, et a, € K,\{0}
vérifiant: ay+a, 04 ... +a,2" =0 et d’aprds une propriété élémentaire
bien connue des valuations ([6], Chapitre VI, corollaire de la proposition 1)
il existe deux entiers distinets m, m’ tels que: %(a,,a™) = 6(a,,2™) avee
@7 0, @, 7= 0, d’ol, en supposant par exemple m > m’: (m—m')i(z)
= V(A /0y). Posons, pour peN: ¢, (i) = (t e 5(K,N{0}). Comme
K, N0V est totalement ordonné, il est sans torsion ef g, est injec-
tive sur K N{0}) (c’est en fait un isomorphisme); on a:

FENO) = U (@) (P(E:N{0})) &olr évidemment: Card (5(K,\{0}))
p=1

= O'ud(v(li' \{0}) Soit y e K, y ¢ K,. 8i y est algébrique sur K,, on
a: Ky(y) < K, doi: Card(v(Ey(y)N0})) = Card (o(E,\{0}). Si y est
transcendant sur X, tout dlément 2 non nul de K, (y) ’éerit: 2 = ¢(y— 1)

YA (y— ) (?/ —m) ! avee y eKN\N{0}, 4y, .. s Ay By eees iy
eK Posons: D __{y @}oeiz,- Om 2 évidemment: D CK\{O} Sow 3
un élément de §(D) distinct de Pévéntuel plus grand élément u de 4(D).
On a: s =#(y—a) avec ac K, et il existe beX, vérifiant: 7(b—y)
=0(y—b)> #y—a) Lol: H(y—a) = 6(b—a) soit: seo(®,\{0}). Par
consequent si 5(D) n’a pas de plus grand élément on a: v (B (y)\{0}}
< 'u(K \{0}) et si §(D) posséde un plus grand élément 1 on a: v(Kl(y)\{O})
< »(E,\{0}) +Zu, ce qui établit notre assertion.

Revenons maintenant au lemme. Soit ¢ Dordinal vérifiant: N,
= max (Card (4), %,). Quitte 3 compter plusiers fois le méme élément,
on peut indexer A par [0, w,[, w, désignant Pordinal initial d’indice a.
Pour £< w,, posons: k; = k({2,},<s). On a évidemment: o(k,\{0})
= 2(kN\{0}) = {0}. Soit £ & ]0, w,] tel que pour 5 << & on ait: Card (v (k,\{0}))
<N,. Bi & posséde un prédecesseur 6, on a: k, = k,(z,) d’oly, d’aprés la
propriété établie plus haut: Card (v(ké\{o}) max (¥, No) =N,. Si &
est un ordinal limite, on a: k; = (J %, d'ou:

n<é
Card (v(k,\{0}) < Card ([0, £[ X [0, w,[)
< Card ([0, w,[ X [0, w,[) = Card ([0, w,[) =8

Le lemme résulte alors immédiatement du principe de réeurrence trans-
finie,

On dira gqunn sous-corps k d’un corps valué (K, v) est une copie de Rz,v
dans K siet seulement siona: k< o, kNAg, = {0} et Ox o(k) = R n
(un tel sous-corps ne peut évidemment exister que si K et Ry ,-ont méme
caractéristique). On va maintenant donner l'amélioration annoncée du
“théoréme d’immersion” de Kaplansky:

TrorEME 3.3. Soit (K, v) un corps valué contenant une copie k de son
corps résiduel Ry ,,, s0it L un corps isomorphe 4 Ry o, 800t @ un isomorphisme
de & sur la copie naturelle Ly de L dans & (v( (EN\{0}), L) et soit a> 0 un
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ordinal. S Ag., est de curactéristique nulle, si chacun de ses éléments posséde
une racine n° pour tout n et si Card(K) <N, il ewiste un homomorphisme
analytique o de K dans &, (v(EN\{0}), L} prolongeant g,.
Démonstration. On peut indexer les éléments de K par [0 wa[
Pour ¢< w,, posons: K, = k{{r,},<e). Pour £< &< w,, on note i«
Dinjection naturelle de & (v(K,\{0}), L} dans & (v(K¢\{0}), L} et on
pose 1y = (’io’ma)_lotpo. Soit & < w, et supposons gu’on aie construit pour
tout n << £ un homomorphisme analytigue y, de K,, dans & (v(K,\{0}), I)
de facon que pour 0 < << 9’ < & la restriction &4 K, de v,y coincide avec
iy 0%, PosONs: K = U K,, et pour n< & notons i, ¢ I'injection natu-

relle de & (fv(K,,\{O}), ) dans F (v(E {0}, L). Soit v; l’homomorp]u’sme
fmalythue de E; dans F(v KE\{O}), Z) défini par les relations: /K,
=i, 09, (n< £). Comme K, et K contlennent % ils ont méme €OTPs
résiduel pour » ce qui prouve que j:0w; est un homomorphisme analytique
résiduellement surjectif de K; dans & (v(E,\{0}), ), js désignant in-
jection mnatuvelle de & (v(K;\{0}), L) dans & (v(K,\{0}), L). D’aprés
le lemme 3.1 il existe alors un homommphisme analytique y; de K, dans

F (0K {0}), I) prolongeant jeo sz, et pour 7 < & la restriction de y,
4 K, coincide avec jz0 zﬂ,Eo y, G'est-a-dire avee i, .oyp,. D’aprés le principe
de récurrence transfinie on peuf done construire pour tout ordinal 7 < w,
un homomorphisme ana.lythue v, de K, dans F (v (EN{0}), ) de facon
3 avoir pour £< &< w,: YylK; =ie0p;. D'aprés le lemme 3.2
on a pour tout &<, Oard(v(E,\{0})) < max(N,, Card({z,},.))
= max (N, Card ([0, £[)) <N,, dolt powr &< w,:

F(v(E N0}, L) = F,(v(E N0}, L);
5’%[.97(71(K5\{0}), L)] [t .97,,(’0(1(\{0}, L))
Comme on a: K =K, = eU K, il vient: y, (K) € #,(v(KX\{0}), L}

et, comme la restriction de y,, 4 k coincide avec @0, ceci achéve la démons-
tration.

Pour tout ordinal ¢, on note S, l’ensemble des suites transfinies dya-
diques (k;)z<a, dont l'ensemble des rangs des termes égaux & 1 posséde
un plus grand élément (voir [18], [21] et [36]), que I’on munit de ordre
lexicographique, et on note Gﬁ’:}l le groupe additif des fonctions de S,
dans R & support bien ordonné de cardinal strictement infériewr & N,,
que P'on munit de son ordre total naturel (un élément non nul de %) est
dit positif §’il prend une valeur positive gur le plus petit terme de son
support). Posons:

FO = FAE)R), HS =F,(69,0), T, ={3e¢69: >0}
T, ={se G(") : s >0}, 0O, ={z EH(“’ V(x) > 0},
={re H"‘) V() > 0}.
On munit H‘;L, C,, et Gm‘z de leur structure d’algébre complexe naturelle.

1,
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On dira qu’une structure d'algébre complexe sur un corps valué (K, »)
est compatible avee la valuation si ok , est une sous-algébre de K et si My
est le noyau d'un caractére de A ,» 0'est-d-dire le noyau d’un homomor-
phisme d’algébre de o/, dans C (ceci impligue évidemment que le eorps
résiduel &y, , est isomorphe & C). On va maintenant ébablir le corollaire
suivant:

COROLLATRE 3.4. Soit (K, v) un corps valué possédant unme structure
d’algébre complewe compatible avec sa valuation et s0it o> 0 un ordinal.
81 Card (K) <N, on peut identifier v(K\{0}) avec un sous- -groupe de G“’)
et il existe alors un homomorphisme d’algébre analytique de E dons H(")

Démonstration. On a évidemment: Card (o(EN{0})) <¥,. Le
fait que on peut identifier »(H\{0}) & un sous-groupe de G(") a été établi
par N. Alling dans [2] (voir également [12]) dans le cas ol a posséde un
prédecesseur et par ’auteur dans [16]pour tout ordinal a. Compte tenu de
cette identification il existe un homomorphisme analytique y de

F.(v(EN{0}), C) dans HY compatible avec les structures d’algsbre

naturelles. Pogons: &k = {}"3}250’ ¢ désignant I'unité de K. L’application
Are~> -1 définit un homomorphisme d’algdbre @, de & sur Cy, et il est
clair que % est une copie du corps résiduel de K au sens préeisé plus haub.
D’aprés le théoréme 3.3, il existe un homomorphisme analytique p de K
dans Z, (v(E\{0}), C) prolongeant ¢,. L'homomorphisme est un homo-
morphisme d’algébre de K dans &,(v(E\{0}), C), et pop fournit 'homo-
morphisme d’algébre cherché de K dans H.
T Remar que 3.5. I’hypothése que K contient une copie de son corps
résiduel n'est pas essentielle pour obtenir le résultat d'“immersion” du
théoréme 3.3. En effet le théoréme 7 de [23], qui est & la bage du lemme 3.1
permet d’obtenir une “équivalence analytique” pour des extensions d'un
corps valué donnant liew & un “aceroissement du corps résiduel”. La
seule précaution & prendre pour étendre le lemme 3.1 dans cette direction
8i Ky n’a pas méme corps résiduel que K pour v est de s'assurer que @1
“laisse de la place” pour ajouter les éléments de R, ne figurant pas dans
Z%g,,e,- On pourrait done prouver que si #y , véritie les autres hypothéses
du théoréme 3.3 et 5i Card (K) < ¥, avec a > 0, il existe un homomorphisme
analytique résiduellement surjectif de K dans #,(v(EN\{0}), Zx,) (et
pour obtenir est énoneé on n’a pas besoin du lemme 3.2). D’autre part il
est possible de remplacer I’hypothése que %z, est de caractéristique nulle
par Phypothése suivante: K eb Z#g, ont méme caractéristique p = 0
et vérifient “I'hypothése A” de [23], clest-d-dire gue 2(KN{0}) coincide
avee p-o(K\{0}) et que pour toute famille finie (a,, ..., a,_,) d’éléments
de 2, , ’équation ao+a1w1’—|—a2wp Fo 2™ =0 posséde au moins une
golut ion dans Bx,v-

Notons enfin que si %z , est de earactéristique nulle et i Card (K) =¥,
il existe un homomorphisme analytique de K dans H‘j’l On peut en
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effet prolonger v & une cléture algébrique E de K, et K contient une copie
de son corps résiduel (il suffit pour le voir de reprendre Pargument utilisé
par MacLane dans [29], lemme 2 et par Kaplansky dans [23], lemme 12,
car le fait que K est algébriquement clos permet d’éviter le recours au
lerne de Hensel). On voit de méme qu’au corollaire 3.4 qu’il existe un
homomorphisme analytique de K dans Jl(G(j),.%~ ;) et comme d’aprés
les résultats classiques de Steinitz Zg ; peub stre identifié & un SOTS-COrps
de C il existe un homomorphisme analytique de #,(G%), #z ;) dans "),
d’olt notre assertion.

F. J. Rayner a montré dans [33], en utilisant la “valuation de
Pordre” introduite par Krull dans [26], que l'on peut utiliser les résultats
de Kaplansky pour construire nn homomorphisme compatible avec ’ordre
d’un corps totalement ordommé F dans & (v(F\{0}), R), v désignant la
valuation de Pordre sur F, pourvu que les éléments du corps résiduel
de F pour la valuation de D’ordre possédent une racine n° pour tout
{51 cette condition n’est pas vérifiée on peut cependant de méme que dans [22]
obtenir un résultat d’immersion analogue -3 condition d’introduire des
“factors sets® dams le corps de séries formelles). On peut de méme que
plus haut montrer que si Card (F) <N, il est possible en fait d’immerger
F dans F,{v(I\{0}), ) si @> 0. Ceci permet en particulier d’étendre
au cas d'un ordinal limite a > 0 les propriétés universelles .de .9?(“) éta~
blies par Pauteur dans [13] dans le cas ol a posséde un prédeeesseur

4. Propriétés unmiverselles de (, . Rappelons gu'un sous-anneau
unitaire d’un corps commutatif K est appelé anneau de valuation quand
I’engsemble de ses idéaux prineipaux est totalement ordonné par inclusion.
A tout anneau de valuation # de K on peut associer une valuation v sur K
telle que & coincide avec g, J’énonce comme un lemme le classique
résultat d’algébre commutative suivant (je pense que ce résultat est
dfl & Chevalley, mais je 'ai trouvé dans Bourbaki oit il est donné sans
références):

LevMys 4.1 (Bourbaki [6], Chapitre VI, § 1, théoréme 2). Soit K un
corps et s0it b wm homomorphisme dun sous-anneow A de K dans un corps
algébriquement clos I.. I existe alors un anneau de valuation & powr K et
un homomorphisme h' de B dans L tel que B contienne A et que h' prolonge h.

Démonstration. Voir [6], Chapitre VI.

On 2 alors le théoréme suivant (g, désignant Punique caractére de C'm,,) :

THEORBME 4.2. Soit A une algébre complexe commulative intégre et
unitaire possédant un caractére y et soit a un ordinal > 0. 8t Card.(4) <N,
il emiste un homomorphisme d’algébre injectif ¢ de A dans O, vérifiant:
X009 = %

Démomnstration. Soit K le corps des fractions de A, muni de la
struetmre d’algébre complexe induite par celle de A. D’aprés le lemme 4.1,
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il existe un anneaun de valuation # de K contenant A et un homomorphisme
z' de & dans Cprolongeant y. Soif ¢ 'unité de K. On a: ¢ € & et pour 1 € C,
bed: A-b = {le)-beF ce qui prouve que # est une sous algébre de K.
En outre on a également pour 2eC, beZ: y(i-h) = y'[{%e)-b]
= g'{A-e)x'(b) = x{Ae)-x'(b) = Ax'(b) €t %' est un homomorphisme d’alge-
bre de # dans C, c’est-a-dire un caractére de #. D’autre part Kery' est
évidemment un idéal maximal de B et c'est done 'unique idéal maximal
de 2. Soit v une valuation sur K telle que Panneau de valuation de K
pour v coincide avee #. I est clair que la structure d’algébre de K est
ecompatible avee » au sens préeisé au paragraphe préeédent, et, (K \{0})
étant identifié & un sous groupe de 6% (on a: Card K = Card 4 <N,),
on peut considérer que v prend ses valeurs dans G5, T existe d’aprds
le corollaire 3.4 un homomorphisme d’algébre analytique y de K dans H (")
etonapourx e d: V[y(x)] =»(®)> 0 (4 est inclus dans #) d’olt: w(A)
€ 0,,. D’autre part y,09 est un caractére non trivial de B qui coincide
done avee y', c’est-d-dire que sa restriction &4 A coincide avec yx. Il suffit
alors de poser: ¢ = pld pour obtenir ’homomorphisme cherché de A
dans 0,

On a alors le corollaire guivant, a désignant toujours un ordinal > 0:

COROLLAIRE 4.2. L'algébre G;a contient une copie de toute algébre
complexe intégre non unitaire dont le cardinal est imférieur ou égal & R,.

Démonstration. Soit 4 une algébre vérifiant les hypothéses du
corollaire. On “adjoint 'unité” & A selon le procédé classique (voir [34],
Chapitre 1); e désignant I'unité de I'algdbre 4 ainsi obtenue, tout élément
de A s'écrit de manidre unique: # = Ae+y avec A € C, y € A; Papplication
2.-> A est un caractére y de A dont le noyau doincide avee 4 et on a:
Ca;rd(A) = Card (4). Soient z; = A,6+y, et x;, = Ae+y, deux éléments
de A dont le produit est nul. On a:

Adse+A1Ys+ LYy +YYe =0 dlolt: Ay 0Ay = 0, AyYa+A¥:1+Y1Ya = 0.

Sildy =24, =00na: y;-y, = 0 et y; ou y, est nul, ce gui Implique que =,
ou #, est nul. Sinon supposons par exemple 1, = 0, A, 7= 0. Comme A
n’a pas d’unité, on peut trouver z € 4 vérifiant: z- (¥./1,)2 # 0 et comme
Y1 (A% +Y,2) est nul on a: gy, =0, 2, = 0 et on voit que A est intégre.
Dlapres le théoréme 4.1 il existe un homomorphisme d’algébre injectif ¢
de A dans 0,, vérifiant: y = y,0p d’oli: p(4) = Ker(y,) = C, , ce qui
achéve la démonstration.

5. Propriétés universelles de L!'(R*, w) et mormabilité de certaines
algébres intdgres. On a montré dans [15] que toute algdbre de Banach
complexe commutative radicale possédant une unité approchée bornée
contient une copie de G;I . On dédnit alors immédiatement du corollaire 4.3
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le résultat suivant (qui n’a évidemment de sens que si on assume I’hypo-
thése du continu):

TrdoREME 5.1. Soit # une algébre de Banach compleve commutative
et radicale. Si B posséde une unité approchée bornée, & contient une copie
de toute algébre compleme commutative intégre non unitaire de cardinal N,.

Soit w: R¥ — R¥ une application mesurable possédant les propriété§
suivantes: (w () > 05 w(s +1)<w(s)w(t) (s, e RT) (Papplication t—e¢ "
donne un exemple d’une telle fonction). Conformément 4 'usage on note
L'(R*, w) 1’algébre obtenue en munissant Pespace des classes de fonetions

o0
mesurables de BT dans C égales presque partout vérifiant [|f(t)|ew (t)dt
]
< 400 du produit de convolution sur R* et de la norme |-| définie par
o0
la relation: |f|| = [|f(¢)|w(¢)di. Il est bien connu que L'(R¥, w) est une
(]

algébre de Banach commutative séparable & unité approchée bornée,
et ¢’est d’autre part une algébre intégre en vertu du théoréme de convo-
Iution de Titchmarsh. On a done le curieux résultat suivant:

CoROLLARE 5.2. 87 on assume Uhypothése du continu, L'(R™,w)
est universelle dans la classe des algébres complexes commutatives intégres
non unitaires ayant la puissance du continu.

On a d’autre part le:

COROLLATRE 5.3. (i) Toute algébre complewe commutative non unitfuire
et intégre de cardinal R, posséde une structure d’algébre normée.

(i) Pour qu'une algébre complexe unitaire et intégre commutative de
cardinal N, posséde une structure d’algébre normée il fawt et il suffit qu'elle
posséde un caractére non irivial.

Démonstration. Il est bien connu que toute algébre de Banach
eommutative unitaire, et par conséquent toute algébre normée commuta-
tive unitaire, posséde un caractére non trivial, ce qui fait que la condition
de (i) est bien néeessaire. Les autres assertions sont des conséquences
immédiates du théoréme 5.1 (le noyau dun caractére non trivial d’une
algébre complexe commutative unitaire et intégre ne posséde pas d*unité).

On va maintenant préeiser le corollaire 5.3 dans certains cas. Soit
¢[X,, ..., X, ]Palgébre das polyndmes de n variables & coefficients dans C.
On dira qu’une partie % d’une algébre complexe commutative A est
algébriquement libre sur C si pour tout entier # et pour toute famille
{1, ..., m,} de n éléments distinets de & lapplication P[X,,..., X, ]
Py, ...,,] de C[X,,...,X,] dans A4 est injective. Il est facile de
voir que toute partie de A algébriquement libre sur € est contenue dans
une partie algébriquement libre sur ¢ maximale et que une partie algébri-

quement libre sur € maximale de A est une base de transcendance du
corps K des fractions de 4 sur la copie naturelle de € dans K si A est
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intégre. On va utiliser certains résultats de [13] pour établir le théoréme
suivant:

,TEEEJOREME 5.4. Soit & ume partie algébriquement libre sur C mazimale
de O, €t soit & une algébre normée. Ni B contient une copie de C., il existe
Dpour toute application f de & dans R & valeurs strictement positiveslun homo-
morphisme dalgébre injectif v de G;l dans & werifiant: |y (=)l = f(x)
(z e ).

Démonstration. Soit p, mn homomorphisme injectif de ¢, dans #
et soit p la norme induite sur 0;1 via p, par la norme de . Dl’aprés le
t]‘uéoréme 5.3 de [13] il existe mne sous-algébre @ de O, qui est topolo-
glquement siruple pour la topologie induite par . Auin‘erlnent dit il existe
un homomorphisme injectif y, de C,, dans Ini-méme tel que C7, soit
topologiquement simple pour la topologie définie par poy,. '

Dlautre part d’apreés le théoréme 2.3 de (13) Ie groupe G ne posséde
aucune suite coinitiale et cofinale et il existe une famille (Gr'é,)klm de sous-
groupes totalement ordonnés de G5 dont toute partie posséde “une suite
coinitiale et cofinale telle que lon ait: @, = {0}, G0 = U Gy; 6. Gy

<o

(0< §< &< ). Posons, pour &< w: Hy = &6, C); 0; = fy e H,:
Viy) 2((1))); C; = {y € H;: V(y)> 0}. On identifie H, & sa copie canonique
dans HE) et on a alors: Hgi = {J H,. Dautre part on notera K, la

cléture algébrique dans ") é;wlsous-corps de HY engendré par
CoU[#nH,], & désignant toujours un ordinal dénombra,blle. De méme que
dans [14] on déduit de [28] que H, ¢ est algébriquement clos pour £ < w;.
Par conséquent H(jl est algébriquement clos et K, Pest également pour
&< w,. Posons en outre: Ly = L<Je K, (0< &< o). 1 est facile de voir

7
que.sf’n [E N\ L] est une base de transcendance de K, sur L,. Comme &%
est inclus dans le eorps algébriquement clos (J K, et que & est une base

&
de transcendance de H() sur ¢, on a: H‘;f;l U K.

. <o
Soit £> 0 un ordinal dénombrable et supposolns qu'on ait associé

& tout élément 7 de [0, £] un ordinal dénombrable #(n) et un homomorphis-
me g, préservant la valuation de K, dans H,, de fagon que g, soit I’iden-
tité sur Oy = H, et que Pon ait pour 5 << 9’ < &: p(n) < pu); o 1K, =@,
et lpiope0p, (@)l =f(2) (v eK,,n< &).

Comme [0, w,[ ne possdde aucune suite cofinale il existe un ordinal
dénombrable y > £ vérifiant: y > #(n) (n<< €. Soit ¢; I’homomorphisme
de L dans H, défini par les relations: vl K, =, (n<< £). Ona: V(K. \{0})
= @, c &, et Q’aprés le lemme 3.1 il existe un homomorphisme injectif ¢
de K, dans H, préservant la valuation qui prolonge p;. Comme @, ne posséde
ancune suite cofinale il existe y e ), , el que V(y) majore strictement
tous les éléments de G,. Soit maintenant (y,) une suite d'éléments de c,
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telle que la suite (V(y,)) soit coinitiale dans D'ensemble des éléments
strictement positifs de &,. Comme y- 0 est partout dense dans (),
pour poy, on peut construue pour tout n une suite (z,,) d’éléments de
0, vémfl'mt 910 Wa (¥, + Zn, )l omss> 0. Soit p (&) un ordinal dénombrable
supéneur & y vérifiant: znmeH,,@) (n,meN). Pour seFNEL)
il existe n(z) e N et u(z) e, < 0,,(5) vérifiant: ¢f (@) = Yy "% (2) A0l

“("PI o) (’Pe (a") —Zp)m” u(m) ” prmevesg 0.
On peut done trouver un réel A(z) vérifiant:

(w092 (9% (@) — 2(2) *Zugemiy v (@))]| = Fl@)

m (z) désignant un entier tel que [[(1,0 vs) (7% (%) — Zn,meey % (@))]| < F(2).
Comme D’ensemble ¥N(E,\L;) est algébriquement libre sur I,
il existe un unique homomorphisme g’ de l’a,nneau R engendré par
Lu[FN(KENL)] dans Hyg vérifiant: o 1Ly = @5 q;;"(cc) = g (v)+
—i—/'({ﬂ) Zn(a), m(z) - (%) (we £n [KE\LE]) "
Pour 7€, on a: ¢ (r)—gf(r)ey- G“,I d’oﬁ V(ge () — gz (1)
>V(y) > Vi) = Vgl () soit: V(p"'(r) =V{g") =Vr) et ¢
gui presmve Ia valuation, est injectif. On peut alors canoniquement pro-
longer ¢,” par un homomorphlsme préservant la valuation du corps en-
gendré par L[S N(E L) dans H,, eb puisque G,y contient @, il
existe d’aprés le lemme 3.1 un homomorphisme préservant la valuation
¢ de K, dans H 4 prolongeant ¢; . On a %LK P, (n<&) et [[(p1090
o))l = f(») (ve& nKe) D’aprds le principe de récurrence transfinie
on peut done associer & tout ordinal dénombrable & un homomorphisme
préservant la valuation g,: K,— Hw de fagon que g, soit 'identité sur C,
et que Ton ait: gulH, =g (§< ¥ <), lyop0e) @) = fl@)
(z e SNH;, £< o). Soit ¢, I'homomorphisme de HY) = U K, dans

§<my
lui-méme défini par les relations: @, K =¢; (§< o). On a %1(0w1)
= C',,,1 et @, est un homomorphisme d’algébre. Posons: ¢ —%1]0
et p = y,0p,09. On a |lp(@)] = f(#) (# e &), et ceci achéve la démonstra-
tion.

On 2 alors le:

COROLLAIRE 5.5. Soit A une algébre complexe commutative intégre non
wnitaire de cardinal X,. Pour toute partie & algébriquement libre sur C de A
il existe une norme @algébre sur A prenant des valeurs positives arbitrai-
rement fixées sur .

Démonstration. D’aprdsle corollaire 4.2 il existe un homomorphizsme
injectif ¢ de A dans 0,, , €6 @(&) est contenue dans une partie algébri-
quement libre sur C maxnnale &, de O, w,- S0it # une algébre de Banach
complexe commutative radicale possédant une unité approchée bornée.
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D’aprés le résultat de [15] rappelé plus haut, # contient une copie de G"
et le corollaive se déduit immédiatement du théoréme 5.4.

On appellera degré de transcendance sur € d’un corps’ K possédant
une strueture d’algdbre complexe le cardinal des bases de transcendance
de K sur la copie naturelle de € dans K. On a le:

COROLLAIRE 5.6. Soit of une algébre normée intégre de cardinal N, et
soit & une algébre de Banach complexe commutative radicale possédant une
unité approchée bornée. Si le degré de transcendance swr C du corps des
fractions de s est infini, il existe un homomorphisme injectif discontinu de <
dans P Ce.

Démonstration. Supposons o non unitaire, ¢t soit & une partie
algébriquement libre sur € maximale de A. Comme & est tne base de
transcendance sur C du corps des fractions de «f, & est infinie et, (¥,)
désignant une sunite queleonque d’éléments distinets de &, il existe d’aprés
la démonstration du eorollaire précédent un homomorphisme injectif v
de o dans & vérifiant: {p(y,)| = nly,l (n e N). Bi & est unitaire elle
posséde un caractére non trivial y et le corps des fractions de Xer(y)
coincide avee celui de «f. Daprés ce qui préedde il existe un homomorphisme
injectif discontinu de Xer(y) dans # que 1’on peut prolonger par un homo-
morphisme injectif de o dans Z@ Ce, et ceci achéve la démonstration.

Remargue 5.7. (i) Le théoréme 5.4 reste valable en remplacant 0’
par Ca, ,a deqanantlm ordinal possédant un prédecesseur arbitraire. OGtte
observation est sans intérét si on assume ’hypothése du continu car I’ar-
gument utilisé pour établir le théordme 7.1 de [12] montre que ¢, wn'est
pas normable dansce cas. Par contre si on suppose 2% > K, il 0’y a & priori
aneune raison pour que G’;a ne soif pas normable pour certains ordinanx
o> 2.

(ii) En appliquant le lemme 3.1 de méme que dans la démonstration

du théoréme 5.4 et en utilisant le fait que H, est un corps valué maximal
pour §< w;, on voit aisément que pour toute copie C, dans H“’ du corps
résidual de H“) pour V et pour tout isomorphisme g, de C, sur C’1 il existe
un 1§0m01'ph1sme de corps ¢ préservant la valuation de H‘” sur lui-méme
dont la restriction & €, coincide avec g,. De méme pour toute copie R,
de R dans &Y ‘” et pour tout isomorphisme vy, de R, sur B, il existe un
isomorphisme préservant Vordre p de #Q sur lni-méme dont la restric-
tion & R, coincide avec y,. Compte tenu du fait que F est un corps
ordonné maximal de type 7,, ’amélioration de Johngon du théoréme
d’isomorphisme d'Brdos, Gillman et Henriksen (voir [11], [13] et [22])
peut done se déduire directement de 1’énoncé d’Erdos, Gillman et Hen-
riksen et de la thése de Kaplansky, moyennant une récurrence transfinie
de routine.



136 . J. Esterle

(iii) Soit # un élément non nul d’une algébre complexe commutative
non unitaire et intégre A de cardinal N, et soit b un “élément de Cohen”
([15], définition 2.4) d'une algdbre de Banach commutative séparable
et radicale & possédant une unité approchée bornée. On peut construire
Phomomorphisme injectif ¢ de 4 dans & obtenu au théoréme 5.1 de fagon
& avoir: p(z) = b.

En effet soit v une valuation sur le corps des fractions X de 4 compati-
ble avec la struetare d’algébre complexe de K et vérifiant: 4 = Mg,.
La notation X“ désignant pour d e »(K\{0}) élément de F(v(E\{0}), C}
égal 2’1 en d et nul hors de {d}, il résulte immédiatement de la démonstra-
tion du théoréme 3.3 qu’il existe un homomorphisme d’algébre analytique ¢,
de K dans F(v(E\{0}), €} vérifiant: ¢,(z) = X*@. 1 existe done un
homomorphisme d’algébre injectif g, de 4 dans O, , vérifiant: @,(z) = x°,
¢ désignant un élément convenable de T,

Soit £ un ordinal dénombrable tel que TE contienne . D’aprés le lemme
3.5 de [15] il existe une application injective y, de T; dans Pensemble
des éléments de Cohen de & vérifiant: v,(8) = b, p,(rd+7'd") = pe(d) -

() (d,d €Tyr,7' e QF). Bn procédant comme dans la démonstra-
tion du théortme 3.6 de [15] on obtient alors une application injective p
de T;, dans Pensemble des éléments de Cohen de & vérifiant: (d--d')
= w(d) w(d') (d,d eTwl), p|Ty = ye. D’aprés le théordme 3.1 de [14],
il existe un homomorphisme d’algdbre injectif ¢, de ¢, , dans # vérifiant:
9s(X?) = p(d) (@ €T,).

Posons: ¢ = g0, On a @) = (X% = p(d) = pe(8) = b. Ceci
établit motre assertion.

6. Homomorphismes discontinus des algébres de Banach commuta~-
tives séparables. On va tout d’abord ébablir le lemme élémentaire suivant:

Leywe 6.1. Soit o une algébre de Banach complexe commutative et
soit I un idéal premier de &f. Si dim([I) > 1, le degré de transcendance
sur C du corps des fractions de o |I est au moins 2%,

Démonstration. Soit (D) Palgtbre des fonctions holomorphes
& Pintérieur et continues & la frontidre du disque unité du plan ecomplexe
et soit J” une base de Hamel de R sur Q dout tous les éléments sont posi-
tifs. Pour ¢ € 7, soit a, élément de /(D) défini par la relation: x(e)
= exp(tz) (2 € D). Soit (t,1,, ..., 1,) une famille de » éléments distincts
de 7 et soit P[X,,..., X,] un polynéme de # variables & coefficients
complexes non réduit & une constante. L’application qui % un mondéme
X AP (g, ey eN, 16 <ip,<...< 5, < n) de P[Xl, X0
agsocie 7% + ... +ny1, est injective et, les fonctions zy, .. ) By, etant
canomquement prolongées au plan complexe on voit qu’il emste un mondme
de Pla, (2), - .-, 2, (2)] qui domine tous les autres quand # tend vers infini
sur la demi-droite des réels positifs. Par conséquent Pl (2), ...y 2 (2)]
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ne s’annule sur aucun ouvert de C et Play, .. s, ] est un élément non
nul de o (D). La famille {2}, , est done anébnquement libre sur C.

Soit maintenant of une algébre de Banach commutative complexe
quelcongue et soit I un idéal premier de & de codimension supérieure & 1.
Si o/ [I n’est pas unitaire, I est un idéal premier de o« DCe et le corps
des fractions de o @Ce/I s’identifie & celui de «f/I. On peut done se limi-
ter au cas olt & posséde une unité e, modulo I.

Dans ce cas I est contenu dans un idéal “maximal modulaire” J qui
est le noyau d’un caractére non frivial 4 de o, qui induit un caractére 7
sur Dalgébre quotient &/ /I (voir [34]; Ch. IIT, §1). On a: xle)) =1; 1
est strictement inclus dans J et il existe a4 e o vérifiant: z(a) =0, a ¢ I,
flal < 1. Soit 6 I’application canonique de o sur .sa{/I. Pour me .yl(D)

on notera (4, (#)) s 1o suite d’8léments de € véritiant: o(z 2 A (@) 7

n=>0
(j2] < 1). Posons: p(z) = 6[20(:0)(61)—5—22“(51;)0»"]. On définit ainsi un
n=1
homomorphisme d’algébre de (D) dans «[I. Pour z e Ker(y), on a:

Zo@et D in(@)a” €T < Ker(y) Lotz Zo(a) = Xo(a) gle) =

n=1

soit:

( () - 61+2 i () - Q7 ) el, et A(@)e,+ Zln(w)-a ~lel,
n=2 n=2

d'ol de méme: 4,(#) = 0. En itérant ce procédé on voit que A, (@) est

nul pour tout » et par eonséquent que x est nul. L’homomorphisme y est

done injectif et la famille (w(w,)),e, est algébriquement libre sur O, ce

qui établit le lemme. ‘

On & alors le théordme suivant (le fait qu'il existe un homomorphisme
discontinu de toute algébre de Banach commutative possédant une infi-
nité de caractéres avait ét6 établi avant moi par G. Dales, voir [9]):

THEOREME 6.2. Soit o une algébre de Bamach compleze commutative
et soit B une algébre de Bamach complexe commulative radicale possédant
une unité approchée bornée; .

(1) 8% on assume Dhypothése du continu, tout idéal premier I de o
tel que Card (o7 (1) = 2%, dim(|I)> 1 est le noyau d'un homomorphisme
discontinu de of dans B @ Ce.

(i) De tels idéaux emistent si of posséde une infinité de caractéres,
ou si. of est séparable et si son nilradical est de codimension infinie.

Démonstration. (i) Si l'algdbre quotient /T est unitaire elle
posséde un caractére d’apres le résultat classique rappelé plus haut. Compte
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tenu du lemme 6.1, la premiére assertion est une conséquence immédiate
du théoréme 51 si I n'est pas fermé et du corollaire 5.6 si I est fermé.

(ii) On peut se limiter au cas ol of posséde une unité (adjonction
de Punité ne change pas le nilradical et n’ajoute qu'un caractére, et si I
est un idéal premier nonmaximal de P’algébre obtenue en adjoignant
Punité & o, I est de codimension infinie d’aprés le lemme 6.1 efo/ NI
est un idéal premier de .o de codimension infinie dans «). 8i &/ posséde
une infinité de caractéres il existe d’aprés un résultat bien connu de Kaplan-
sky ([25], Lemme 7) un élément y de o dont le spectre est infini ef, quitte
4 retrancher & y le produit de I'unité par un sealaire convenable, on peut
supposer que 0 est un point d’accumulation de Spee(y). Il existe alors
une suite (y,) de caractéres de o vérifiant: y,(y) # 0 (n e N); x,(y) — 0.

n—00

Soit y un point d’accumulation de la suite (x,) dans Spec (o). Posons:

J = [ Ker(g,); 8 = {87} ega(y- Comme x(y) est un point d'ac-
neN keNu{o'g

eumulation de la suite (z,(y)), ¥ appartient & Ker(y). Soit s ¢ Ker(y).
Connme x(s) est un point d’accumulation de la suite (x,(s)), il existe un
entier n tel que x,(s) soit non nul et on a, pour tout entier & > 0: x, (sy*)
= 1) [ ()] 50 Aotz SnJ = @. Comme 8 est stable par produib
il existe d’aprés un résultat bien connu d’algébre commutafive un idéal
premier I de o/ contenant J et ne rencontrant pas 8. On a done: I = Ker(y),
y ¢ I et puisque y appartient & Xer(y) Y'idéal I n’est pas maximal. L’appli-
cation % — {, (#)},ev €8t un homomorphisme de & dans I” dont le noyau
coincide aveec J et on a: Card(«f/I)< Card(s[J) < Card(l1®) = 2%
d’otr: Card (s [I) = 2% ce qui achéve la démonstration quand & posséde
une infinité de caractéres.

Supposons maintenant que o est séparable et que son nilradical 2,
est de codimension infinie. On peut se limiter au cas ol & ne posséde
qu’un nombre fini de caractéres. Comme £, coincide avee I’intersection
des idéaux premiexrs de o ([6], Chapitre IT, §2, proposition 13), o/ possede
alors un idéal premier I non-maximal et puisque / est séparable on a:
Card (o [I) = Card(sf) = 2%, ce qui achéve la démonstration.

Nous sommes maintenant en mesure de caractériser les algébres de
Banach commutatives séparables dont tout homomorphisme dans
LYR*, w)® Ce est continu:

COROLLAIRE 6.3. Soit «f une algébre de Banach complexe commuitative
séparable. 8i on assume V'hypothése du continu, les deux conditions suivanies
sont équivalentes : ' '

(a) Tout homomorphisme de £ dans L' (R*, w) @ Ce est continu.

(b) Le nilradical de of est de codimension finie dans of.

Démonstration. D’aprés le théoréme 6.2, il suffit de vérifier que
(b) implique (a). 8i le nilradical #, de & est de codimension finie dans &
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on voit de méme qu’au section 2 que lon a: £, = Rad(«), et &, est
fermé dans .. Soit ¢ un homomorphisme de & dans L'(RT, w)@Ce.
Comme I'(R*, w) est intégre, ¢(#,) est réduit & {0} et on a: ¢ = po@, ¢
désignant Papplication canonique de « sur of [#, et v un homomorphisme
de o /R, dans LM(R*, w) @ Ce. L’'homomorphisme yp est antomatiquement
continu puisque «f /%, est de dimension finie et @ P’est aussi, ce qui achéve
Ia, démonstration (on pourrait déduire du théoréme de Feldman cité
au section 2 que I'on a en fait soit p () = Ce, soit () = {0}).

On a en particulier le: .

COROLLAIRE 6.4. Soit o une algébre de Banach complexe commutative
radicale et séparable. 8 on assume Phypothése du continu, les trois conditions
suivanies sont éguivalentes: i

(a) Tout homomorphisme de of dans L'(R*, ) est continu.

(b) L’image de of par tout homomorphisme de f dans L'(R™, w) est
réduite & {0}.

(¢) o est nilpotente.

Démonstration. L'implication (c) = (b) = (a) est triviale. D’autre
part si o n’est pas nilpotente ce n’est pas une nilalgébre d’aprés le résultat
de S. Grabiner cité au section 2 et le quotient de «f par son nilradieal
&, n’est pas réduit & {0}. Si o [#, etait de dimension finie on aurait Z,
= Rad () et o |®, qui serait semi-simple posséderait une unité d’aprés
le théoréme de structure de Wedderburn, ce qui est absurde puisque o/
ne peut avoir d’idéal modulaire. Par conséquent s posséde un idéal pre-
mier I de codimension infinie et puisque I n’est pas modulaire c’est le
noyaun dun homomorphisme discontinu de & dans L'(R*,w), ce qui
établit le corollaire.

On a enfin le:

THEOREME 6.5. Sott o une algébre de Banach complexe commutative
séparable de dimension infinie. Si on assume Phypothése dw continu, il
emiste wn homomorphisme discontinu de of dans Ti(0, 1)@ Ce.

Démonstration. Comme L%(0,1) posséde une unité approchée
bornée, le théoréme résulte immédiatement du eorollaire 2.5 et du théo-
réme 6.2.

De méme que plus haut, on déduit du théoréme 6.5 le:

COROLLAIRE 6.6. Soit of une algébre de Banach complexe commutative
radicale et séparable de dimension infinie. 8i on assume Vhypothése du
continu, i1 ewiste un homomorphisme discontinu de o dans L3(0, 1).

T Remarque 6.7, (i) Compte tenu de la remarque faite dans l'intro-
duction, on peut déduire de la construction de G. Dales que les résultats
ci-dessus restent valables en remplacant Li(0,1) par I’algébre de con-
volution C*(0,1).
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(ii) T ressort clairement des démonstrations des théorémes 2.4 et 6.2
que si une algébre de Banach commutative complexe & vérifie I’hypo-
thése du théoréme 2.4 ou 1'une des hypothéses du théoréme 6.2 on peut
moyennant ’hypothése du continu trouver une suite (y,) d'éléments
de o telle que pour toute suite (8,) de réels positifs on puisse econstruire
un homomorphisme ¢ de «f dans Zi(0,1)® Ce vérifiant: (jp(y,)] = B
(n e N). Ceci permet en fait de construire pour toute norme p définie
sur & un homowmorphisme discontinu de o munie de p dans
Li(0, 1) D Ce.
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