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Uber das Mordellsche Umkehrproblem fiir den
Minkowskischen Linearformensatz

Yon

G. RAMITARTER (Wien)

1. Einleitung. Wir befassen uns im folgenden mit dem von Mordell
[9] 1986 gestellten Umkehrproblem fiir' den Minkowskigchen TLinearfor-
mensatz. Zom besseren Verstandnis wird gleich eine geometrische Fassung
des Problems angegeben. Es sei G ein Gitter des &* mit der Determinante
a(&). T sel stets ein beziiglich des Ursprungs 0 symmetrisches, abgeschlos-
senes und  achsenparalleles Parallelepiped vom Volumen FV(P). Wir
bezeichnen P als frei (beziiglich &), wenn das Innere von P aufier 0 keinen
weiteren Punkt von G enthilt. Es sei

(1 B(G): = sup {27V (P)/d(@)] P frei beziiglich @}.
DPann sind die nur von der Dimension # abhéingigen Konstanten
(2) k,: = inf{k(G)] G Gitter des B"}

gesucht. Aus einem Resultat von Hlawka [5] folgt

i
k’n = (qq,!)22"'(ﬂ’+1)”2 "

Line bessere, fiir alle n giiltige Abschitzung ist his heute nicht bekannt,
Nach Arbeiten von Szekeres [13], Sziigz [15], Surdnyi [11], [12] wnd
Gruber [37], [4] gilt

1
by = bt = 0,723...

Die Beweise der ersten drei Autoren heruhen auf einer geometrischen
Interpretation des Kettenbruchalgorithmus, die auf Klein und Minkowski
zariickgeht, Idie Arbeit von Gruber enthiillt dagegen einen Zusammen-
hang mit dem homogenen Minimum A(): mf{chImEJ[ x e GN{0}).

Fiir die Dimensionen # 2 3 ist %, nicht bekannt. Szekeres [14] zeigte
unter Heranziehung einer Bﬁmelkung von Erdss vnd Grimwald &, > 1/4,
Ko [6] gab dafiir einen arithmetisechen Beweis. Gruber [3] erlechgte den

N
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" Fall der dreidimensionalen Gitter mit (analog definiertemt) homogenem
Minimum A(@F) = 0. Die vorliegende Arbeit beschaftigh sich mit demn Fall
n = 3. Zunichst wird das kritische Gitter G* des Bercichs {m ¢ R3]
lmy 2, 5] < 1} untersuchbund & = E(G") = (8/7)cos?(n/7)cos(27/7) = 0,578...
gezeigh (Satz 1). %* ist eine obere Schranke fiir . AnschlicBend wird
bewiesen, daf %* zumindest lokal auch eine untere Schranke fiir &, dar-
stellt und zwar in folgendem Sinn: Fir alle Gitter & ciner passenden

Umgebung von G* gilt (@) » k(G*) (Satz 2). Durch diezes Resultat wird .

die Vermutung von Gruber gestiitzt, daB %* schon mit %, zusammen-
falls.

2. Das Minkowskische Verfahren fiir extremale Parallelepipede. T sei
oun & ein Gitter des R* mit homogenem Minimum A(G) = inf {|z, 2,
|m 3 G\{ﬂ}] Ersichtlich ist jedesb eziiglich @ freie achsenparallele Parailel-
epiped mit 0 als Mittelpunkt in einem (nicht immer eindeutig bestimmten)

freien enthalten, das im relativen Inneven seiner Seitenflichen jeweily

(mindestens) einen Gitterpunkt enthilt. Ein solches Parallelepiped wollen
wir exlremal (bezliglich &) nennen. Der Wert des Supremums in (1)
dndert sich demmaech nicht, wenn man ,frei” durch ,,extremal” ersetzt.
Zur Bestimmung von %(G) geniigt also die Kenntnis des Systems der
beziiglich @ extremalen Parallelepipede. Ein Algorithmus zu dessen
Auffindung ans einem gegebenen ersten Parallelepiped wurde bereits
von Minkowski angegeben (vgl. “716], dort ingbesondere eine Korrektur
8. 1245). Furtwingler und Zeisel [2] haben spiter dag Problem der Aunf-
findung eines ersten extremalen Parallelepipeds aus einer Basiy eines
gegebenen Gitters behandelt. Wir geben eine Beschreibung des Minkowski-
schen Verfahrens, wobei wir der Einfachheit halber voranssetzen wollen,
daB das vorgelegte Gitter & Lkeinen Punkt mit den Koordinatenebenen
gemein hat, eine Einschrdnkung, die sich mit etwas groBerem Aufwand
- leicht besecitigen 1486 (vgl. [2]). Bs sei also P ein beziiglich & extremales
Parallelepiped. Auf Grund unserer Voraussetzung ilber & kann auf einer
achsenparallelen Ebene nicht mehr als ein Gitterpunkt liegen, daher
" enthilt der Rand bd.P von P genau drei Gitterpunkipaare o = (@,
By, B55) € @N{0}, j = 1,2, 3 (Vektoren sind hier wie im folgenden stots
als Spaltenvelktoren aufzufa;.sﬁen) Die Indizierung gel von nun an stets
so gewdhlt, dafl -Lo; im relativen Inneren derjenigen Seitenflichen von
P liegen, welche normal zur j-Achse stehen. Hs folgt

(3) [yl = max{|oyl, (@], (251}, 4=1,2,3.

Durch P wird his auf die Wahl der Spaltenvorzeicheh eindeutig einc Matrix
= {#®,%,%;) bestimmt, fir die neben (3) folgende Beziehungen gelten:

(4) ; € (GN{0})nbdP, §=1,2,3,

(8) e (N{0} = ‘ma,x {lzgl ~ [mylt = 0.

i==1,2,3
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Umgekehrt bestimmt natiirlich jede Matrix mit den Eigenschaften (3)—(5)
ein extremales Parallelepiped P. Stimmen zwei Matrizen X, ¥ bis auf
die Spahltenvc:»rzeichen iiberein, so schreiben wir

Xzy.

JAuf Grund der beschriebenen (bis auf Spaltenvorzeichen) eincindentigen

Zmordnung zu extremalen Parallelepipeden diirfen wir von nun an von,
extremalon Matrizen gprechen. Dem Ubergang zu benachbarten Parallel-
epipeden entsprechen nun drei Operationen T, T3, T3 in der Menge der
beziiglich ¢ extremalen Matrizen:

T': Bs sel X = (2y2.05) eine extremale Matrix und P das zuge-
ordnete Parallelepiped mit Seitenflichen + F;. Es gelte &, e F;, § = 1, 2, 3.
Wir komprimieren P, indem wir seine Seitenfliichén - F, parallel zur
Ansgangslage und symmetrisch zu 0 solange nach innen verschieben, bis
mindestens eines der Gitterpunktpaare -, bzw. -+, darauf zu liegen
kommt. Wegen der Annahme iiber ¢ kann nur eines dieser Gitterpunkt-
paare darauf liegen. Aus demselben Grund tritt bei der folgenden Fall-
unterscheidung Gleichheit nicht auf:

Fall 1: |®y,| > |#:]. Bezeichnen wir die Seitenflichen des so erhal-
tenen freien, nichtextremalen Parallelepipeds P’ mit -+, dann ist offen-
bar ®, im relativen Inneren relint ¥, von Fy, jedoch ist relint®, nun
gittexpunktfrei. Wir expandieren jetzt P’, indem wir die Seitenflichen
4 F; parallel solange nach auBen verschieben, big wir an ein Gittexpunkt-
paar +a, stoBen. Dieg wird stets der Fall sein, da nach dem Minkowski-

-achen Fundamentalsatz im Bereich {2 e R} |2y < |#1al, %] < |2a]} jeden-

falls Gitterpunite liegen. Nach Annahme fiber & gibt es dort wiederum
genau cinen Gitterpunkt @, mit a,, > 0 und minimalem @;,. Setzen wir
(X)) 1= (@] g ;) T0ib @)= (3gNT,) %, UNd 2y 1= (SgNy)%,, S0 haben
wir eine neue extremale Matrix mit positiven Diagonalelementen erhalten.

Fall 2: |wy] > [#,]. Hier ist @, noch im relativen Irmeren der Seiten-
fliche F, des komprimierten Parallelepipeds P’, hingegen ist relintF; -
gitterpunktirei. Wir expandieren dementsprechend P’, indem wir die
Seitenflichen < JF, parallel solange nach anBen verschieben, bis wir an
oin Gitterpunktpaar o=@, mit @y > 0 und minimalem j, stoBen. Die
neue extromale Matrix lautet jetzt TH(X) 1 = (2 @, %) mib ) : = (sgnw,g)®,
und @, = {3gN &) ®L,.

In jedem Fall wird X in eindeutiger Weise eine extremale Matrix
THX) (= TUX) im Fall 1, := T{X) im Fall 2) mit positiven Diagonal-
elementen zugeordnet. Wir nennen das zu 7"(X) gehorige Parallelepiped
den 1-Nachbarn des urspriinglich gegebenen. Fallweise werden wir durch

.den ticfgestellten Index im Sinne der Fallunterscheidung verdeutlichen,

in welche Richtung bei der Nachbarbildung expandiert wurde.
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% I Auf analoge Art werden die Operationen T2 und 3% erkléirt,
wobei jeweils wieder die Félle 33, 31 und I}, I3 auftreten kénnen. Aus-
gehend von einer beliebigen extremalen Matrix erhdlt man durch fort-
gesetzlie Anwendung solcher Operationen I* eine Kette von extremalen
Matrizen im vorgelegten Gitter. Nach Minkowski ([8], 8. 283) erhilt
man aufl diese Art bereits alle extremalen Matrizen. Wir formulieren dieses
Resultat als

Hiressarz 1 (Minkowski). Fs sei G ein Gitler des B3, ferner seien X, Y
swei beliebige beziiglich G extremale M atrizen. Dann kann man eine l’alge
von Operationen amgeben, sodaf ¥ S Th .. T (X) st

Die folgenden einfachen Augsagen uber die Opera.‘monen T fagsen
wir zugammen im

HILESSATZ 2. Bg sel G ein Qiiter des B und X, Y seien zwei extremale
Matrizen. Da/nn gilt

(2) TPIHX) =T (T(X)) & X, i =1,2,3;] so, dof T} existiert.

(b) TETV=F(X) =3H(T), i =1,2,3. _

( y Bs sei D == diag(dy, dy, d;) eine Dmgonalmamm'mzt'd 0 und
G' := DG. Dann ist X' := DX extremal beztiglich @' und es gilt THDX)
S DIX), i=1,2,3.

Ad) Bs sei @ eine Permumtzon V07 {1 2,3}, P = (py;) die Permu-

tationsmatrio mit py = 1 fir @(i) = j§, py =0 smq,st ferner sei G :=x P@.
Dann ist X' : = PXP" extremal in G und es gilt

PI}(X)P* = T(PXPY) mit  7:i= (i), §:= @ 1(§).

3. Die Bestimmung vom k{G™). Bei der Untersuchung von Gittern
mit A(#) > 0 kann man sich wegen der Diagonalinvarianz von %{&) auf
. solehe mit A(G) = 1 beschrinken. Nach Davenport gilt fiir diese Gitter
d(@) = 7, wobei Gleichheit bis auf Diagonaliquivalenz genau fiir ein
Gitter G* — das fiir den Sternkérper {& € B3| |z,2,2,] < 1} kritische Gitter
begteht. Wir zeigen den

Barz 1. Hs ist

8 2
k(G =§cosﬁ~§~cos —7’-“- = 0,578....

Zunachst beschreiben wir das System der extremalen Parallelepi-
pede in @ in einer Form, wie sie fiir das Hauptresultat im nichsten
Abschnitt benttigt wird. In der Bezeichnungsweise halten wir ung im
wesentlichen an Casgels [1], - 273. Danach bilden die Spaltenvektoren
der - Matrix

01 Oy Gy
A =0, 05 0
fq Oy Oy
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eine (nichtexfremale) Basis von G*. Dabei sind ¢y, c,, 03- die drei Lisun-
gon der Gleichung ¢®—¢®*— 2041 = 0 und ey gilt

2 4
6) ¢ = —20057“ = 1,24 ..., 6= —2008»7;5 = 0,44...,

B
G = —2cosT =1,80....

Die ¢, sind ganzalgebraische Zahlen in dem durch die obige Gleichung
bestimmten totalreellen kubischen Zahlenkérper, Wir stellen einige fiir
das weiere benotigte einfach verifizierbare Bezeichungen zwischen den
¢, zusammen: es gilt

(Ta, b) .01—1-02»[«03 =1, 6606 = -1,
(8) € =2—06, 6 =2—6, ¢=2—0,
(9) 6= —6aty =1—05, 6§ = —G0y =1—0y, 7' = —0,0, = L—¢,.

Transformation von 4 mit der unimodularen Matrix
0 01
M=1|1 01
1 -11

liefert eine neue Basis X = AM, die wir unter Verwend.ung vor (7) und
(9) in der Form schreiben

(10)

1—e, —e 1 021 —e¢g 1\ 2,24 ~1,80 1
X o= (w0 @) = [L—ey —e; 1] =[eg! —¢ 1|= 0,536 1,24 1}].

1—e —e 1 et —ey 1 —0,30 —0,44 1

. 3
Wie man unsehwer nachpriift, liegt keiner der Punkte D3 w,a; 5% 0
i=1

(w; € {—1, 0,1}) im Inneren des durch X bestimmten achsenparallelen
Parallelopipeds P, ferner igt P ganz im Innperen des Parallelepipeds

3 .
conv{ ¥ wa,] |u;| < 2} enthalben. Daraus folgt, daf P (und damit X)
el

extremal ist.

Hrrrssanz 3. Die Kette der Nachbarn von X (vgl. (10)) besteht genau
aus den Matrizen der Form O™¥"OPLH(X), m, n, p e Z, i e {0, 1}, wobei wir
T(X) = X vereinbaren und
(1) @:= diag(oy, 6, ¢r)y, ¥ i= dinglo, &y e)y O 2= ding(ey oy, 62)

selzen.
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Beweis. Bs sei ¢ die Permutation von {1, 2,3} mit der Zyklen-
darstellong (1, 3, 2) und.
01
00
10

die zugehorige Permutationsmatrix mit Py = L Hir ¢(¢) =j und py; =0
sonsk. Wie man sofort sieht, gelten folgende Bezichungen:

o H O

P = (pij) = (

(123, b, ¢) ® = POP, ¥ =PoP, 6 =PUP,
daher wegen P! = P-1 auch
(13a, b, ¢) 6 =PoP, & =PWVP, ¥ =DP@P,

Wir bestimmen zundichst den Nachbarn T4(X). Mit Hilfe des Minkowski-
schen Algorithmus ([8], 8. 285, Fall IV 2) erhiilt man ausgehend von (10)

_ 000 e o7t 1 .
14) THX) =THX) =X |11 0] =: XU, = [, 71 1| = : XL.
011 ey 67t 1)

Fiir das weiters bendtigen wir zwei Identitdten. Es gilt (vgl. (10), (9},
{11a)) ' .

. 001 .02_1 —e 1Y fOL D 1 o7t —e,
sy PP =(100}]et —o 1|[001) =(1 " -0
010/ \egt —e, 1/ 1100 165! —o

02 02_] —63 “""1
= & ||e&! —¢ —1] & X
e \ert —ey —1
sowie wegen (13a) nnd (15)

(16)  P'XP = (P'G-'P)(P'OXP) 2 6- P'PXPP = 62X §

Wir gind nun in der Lage, die beiden anderen Nachbarp von X anzugeben.

Nach Hilizssatz 2(d)(c) and (15) ist
. - PIUXP = TUPXPY) = T3(DX) & $TL(X),
‘daher wegen (11a), (14), (11b) und (9)

. G;l 1 (c 6)_1
17)  Xj:=F(X) 2 Oo-PXIP = ( o

o7l 1 (ge )| = WXL
et 1 (ey0p)"

Zur Permutation rfl gehort die Permutationsmatrix P~* = P/, wir erhal-

ten wiedernm mit Hilfssatz 2(d), (e} und (16)
PP = B (P XP) = YO X) & 1T X)
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und daraus mittels (18b), (17) und (13a)
(18) Xi: = IUX) & OP'XLP = 9P 1Py (Pt PXip)
S @O 'P'OTIPXIPIP £ oD G X = ¢~ X}
Wir sefzen den Prozell der Nachbarbildung fort, indem wir auf jede der
In (14), (17) und (18) erhaltenen Matrizen nocheinmal die Transformationen

1, I I anwenden. Zunschst ergibt gich mit Hilfssatz 2(a}, (b), (&) bei
Berticksichtigung von (18) und (17)

(19) PX = 0% (T}(X)) £ (STIX)) = T3 (T(X)),
(20) YX & W (THX)) & TPTX)) = TTX)).
Die Beziehung (7b) zeigt, dag gilt - :

(21) PO = —1 271,

Damit ergibt sich ans (17) und (18) sukzessive
OTIX) £ P PITHT) £ PUITYE) & TX)
und daraus wiederum mit Hilfssatz 2(a), (b), (o) '

(22) 6X 2 OTHT(X)) 2 T(OTHT)) = T(T(X)).

Nunmehr erhalten wir jeweils aus (19), (20) bzw. (22) mit Hilfe von

Hilfssatz 2(a), (b), (c)

I

(23) 07X 2 oUTTUTHTIA)] & 07T (0X)) 2 T,
(24)  ¥OX & PUIRTETHD)] 2 PR (ERED) & (T,
(25) 07X 2 07 TUTH(TYI(X)] 2 07T (TOX)) & TTH)).

Wir haben damit die sechs Nachbarn von X._},Xi,Xi bestimmtb. (Die
offenen Fille erledigen sich nach Hilfssatz 2(a) trivial:

TX, =30 =312 X))

X?l Ist nach (14) singuldr, wegen O¥O £ I (val. (21)) sind daher auch -
X5 & WX; und X3 2 X (val, (17), (18)) singuldr. Aus (19) bis (25)
erkennt man, daf mit X anch die nichsten Nachbarn extremale Bagen
von. 6% sind, es gibt daher unimodulare Transformationsmaitrizen U, ¥, w,
sodafl gilt '

(26a) TWHX) B OX = XU, TH(X) 2 PX = XV,
_ TVINX) S 0X =XW,
TIUX) & P7IX = XV,
VTHE) £ 071X = IW-L,

(26b) FIHX) L2 07X = XU,
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Beachtet man (10) und die Definitionen (11} fir @, ¥, @, so 146t sich ohne
Schwierigkeit mit den Beziehungen (7) bis (9) bestitigen

001 01 —1 1 -1 o
@n v=1{o11], ¥v=| L0 of, W=|-1 0 -1].

110 —10 1 ¢ -1 0

Beriicksichtigh man die Regel T(DX} & DI(X) (Hilfssatz 2(c)), so zeigen
die Ergebnisse (17), (18) und (26), dafl fortgesetzte Anwendung belie-
biger Operationen T' ausgehend von X stets — bis auf Spaltenvorzeichen
— auf Matrizen der Form @"¥"@*X bzw. I"¥"OTXY, m,n,peZ,
fiihrt und dafB jede Matrix dieser Form. als Ergebnis der Hintereinanderans-
fiithrung einer geeigneten Folge von Operationen erhalten werden kann.
Damit ist Hilfssatz 3 bewiesen.

Wir kommen nun zom Beweis von Satz 1. Nach den Hilfssétzen
1 und 3 gibt es in ¢ nur zwei Typen von extremalen Matrizen, ndmlich
solche mit regulirer Matrix ™ ¥P*@*X und andere mit singulirer Matrix

PrErOPYT, Wegen (7b) (vgl. auch (11)) treten nur zwei Werte fir die

Volumina auf, ndmlich (vgl. (10), (14))
(28a) V(dmYrer Py = ) = 23-¢;¥(=ey)-1,
(28h) V(P"PrOFPl) = V(Pl) 2800711,

Dabei haben wir mit P° bzw. P! das zu X bzw. X* gehirige extremale
Parallelepiped bezeichnet. Nun ist nach (6) ¢ > —¢,, daher folgt aus
(1) und (28)

1 (P .

(29) k(@) = sup { W) | P extremal beziiglich G*}
IS V(Pl)} 1Ty 1
SR Ty T [ Ts 0 T

" Unter Beniitzung von (6) und (7b} &Gt sich dies in der behaupteten
Torm

1 8 am
k(G = —7-0?;40” == eoszgcosﬁf

gchreiben, Damit ist der Beweis von Satz 1 erbracht.

4. Das lokale Verhalten von &(&) in einer Umgebung von G*. M sef
[i-|l die durch ||A|] = ma;xla,ik[ in der Menge der (5 x 3)-Matrizen erklirte

Norm. In der Menge 23 der Gitter des R*® fithren wir die {ibliche Topologie
ein (vgl, Lekkerkerker [7], 8. 124); eg sei G ¢ 2y, 4 cine Bagiy von & und.
&> 0; als e-Umgebung von ¢ bezeichnen wir dic Menge der Gitter BZ®
mit |B—A4|| < e. Wir beweisen folgenden

icm
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SBamz 2. Die Funbktion k: Qa—[ky, 1] nimmi fiy das kritische Gitter
F ein lokales Minimum an (genauer: es gibt eme Umgebung 1I von G,
sodaf
E(G™) < k(@)

fiir alle Qitter & €, die nicki diagonaligquivalent su G sind).

Beweis. By geniigt, fir eine bestimmte Basis X von 6 die Existenz
sines £ > 0 nachzuweisen, sodaB fiir alle Gitter aus der s-Umgebung von
¥, die nicht von der Form DG* sind, gilt k(@) > k(G*). Wir haben im
vorigen Abschnitt gefunden (vgl. (10)), daB

. l—e —¢ 1
] Xo== (@ By 0) = |[1—06, —06; 1
. 1—¢ —0y 1

iine extremale Basis in G* ist. Sel nun wieder P! das zn X! = T1(X)
rehirige Parallelepiped. Dann gilt, wie man sich mit Hilfe der Begzie-
wngen {28b) gowie (7) und (9) des Abgchnitts 3 iiberzeugt,

2) V= V(P nRY) = 667" = ¢+ 204,
3) @ i=den =1,
4) B R(GT) = VA = (0,20 7.

Wegen der Diagonalinvarianz von % genfigh es, Gitter & (e), € = (&4, gy -+
., &) € B%, max {|s,|} hinreichend klein, zu betrachten, die eine Basis

L (l—e)+e —ctel
B) Xie) = (8, @ #) = |[(1—0a)t8a —C145 1
. (L—0s}+e —citel

esitzen (vgl. (1)). Sei d: R*—R definiert durch

d(s) 1= det (X (s)] = e,(6,— )+ 2{0s— 1) -+ {03 — Ca) -
CFa(—ota) e ot o)t a(—ate)+
+ g,{Co — €3) + &5 (3 —61) H &5 (61 —65) +
+6185+32.36+6384—"8166_
difenbar ist d(0) = det(X'(0)) = det(X) = d(G*) = 1.
Algo ist
6) d(e) = T-+1(e)+qle),

vobei ¢ eine homogene quadratische Form in £ und ! eine homogene
sinearform in e ist. Dabei konnen wir schreiben

7) I(2) = ns

3264- EgEgs
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'mit

1 6
{8) n = (—0 40, — 0T 0y —0O 01y O2— 0 g Cry ¢, —0a) € B,

‘Wir bilden aus (2) und (8) nnter Verwendung der Bezichungen (7) bis (9)
aus Abschnitt 3
(9) V*n = (¢a+26)N = (¢;-2¢; -+ 405, 0,430, 3¢s,
““‘“2’01 - 502— 763, ““““01 _ 302'—‘ 303,
90, + By Ty, — 01— 20, — 405)'.
Nuh betrachten wir folgende Nachbarmatrizen von X, wobei wir die

Bezichungen (14), (17), (18), (26), (27) des Abschnitts 3 heranziehen und
mehrfach Hilfgsatz 2(c) anwenden:

(10)

_ 000 _
X)) =X0, =X|-1 10| =XU, =:2,
' 011

10 =1y
VX)) S PAX) = XVIX'XC, 2X|00 0| =: XUy =2y,
. . 01 1
g ' 10 —1 _
WX & 67AEX) = XTI XV, 8T -1 1 0] =: XU =7,
o * 00 0 :
Lo
_ _ 01 —1
=THPX) & OTUX) = XUXT XU, 2 X|-12 -1} =: XU, =2,
‘ —11 0 -
T U TL(X)
: : 01 —1
=THOX) & PWIHX) = XUVI'XT, & X |01 1) =: XU =&,
. L 10 1
T TX)
- 110
=THFX) 2PN X) = XVOXTIXU, S XL 2 1) = XU = Zy,y
121

$3%12 X) ( IX) Ly 1¢—lx1( ) *’XV_lUﬂl.X"I‘XUl

11 0
2Xxlo1 —1| = XU, =%,

11 0

|cm
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Wie man sich leicht iiberzeugt, sind die Diagonalelemente der so definier-
ten Matrizen Z; positiv, es folgh also aus (10) jeweils die Gleichheit:

Z, =3(X), Z,=3UX), veny  Zp =TT
Bezeichnen wir mit o ‘
Z,(8) i=TX(e)), vy Zple) :=T3T3T (X (e))

die entsprechenden Nachbarn von X (e), dann gibt es ein &> 0, sodad
fiir alle

ey = {(e, ..., &) e BY max {|s|} < &)

oilt -
(11) Z(e) =X(8)U,, Z.,,,'(s)=X(s)Ug, cery Zo(e) =X (&)U,

Fiir jedes solche & gilt also nach (10) und (5)
_ (1““*‘31)‘[‘51 .”084‘34 1

(12) X(g)=|(1—e)+e —o+e 1f,
(1—e)tes —Colg 1

- D00 G—ty A
y Zl(s) =X(s)|—110 . (—cl—}—1)+35 <y
1 R 011) C 1
10 -1 (I—e)teg o o
Zy(g) = X{e)U, =X{g) |00 O . 1 . ,
01 1 . . Cg— &)
2 . 10 ~1
§5 Zs(8) = (s) UB X(-‘:) —-11 0

g 00 o0

i} (1 _ 01"" 03) + 8] - 64 -

}’ = . {—e)+es . 8]

1 . . (—=1-46) —e&

]

01 -1

i Zle) =X(a)U, =X(g)| -1 2 -1

! —11 0

4

(63—1)—s, .
= . (1—62—261+1)+£2+285 . _
. . : (—1-FeatCs)—8a—8gf
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01 —1
Zy(s) = X(2) Uy = X(2) (o 1 -1
_ 10 1

b

1 .
=(- (1”03—01)+62+85

0
1
1

(1 — g — 20, +2) + £ -+ 2e;

(~L+e-+e+1)—e3—¢

O b =

1
Zy(¢) = X(&) U, = X(s) (1
1

=

(L—e¢y—0q-F1) + ey +52, )
. . 12
(—ea+1)+ g

. : _ 11 0
Zi(e) = X(e) U, = X(){0 1 —1
11 0

(1—-0,—_01'—|-1)-f-sg—l—e5 . .o
. Cz— &

Es sei P,(e) das zu Z;{e) gehorige extremale Parallelepiped und V(e):
= V(P,(s)n R }. V;(&)ergibt sich als Produkt der (aunsnahmslos positiven)
Diagonalelemente der-extremalen Matrizen Z,(¢). Durch Ausmultiplizieren.
der Diagonalelemente ethilt man im einzelnen mit Hilfe von 3.(7) bis
3.(9)

Vl(E) = V" +e,(— ¢ —05) +55(05) +1:(e),
Va(g) = V*+-ey(cs) + ea( — 02— 05) +1a(2),
Vale) = V*+£1(01+Ga+03)+83(—01*203f303)+
F ey (— 0, 03— ) + &5 (01 + 205+ 205) +T (&),
Vile) = V* 4 ea(es+ 02+ a) + e5( — 03— 205 — 205) +
+ &, (—e,—2e,— 36¢;) +&,(2¢y + 20, + 26,) -+
+ gg{ — ¢, — 20y —20y) +1, (&),
Vi(e) = V*+32(02+Cs)+£s(“03)+55(02“{‘“05)+Es(*"n)’}“is(”)r
Ve(e) = V*+ e1(011- 03+ 20) + 23 ( — 61~ 0) +
+ &, (014054 26s) 4 65 ( — 20y — 265) + 85 {0y + 3ep+ deg) + 1, (8),
Vo8 = V' +ea(—e)+ep{on+ 20,4 05) +
+ &5(61, + 205+ 03) + &5 ( — 0y — 365 — Bey) + 1, (),
V' = (6,4 20y -+ 4€g, ¢4 80, + 30, — 20, — Bog— Tes,
" —0,—30,— 30y, 20, + B0y -+ Tag, — 0, — 2¢q — 40,

(13)
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Daraus sieht man, dal V(&) dargestellt werden kann in der Form

(14) « Vie) =V +1i(e)+1,(e),

wobei
6

Lie) i =mPe = an)sj,
j=1
homogene Linearformen und #;(2) kubische bzw. quadratische Polynome
in & ohne linearen und konstanten Teil sind. Die Komponenten n{, ..., ni?
der Vektoren ni, § =1,2,...,7 sind aus (13) direkt abzulesen.
Da fiir ¢ & W, die in (11) angegebenen Matrizen extremal im Gitter
G (e} mit der Basis X (£) sind, ist fiir diege &

Vile) .
d(e)
Die Behauptung von Satz 2 ist also bewissen, wenn gezeigt werden kann,

daB eine gewisse Umgebung U c R°~I}, des Nullpunktes existiert, in
der tir jedes ¢ # 0 ‘

i=1,2,..,7,

(15) %(G(2)) >

Vide) e V"
d{e) o

fiir wenigaten seinen Index+ e {1, 2, ..., 7}. Dies ist nach (6), (7) und (14)
genau dann richtig, wenn

(16)

*

. 14
V*nDett(e)— = (T+ne+gq(e) >0

oder

(17)

F.(e): = (n(i)_ VTn)g—Q— (t,-(e)———i—t 9_’(3)) > (.

¥* '
Te)r=1(e)— -—-;{---q(s) gind dabei wieder kubiseche bzw. guadratische

Polynome ohne linearen und konstanten Teil,
*
(18) m ;= n(‘)——u-?—n
gind die Normalvektoren der durech F;: W,—>R, F,(e) ::m(")e—}—Ti(a).
bestimmten stetig differenzierbaren Flichenstiicke §F; im Punkt 0; die
Ursprungsebenen G := {¢ e R’ m® ¢ = 0} sind die zugehoérigen Tan-
gentialebenen im Punkt 0.
Wie man aus (13) unmittelbar abliest, gilt

.
2 al% = V*n
i=1

T
1
(= 27 7

f=
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mit (18) folgt darans

(19) | 2 1 m‘“ =0.
fa==l

Wie man ohne prinzipiella. Sehwmrlgkem nachprifs, 1st
(20) Jdet(m®, m®, ..., m)| > 0.

Das System {m®, m®, ..., m™} erweist sich durch das Bestehen von
(19) und {20} als positive Mlmmalba,sm des R°. Bekanntlich gibt ey daher
zu jedem e & B®\{0} einen Index iefl,2,...,7}, sodaB

(21) om0,

Bezeichnen wir fir 4 =1,2,...,7 mit H; = {ecR| mPe> 0} den
durch &; begrenzten offenen Halbra,um und mit Hi dessen (abgeschlosse-
nes) Komplement 80 ist (21) of_t‘enbam glelehbedeutend mit

@2 )z, = rnjoy.

=1

Wir betrachten den Kegel

o= M H; = {ecR| mPe<£0,..., ms< 0}:
i#l

Wegen (22) ist
T ENN{0) = Ql " nr {0y = (U H,u{0})> < H,.

451
K, liegt also auf derselben Seite von &, wie m® und hat mit H¢ nur den
Punkt 0 gemeinsam. Da die §; Tangentialebenen fiir &, in 0 gind, hat

in einer hmremhend kleinen Umgebung (s R*NIB,) von 0 a,uch die
Menge .

(23) K{::{e & Rf| Fg(s) m‘”e—!—T

(8) <

) By (z) = mme—l— Ti(e) < 030N
mit _ '
(24) | Hyf = {ge R Fi(2) = mWet+T,(s) < 03N

genau den Punkt 0 gemeinsam.

Sei nun & € UN{0}. Dann ist entweder F,(s)> 0 oder dieg ist nicht
der Fall; dann ist aber (vgl. (24)) EH’“\{O} und wegen H'NK| = {0}
notwendlg e ¢ K, d.h. oy existiert nach Definition (23) von K; ein Index

t, 8odall F;(e) > 0. Genau das wurde mit (17) behauptet Damm ist der
Beweis von Satz 2 erbracht.
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