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ACTA ARITHMETICA,
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Uber Radikalerweiterungen *

von

I'ranz HALTER-KoCH {Essen)

1. Sei L/K eine endlich-separable Korpererweiterung, » € N teiler-
fremd zur Charakteristik von K und ¢ g L* eine Unfergruppe mit
L = K{0)und €* = K; da es im folgenden stets auf die Gruppe {H*; O>(H
und nicht auf ¢ ankommt, setze ich K™ < € voraus.

Bnthilt K die n-ten Einheitswurzeln, so ist L /K eine Kummererwei-
terung, und es gilt:

[L: K] =(0:E*) = (0" : E*").

Enthalt K die n-ten Einheitswurzeln nicht, so gilt im allgemeinen keine
der obigen (leichungen; M. Kneser [2] und A. Schinzel [4] gaben not-
wendige und hioreichende Bedingungen fiir das Bestehen des ersten
QGleichheitszeichens an. In der vorliegenden. Arbeit untersuche ich den
Zusammenhang zwischen. [L : K] und (0* : K*™); ich zeige, daB (C": K*™)
stets ein Teiler von [.L : K] ist (Satz 2), gebe notwendige und hinreichende
Bedingungen fiir Gleichheit an (Satz 5) und untersuche die Struktur
einiger speziellen Radikalerweiternngen genauer {Sitze 3 und 4). .

Fir ge N sei W, die Gruppe der g-ten Einheitswurzeln (in einer
festen algebraischen Hiille) und £, € W, eine primitive ¢-te Binheitswurzel;
die Normierung sei so, da8 -

§=1ig fur gl

Nach [2] gilt: '
Barz 1. Sei LK eine endlich-separable Korpererweiterung, ne N
teilerfremd zur Oharalkteristik von K und B> < O < L™ eine Uniergruppe

* Dieso Arbeit ontetand im. Rahmen eines durch das Land Nordrhein-West-
falen gofovderten Porschungsvorhabens, Herrn E. Becker (Kdln) danke ich fiir viels
interesvante Digkussionen und wertvolls Hinweise zu dieser Arbeit.

(1) <> imk die von M erzengte Gruppe.
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mit L = K () und C* < I, Dann st
[L: K< (0: %), |
und das Gleichheitszeichen gilt genaw dann, wenn die beiden folgenden Bedin-
gungen erfilll sind:
A. Fiir jede Primzahl p ist Wyn0 < K.
B. Ist 1-+¢,e0, so ist {, e K.

Bamz 2. Sei LJK eine endlich- -separable K orpererweiiervmg, neN
teilerfremd zur Charalieristil von K und K* = O = L* eine Untergruppe
mit C* <= K ; dann dst

(" E*)|[L: K.
Insbesondem sind die Gruppen O /K™ zmd cr /K m efndlwh

2. Biir den Beweis von Satz 2 benétige ich eme Reihe von Hﬂfssa.tzen,
die Vora.ussetzungen seien stets .dieselben wie 111 Satz. 2. Hs sel

O (LK) ==

also gtety £ = 0 < O, (L/K).
LevMA 1. Sei e O, (L/E)NK und m|n minimal mit ™ € K. Dann

gilt:
(a) Fiz jeden Primieiler q|m mit W, < K ist o™ ¢ K",
(b) Falls o™ ¢ K fiir alle Primzahlen q\m, so gilt entweder
o [K@): K] =m
oder

Cdlm, L¢EK  umd o™ =(1L)e mit 2e K.

Beéwels. (a) Wire o™ =2? mit 2e K, gq/m und W, < K, so wire
™ =z mit e W, < K im Widerspruch zur Minimalitdt von m. -
(b) Ist [H (2): K] < m, so ist entweder 4™ < K? fiir eine Privhzahl
g|m oder 4|m und #™ e —4K* ([4], Chap, VIII, Theorem 16); im letzteren
Falle folgt 2™* & (1 4-£,) - K*, und wegen der Minimalitit von m ist £, ¢ K.
Levya 2. Seien v und q Primeahlen, p # g, az1l, n = ¢ und
[L: K] = p. Dann gilt: o
an(I’fK) = (K*, anﬂ L,

also inshesondere C, DY = Kx ‘

Beweis. ’.Dnvmlerwexse ist W nLc an(L/K) Sei nunwe(} ALK
und ¢ > 1 minimal mit #@ e K. Wiare a% ¢ K%, 50 wére nach’ Lemma 1
entweder [K(z): K] =¢° oder ¢ =2 und K S K({,) = L, also in jedem
Falle ¢|[K (#): K]|p, ein Widerspruch, Daher ist #*° e K% und os geniigt,

o? & K nachzuweisen, denn dann. ist o e (Wen L) K* = (Wanl) K,

{mELX| a” e K}, E Ty
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Aus 2 ¢ K¢ folgt [K( ]/z yi K] =gq, also W, & K Vz K

Hier Radikalerwailervngen 4B

Teh nehmeo an, es sei ¢ ¢ K2° und 1 < }< ¢ maximal mit o7 e £,
dann ist o =% mit cc K K2, also m“” = {2 mit einer pmmmven
g_r’ ten Hinheitswurzel . Wegen der Minimalitdt von ¢ ist ¢ ¢ K, also

= K (&), und wegen. g+ [L: K] ist auch {y & K und daher I == K(C)

l/z )JK ist nieht
'y
galoissch, wod daher lann JJ(VE) /K nicht abelsch sein. Anderseity ist

G ¢ :
aber Lz & 14, also L(Ve) = L(V{) der Korper der ¢--ten Hinheitswurzeln

-
tiber X und damit L () 2) /K abelsch, womit ein Widerspruch erreicht ist. o

ImnmA 3. Sei g eine Primeahl, a 21, n = ¢% [L: K] = q, T # K(&,)
und C 5= K*, Donn gilt:

(8) 0 ,(L/E) = O (LJE) = (K*, u) fir jedes & e Cy(L/K)NKE
1, falls L = () mit 2<e<a,

q sonst.

BBWOJS (9) Sei w ean(L/K )INK und e 1 minimal mit 22 ¢ K.
Wiire 0% e K% o whro o' ={z mit s K, £ e WK, also g # 2 und
XS K If( Y& L; das ergibt wegen [L: K] = g und [K(&): K]jg—1
einen ‘Widerspruch. Also ist o' ¢ K9 und ans Lemma 1 folgt ¢ = 1, also
e Cy{(L/I); damit st Cu(L/K) = ¢,(L/K) bewlesen. Sind o,y
€ O (L/EONK, so igt L = K (@) = K(y), also (K*, ) = (K™, > nach [4]
(Korollar zu Theorem 3) uwnd damit OfLjK) = (K¥, o) fir jedes
we O (LIE)N\K.

(b) Wegen [L: K] ==q ist W,nL < K, also WonCp(L/K) = K fir
jede Primzahl p; nach Satz 1 ist da;her (C(L|E): K") = ¢, WOraus wegern

(O (LK) : K*} == (Cpo( LK) : B*%) - (W,an Cpa(LE) : WenE)

die Behauptung folgt. o
Das folgende Lemma stellt eine leichto Verseharflmg von [8], Lemma -
2 dar (siche auch [1], Satz 2).
Lovma 4. Sei L= K({,) # K, az1, n=2° und
¢ = supft e N £y £h' e K}
e KX < O« O (L]K) eing Untergruppe und

(0) (0 o (LK) : H*¢) =

(2 € ¢ << 00);

Cqut1s falls a< e,

W (JJ(al; ) [1_1_,52“ falls 620

- Dann gilt:

(@) Op(L/R) = (K%, .

by (0 K" 2, falls wed,
' )—'1, falls 2 ¢C.
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Beweis. Sei ¢ die erzeugende Substitution von L{IK; ist ¢> 1 mit
Lyt it e K, so ist {yel und {3 = &t aEin o e K* liegh genau dann
in Cw(L/E), wenn 1 = (@®)"" = (", dh., wenn z7'e Wunl.
Damit erhilt man einen Monomorphismus

_ - 1—o: Ou(L{K)/E*>Wyen L,
und nach Hilbert’s Satz 90 ist ‘
Bild(L—¢) = {£e WL £ =1},
algo Bild (1 —o) == {&> mit
: (&, fally @<,
° le, falls aze,
nnd man rechnet sofort o'~ ° = &, nach. Daher bleibt zu zeigen:

7 w2t E.sza, wz"' ¢Kx2a;
beide Begiehungen sind unmittelbar nachzurechnen.
LEMMA B. Sei 0 == a0, Wit {Ry, Ng) = 1 und

Oy = e 0| a™eK}.
Dann gilt:
0" = O

und die Diagonaleinbetiung

(¢ = 1’2):

O s Ol X 0{;,22]

()
induziert etnen Gruppenisomorphismus
_ Jr OM KX ey 07 JK*™M X OF2 ) [ K*"2,
Insbesondere gild:
(C™ 2 K*7} == (O s K (O < K2,

{ny}
Beweis. Wegen E*™MnE*™ = K** igb f injektiv. Sind =, € Oy
@y € Oy, 80 wihle man @, b e Z mit an, = L mod ny, bn; =1 mod n,
und erhélt mit ofal -E*" ein Urbild von (m, K*™, #, I*™); also ist f aunch
surjektiv. o
LemmA 6. L/K habe keine echten Zwischenkérper. Danm 15t entweder

C (LIK) = K*
oder
[L: K] ist eine Primzahl.

Beweis. 8ei C,(L/K) 5 K*; dann existiert eine Primzahl ¢|# und
ein @ € 0, (L/K)NK mit 2% ¢ K, und nach Voraussetzung ist L = K (a).
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Im Falle of ¢ K? igt nach Lemma 1 [L: K] = ¢; im Falle 2?e K igh
L = K (2) = K({,), also L/K =zyklisch und ohne echie Zwigchenkérper,
folglich vom Primzahlgrad. o

Beweis von Satz 2. Nach Lemma 5 geniigt ed, den Beweiy fiir
Primzahlpotenzen # == ¢* (g prim, a 1) zu fithren. Ich bediene mich
vollstandiger Induktion nach [L: ] und nehme zundchst an, daf L/K

“keine echten Zwischenkdrper cnthalt, Iet OUp(L/K) 5= E*, g0 ist nach

Lemma 6 {I:; K] cine Primzahl, und mit den Lemmata 2, 3und 4 folgt
in diesem Falle die Behauptung des Satzes.

Sei pun K G K, S L ein echter Zwischenkérper und Satz 2 fir L/K,
und X, /K bowiesen. Dann gilt:

(0" K*) = (0" : O"nE™) - (P A K5+ %0y,

(C": 0" HT™) = (CK, O3 Kf™) teilt [L:K,], und wegen Orn KR

g 0, (K, /Ky isb (("mEF": E*") ein Teiler von, (C (K By : K*"), algo

auch von [K,: K], woraug die Behauptung folgt. o '
Aug obigem Beweis kann man leicht ablesen:

LouwmaA 7. Sei LK eine endlioh-separable K orpererweiterung, K < K,
s L ein Zwischenkorper, n e N leilerfremd zur Charakteristik von K und
K* = 0 L™ eine Untergruppe mit ("< X und (C": K*") = [L: K]
Dann gill:
(a) L == K(0);
(b} [L:0,] = (KK, OY": E5") = (O, (L/K,)" : K1),
[ 2 K] = ("N Ef™ : K5 = (O, (K (K : K*").

3. Bevor ich notwendige und hinreichende Kriterien fiir das Bestehen
der Gleichheit [L: K] = (C": K*™) angebe, untersuche ich die Struktur
ciniger gpezieller Radikalerweiterungen genauner. : '

Bin Spezialfall des folgenden Lemmas findet sich bereits in [5],
Lemmoa 6 (siche auch [17], Satz 2): '

LaemmA 8, Sei K ein Korper und p eine von der Charvakieristik von K
versohicdene Primzahl; im Falle p = 2 sei {, e K. Sei 0 < a < oo maximal
mil Sy Ky iz 1, Los K{Lyu) wnd ¢ 2= L. Dann gilt:

Ow,,(L/K) m (KW O,

»

Beweis. Ha goniigh, Oe(L/K) s CE*, W ,.,nI> zu zeigen, und ich
tithre don Bewaeis durch Induktion. tiber p Im f«"a-lle @ =1ist [L: K]lp—1,
also nach Satz 2 (0e(L/K )””:K"J‘“‘) [p~1 und damit Ops(L/Ey° = K<,
istnun w & Opa (LK), go ist a? = o mit ¢ & Ky also @ = {r e (K¥, WysnD).

Sei nun die Behanptung fir ein 4 > L bewiegen, L = K (C,pp.“) und
@ € Cpa(LfK); falls » e K (L ), ist nach Induktionsvoraussetzung o e (K,

Woara V(5,05 € CIC%, W oI5, Sei also @ ¢ K(4,,); danm ist ()
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S L, also [L: E(¢ )] = p und daher L = K(z); wegen 2" e K ¢ K(& )
folgt aus Lemma 1 2" ¢ K (CJ0 Jy und nach Lemma 3 gilt @ = ly mlt
ye (¢ M) und emer primitiven p““ ten REinheitswurzel . I3t ¢ =
max (,w—{ 1, 8), 50 isty” e K, also y e C ot (AL ) (1), worans nach Induktio-
navorausgetzung y = {2 mit {'e W o +,,r‘a_E Ind ze K folgt. Da.rmt gilt

w = {7

{¢’ e L ist eine Einheitswurzel von p-Potenzordnung mit (&) e K, also
({8 e W 5, Woraus £l e W puraN L folgt. o

Die folgenden Satze liefern in einer Reihe von Fillen eine gute Ubar-
sicht iiber den Zwischenkorperverband einer Radikalerweiterung.

Lemma 9. Sei LK eine Korpererweiterung, xeL und nz 1 mit
L = K(z) und 2" € K; n sei minimal mit dieser Higenschaft und teilerfremd
aur Charaliteristik von K. Ferner sei W,nEK =1 (also insbesondere 2 1 n)
und m|n mazimal mit o™ e K™, Dann gilt:

(@) L Ly [L: K ({y)] = (KEX, @)™ : B**) = njm.

(b) K(Z,,) ist der gréfte diber K abelgche Zwischenkorper von L[K,

(0) Ist keN mit ((((L/E)*: K"k) [L: K], so folgt:

(o)) {[E(Ln): Ky m) =1;

(ca) Ist K < K, = L ¢in Zwischenkirper mit [K,: K] =
s0 dgt Ky = K({,).

Beweis. (a) 8Bel 2 ¢ K mit o™ = 2™; dann ist e ¢ K? fiir alle p|ajm
und o™ = 2 mit einer primitiven m-ten Einheitswurzel £, also K(Z)
= K(,) & L. Wegen L =K ({,)(x) und 2™ e K(Z,) folgt [L: K (f,)]
< nfm; wire [(L: XK({,)] < n/m, 80 gibe es nach Lemma 1 eine Primzahl

plnfm und ein eeK({,) mit ™™ =2l = o Jund damlt wire l/z
" H

l/_  K(¢ {mp); DUD st aber K ({, )/K abdseh und I l/z Ry

-wagen C ¢ K nicht elnma.l normal: das ist ein Widersprueh, es gilt
(L: K (L)) = nm.

Sel d = (C<E*, &)™ : H*™); wogen (2")™ == ¢ K** gilt d|njm; aus

™ = 2™ e K*" folgt wegen W,nK =1, aber 2z & & xufind also wpmd == 1,

d = nim.

(b) Wire K ({,) nicht der g:m‘iﬁtc liber K abelsche Zwischenkdrpor,

80 gébe es einen Kirper K, mit K ({,,} 5 Ky = L derart, dad K, /K abelseh

ist. Wegen L = K,(z), &"™ == o eIfl und [L: K] < ajm folgio nach

Lemma 1 die Existenz einer Primzahl p|n/m und eines @ e, mit

_ P D :
#l=a?y also Vz € Ky (V]) = K, K (L,,); das kann aber wieder nicht sem,

da K, -K({,,)/K abelsch, jedoch K l/z) ML nicht normal st

icm

Uher Radikalerweilorungen : 49

(e,) Sei p ein Primteiler von [K(f,):K]; dann gibt es einen iiber
K abelschen. Zwischenkorper K § K, < K(t,,) mit [K,: K] = p. Nach
Lemma 7 ist dann p = (0, (K,/K)*: E*¥), worans mit den Lemmata 2, 3
und b

P = (0,(Ey/K)" : K*%)

folgt, also (wiederum mit Lemma 3 und 7) K, = K(o) mit «® ¢ K. Aber
K, /K ist abelsch, also fo]gt {p € K und damit p + n, da W NK =1,
(cg) Bel [K,: K] = [K(Cm K7; dann ist .

[(Ka K () 2 o] = [K (L) Ky N K (L,)]

Teiler von [L:JK,] = [L: K({,)) und auch von [K({,): K], also einer-
seits Teiler von » und anderseits prim zu n, woraus [K, -K(Z,) : K,] =1
und damit K, = K ({,,) folgt. o

KOROLLAR. LK sei eine endliche abelsche Frweiterung, n eN teilerfremd
zur Charakteristik von K wnd W, NnK = 1. Dann gilt

On(LIE) = (EX, Won L.

Beweis. Eg geniigt, Lemma 9 auf #eC,(L/K) anzuwenden. Das
Korollax folgt auch unmittelbar aus 5], Theorem 2, das im Falle W,NE
= 1 einen Spesialfall von Lemma 9 darstells.

Die Aussagen (a) und (b) von Lemma 9 smd die entscheidenden
Bpezialfille des folgenden Satzes:

Sarz 3. Sei L[K eine endlich-separable Korpererweiterung, neN
teilerfremd aur Charakieristih von K, W,NnK =1 (also inshesondere 2+ n)
und K = (g L” eine Umergmppe mit (" < K und L E(C); sed
K = K(UnW,). Dann gilt:

(8) [L: K] = (CBX, 0% : B} = (C: On(E>, W,») = (0" K"“)-

(b) B ist der gropte dber K abelsche Zwischenkirper von LK.

(0) Jeder Zudschenkdrper K < K, L ist von der Form K, = K(0,)
mit einer Untergruppe ¢ = C.

Beweéls, Xeh zeige mundchst:

{x)  Wun<E*, 0> = K.

8ei e W,NE", O, ¢ = yo mit yek, we(; dann ist 1 = " = y"a”,
" e ("< K, a.lso y e, (K/K) md damit y = Emo mit Fe W,NL, v,e K
nach dem Korollam zu Lemma 9. Ea folgt £} = aw, eOnW < K, also
@ ¢ K und damit ¢ e &,

(a) L = K(C) erfilllt nach (x) die Voraussetzungen von Satz 1 (n ist
ungerade!), also gilt [L: K] = (¢K*,0):K"). Nach dem Kovollar zu
Lemoma 9 ist OnK* g <K%, W,) und daher OnK* = 0On(K*, W,>,

& — Acta Arithmellea XXXVIL
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woraus (¢E%, 0y : K*} = (0 : Cn(E*, W, >} folgt, aber {0 : On{K*, W,5)
= (0" K*%), da W,n(0 =W, nOn{E*, W,>.

(b) Ieh nehme an, K sei nicht der groBte iiber K abelsche Teilkdrper
von I; dann gibt es einen iber K abelschen Korper K, mit K & K, € L,
so daB K,/K keine echten Zwischenkorper besitzt. Seien @y,..., 4, ¢(
derart, daB die Restklassen #,,..., %, e (K%, 0>/K* cine Basis von
(K=, 0y fE* bilden, und sei n; e N die Ordnung von #; dann ist

L= K@y, ..., m) = K, (@,

Is

[L: Rl = (K", ¢y K*) = nm-> L K,],

=1
und daher folgt nach. [4], Theorem 1 die Existenz einer Relation der
Form ‘

I
(0) ] wree =y
| = |
mit y e K,, ¢, Z und mindestens einem g #= 0mod g, es kaon jedoch
(0) nicht mit einem v X statthaben. Es ist y? e K, y¥ ¢ KP und daher
K, = K(y); setzt man

ceey By,

& Ec‘.
WYy = H xf e,
| 5
o ist 7 = y?, also K{y,) konjugiert zu K, und damit K(y,) = Ky, da
ja K,/ abelsch ist, Nun ist aber anch K{y,)/I abelsch and 4% ¢ K,
woraus nach dem Korollar zu Lemma 9 y, =2f mit 2 e X und fe W,
folgt; wegen 4, € C ist £e 0, alyo £e kK, und das hat den Widerspruch
y, e K, K, = K, zur Folge.
(¢) Sei K < I, = L ein Zwischenkorper. Nach (a) ist
[L: K] = (CE*, () : B¥) = (KE*, Oy : B*),
da W,n(E*, 0y = K, und daraus folgt nach Lemma 7
N [K;: K] = (Q"nE}™: K™, :
Sei C; = {# € 0| 2" ¢ K{"}; dann ist 0; = X, da W,nL < K ¢ I, also
K(0)) = K,. Unter Verwendung von Satz 2 folgt
[K(Cy) K]z (KE%, 0" : B = ("N KR ¢ By
. = [K,: K]> [R(C,): K]
und damit K(0,) = K,. o
Im Gegensatz zu dem in Lemma 9(¢) behandelten Spezialfall kann
im allgemeinen der volle Zwischenkdrperverband von K (()/K auch schon
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im Talle zykligcher Faktorgruppe C/K* recht kompliziert werden. Wie

L3 S

das Beispiel Q(]/2C2] )@ reigh; Rinheitswurzeln von 2-Potenzordnung
bringen noch einmal zuséitzliche Schwierigkeiten. Tst aber ¢ [ myklisch,
von ungerader Primzahlpotenzordnung, so kann man den Zwischeri-
ktrperverband von K (0)/K gut #iberschauen: :

Savz 4. Sei p o 2 cine Primeall, K ein Kirper mit ehar(K) = p
821 und L = K(x) mit o™ e K, 0" ' ¢ I, ’

(a) Genaw dann ist [, e LNK, wenn o”° & K, .

(b) L8t £, ¢ LNK (also entweder {p & I oder §, ¢ L), so sind die Korper
(™) (0<7-538) yenou die simtlichen Zwischenkorper von LK.

() Ist [, e NI, B = K(Woen L) und u < s manimal mit 2% e §#*
so det K = K({u), und im Falle Cﬂ#,;_l ¢ L gilt fiir jeden Zawischenkovper

K= Ky L entweder K, € K oder K < K.

Beweis. (a) Fally {, e K, folgt »* ¢ K? nach Lemma 15 ist aber
{p ¢ K, 80 ist nach Lemma 9 K(fu) (< s maximal mit o = B#) der
grofite iiber K abelsche Zwischenkérper von L /K, also K (Lo} = K (Wsn L;
daraug folgh nun (a) und aneh bereits der erste Teil von (e).

. (b) Bei K< K; < L ecin Zwischenkérper und %30 minimal mit
W e Iy ; wegen {, ¢ LNIC, ist nach (a) mpkgéIfﬁ, also [L: K,] = p".
Anderseits folgt aber K (2" < K, und p"“ >[L: K@@= [L: K ]= 9%,
also insgesamt K, = K (#?"). .

(¢) In (a) wurde beveits K = K (Cpe) bewiesen. Im Falle g = s ist

. K = L und nichts mehr zu zeigen; sei also 1<\ p<s, § =8—u>1 und

#e K mit 27 = ¢, also #”° = ¢,z mit einer primitiven p“-ten Minheits-
wurzel {,. Sei ¢ eine primitive p°-te Rinheitswurzel mit ¢ = £ und
L = L({) = L(,). Ich setze

yo={"lo

und habe y & .1, g/"’t = é‘(,‘"‘m"t = g ¢ KN\NK?, also [K (y) : K] = p, und nach
(0) gilt E(y)NK () = K, woraus wegen I = K (f,y) auch [13:1{(6)}
== (I (y) 1 K = p' Tolgt, Die Galoisgruppe von E/K (y) ist isomorph zn
einer Unbergruppe dor primen Restklassengruppe mod 7% also zyklisch,
ukd ich setze '

Grad (/K ()} = <o)

Wit £ = {7, v e Z, v 5% 0 mod p. Bel v = (y > (Py) die erzengonde Substi-
tution von L/K(£); dann ist ' = 1 und
Fir v Z ist

Y=y,

. "y
Y == Ly,

:Tﬂ' . — Cr’

‘:n“l.‘ o C?" .
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also genan dann to = ov’, wenn pir = p"y mod p5, also r = »mod P,
woraus to = o1’ folgt.
Als nichstes bestimme ich die Fixgruppe Gy von Lj; es ist

G = (o] 0< b < [K(L): K], 0<T<p'),

aligt ofey

mnd genau dann ist "t e @y, wenn & ==, WOIAUS Wegen 2

— CIpPH"—l.m
' Gy = {o"7| Wp"+2"—1 =0 mod p°}
folgt. Sei by die Ordnung von 7 mod p* und Il = — e T: ; beachtet
man iy
(0) (P = gMp T3 fiir w21,
go folgh

@y = (oMY = Gal(E/L).
Wegen (et ¢ L ist '

o _to Fo

‘;M—l = C;F-}-l # Lyt

also 7% sz 1 mod p*™! und damit T, %0 mod p. Aug domselben Grunde
igt <oy die Fixgruppe von Ky, pr): also <o™, 7 die Fixgruppe von
Ky, Cp#,)nK (£); nun ist einerseits -

fi = K(Cﬁy) = K(y? C ‘,)(\K(C),

. 2
andersoits aber (0%, )2 (o97% und damit K(y, L) K(0) L also
E(y, )N E(l) = K; folglich gilt

<, ) = Gal(L/E).

Fiir den Beweis von {e) geniigt es nun, die folgende rein gruppentho-
oretische Behauptung zm zeigen:

Fiir jede Untergruppe Gy < H <G gilb eptweder
H < (o™, ) oder (o™, ) = I '

Tall 1: H ist zyklisch, Sei H = {*7"> mit 0k < [K(5): K,
0 < 1 < p'; nach Voraussotzung ist o*+% e H, also nach (0) k|%y, &, = nk
mit # > 1 und oot = (¢*7)"; darans folgh

Y ] ,y.nf.:__
{ T I, mod p

unter Beachtung von (0) und der Tatsache, daf p dic Ordnung von
teilt. Wire nun k < ko, 50 wire »* s 1 mod p¥, also I, = 0. mod p; oben
hamtekich aber I, 5 0 mod p nachgewiesen. Daher ist & = ky und I = )
< (o%, 7).
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Tall 2: H ist nicht zyklisch. Dann enthilt H mindegtens ein Ele-
ment der Form o7’ mit k3 1; sei k> 1 minimal mit der Bigenschaft:
es gibt ein 1 3 0 mib o* 7 e H. Da H nicht zyklisch ist, gibt es zu mindestens
einem B Zahlen I, 7" mit ' 3 " mod ¢!, ¢+ e H und 0”7 e H, also
1ot Ve e Hadrd, Bel HNdr) = (™) mit 0 <u < ¥; ist nun
o7 &, so it Bk, B =kn mit n>1 und () e Hn D,
also o7 e (o7, 27>, Damib habe ieh

}11' o <OJ(‘ Tl’ _L_p‘l,b>

bowiesen, tnd ich kann 0< 1< p* anpehmen. Nach Voraussetzung ist

oo g [, also klky, b =k, und im Falle & =k, ist H < (o™, 7). Sel
nun % < ky; dann ist ol = (¥ )" 7™ mit geeignetem b e Z, woraus
it (0)

] S'nrn ~1
i W%‘jﬂub == lo mOd_’p

folgt. Wegen ¢™ =1 mod p*, 8" % 1 mod p" und i, 5% 0 mod pfolgtw = 0,
algo 1 = 0 und

H = (" 1> 2 (o™, 1.

‘Damit ist Satz 4 vollsténdig bewiesen.

4. Der folgende Satz gibt notwendige und hinreichende Kriterien
fiir das Bestehen der bereits in 1. erwihnten Gleichheit [Z: K] = (0":
: M) an.

Sarz 5. Sei L|K eine endlioh-separable Korpererweiterung, neN
teilerfremd eur Charakteristik von K, K* = 0 < L eine Untergruppe mit
e K und I = E(0). Sei n = nym, derart, daB (ny, %) =1 und fiir
jede Primzahl p mit pln gilt:

ny, falls , ¢ K,

ot Ny, folls {,e K.
Sei OnW, = (w) und ny = 2"y mit my = 1mod 2, a,= 0.
Genau dann ist [L: K] == (0% 1 K*"), wenn die folgenden drei Bedin-
gungen erfillt sind: .
1. Bs gibt Uniorgruppen Oyund T von ¢ mit K < O;, <E*,wd e T,
OJR* == T[E* x Oy B* und we K (0,). :

II. W ,n0 < K.
iy )

XL Bntweder Wan0 <K oder ¢ X, Wenl< K(L) wnd
wlay, K) & 0;

fiir die Definition von w(ay, K) siche Lemma 4.
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Setet mon die Giltigheit von I wund LIL voraus, so dsl L dgwivalent
zu der folgenden formal stirkeren Bedingung :
X1 Sind O, wnd T Untergruppen von ¢ mit K* < O, B>, w> g T
derari, dafi
O/K* =T[K* x 0, |H* und
gilt, so folgt w e K (0y).
Daf I aus I" folgt, ist klar, du es stels Untergruppen ¢ und 2' von
C mit K* < Gy, KX, w) & T, OJK* == TIK* % Oy ) K™ undl {iy, (T ¥in)
= 1 gibt; man brauehf ja nnr C/L* in die p-Sylowgruppen zu zorlegen,
Ich werde zeigen, dafl I, II, ITT hinrcichend und dafl ¥, [T, TIT notwendig
fitr [L: K] = (0" : £*") sind. Die folgenden deel Lemmata bilden das
Kernstiick des Beweises.
Lzvma 10. Fs seien die Vomussetzunqm won Sate O erfilllt; O und
T seien Untergruppen von C mit K* = O, <K*, w) & T, OJK* = l’/l{
X Oy JE* yund (my, (T : I{")) = 1. Dann gilt:

(O” . I Xﬂ-) (T?J .

(Roy (X' K¥)) == 1

-C'/Hl) (Oﬂ- (‘Kl!)
Beweis. By genfiigh,
(OnW,)-K* [E*

nachzuweisen; wegen W,
genfigh es dazu,

= (DAW,)-E* [E* X (Cyn W) - IO K
= 0nW, xCn W, md ONW, = TnW

g iy

onW,, < C,

zu zeigen. Sei dazn w, EOhW%:'wa =zx (zel, mel), also L = wy?
= #"2¢"; daraus folgt #™ e K, a™ ¢ X, und da dic Ordnung von 7/K*
zu i, teilerfremd ist, erhalte ich z ¢ K, w, e (). o
Levma 11. Bs seien die Voraussetzungen wnd die Bedingungen 1T
und IIL von Satz 5 erfillt. Oy sei eine  Untergruppe von € mit K* < O,
Oy =1 wnd. o = o (ty, K) e Oy, falls we 0. Dann gilt:
LE(CL) s KT = (O B,

Beweis. Ist p eine Primzahl mit W,n 0, # 1, so ist p|n, also wogen
Cindwy =1 auch pin, und daher W, < K; clsxmus folgt

W,nC, = K fiv alle Primzahlen p,

- Fall 1. W ,N 0 = XK. Dann ist wegen W, N0y e= {wyn @y == 1 und
W, nGcKauch w,nda, CK' also

(01 1) = (€, B¥),
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Die Behauptung folgh nun aus Sntz 1, falls die dort angegebenen Bedin-
gungen A und B ecfiillt sind. A warde beveits nachgepriift. Gélte B nicht,
so wire 1-1-&;, € Oy, aber { ¢ K wegon (14-£)" & K wiire 4{n, also a, > 2
gnd daher &, ¢ ¢ im Widersprueh zn (1-4 )2 == 28, e 0.
Fall 2. W2“2n(,}' ¢ I, Nach IIL ist dann W,n0 = K(&), und
davaus folgt W, N0, < K(5), alvo WA 0 =W ndnK() und damib
({m [{xw) ex ( Vi [(41(-.'[‘ {‘:fL n) ([(mlﬂTf ]u . R-‘-mt)
= (L0 K(G)" D« B ) ([ E (L)« B0,
Nach Lemma 5 und Sats 2 st
{1t/ K 51,)-1"'

R e (0RO,

*¢ K} Nach IIT ist wed, alsgo mnach
Voranggetzung o & ¢; und damit anch o e ¢,, worans nach Lemma 4
(05 B2 = 9

folgt; damit bleibt nun noch.
(L2 I0(E)] = (<O, K(E)*> : K (£)%)

z1 beweisen, und ich wende dafilr Satz 1 ant die Brweiterung L = K (£,)(0,)
von K (£,) an. Bedingung B ist hier antomatisch erfillt, und ich nchme
an, fir eino Primzahl p 4 2 sei £, e <K{L)", C)), aber {, ¢ K({,); Sicher
ist £ e K(£,) und damit p|n, also p|n,. Ferner isb nach Avnahwe £, = 2w
mit 2 g K (L), #e0 und damit 1 = =2"¢" also " (" < K; sei

m|n minimal mit & ¢ K. Wire nun p +m, so wire {j =2"2™ ¢ ¢, und

damit W, = (&5 o ¢, im Widerspruch zu Oyn(w) = 1 wiire aber plm,
80 wiite & e O, (K (£,)/K) = K* wegen Lemma 2 und W,NnE() =1,
way dar Mmmmhm.{, von. m widerspréche, Dmmt st amch (lm Bedmgung
A von Satz 1 nachgewiesen, o

LmMmA 12, Unier den Vorausseteungen von Sale 5 set [L: K] == ((3”L B (SN
Damn: gilts

(W) Wynke I

{b) Hniweder Wa,0 1l K oder

Lgd, Wenla K()n0 und

(¢) W,,nL g 0.
() Op (L) == L0y Wy N L.

Beweis. (a) Tob werde zeigon:

wla, K)e .

s . e [ . - o i
Hei p|ng cine Primzahl, ny, = p *m it p + m; im Talle p = 2 sel

*) § e K, Tsb dann .liﬂ‘VVﬁm,[, ¢ K, so st [L: _.K’] o {0, LK)y : K7,
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Sei dazn o> 1 maximal mit £y € I; dann ist @ < g, und ich sotze
K, =K{({ g41) S L. Wire [L: K] = {0, (LK) : K"}, 80 wire nach
Lemma 7 aueh (C,(K,/K)":K*"} = [K,: K] = p; nach den Lemmata
. 5, 2 und 3(b) gilt aber

(O, (K /Ky ) = (Oy%(.ﬁflj.ff)ff“"; ey

wag einen Widérspmch ergibt,
(b} Nach Lemma 7 igh (O,a(L/,K(C,,))" : I(_(g‘,h)“”) = [ K (£, daraus
. folgt mit (#)

WaonL < K(Z),

und ich kann W,enL ¢ K, £, ¢ K annehmen, Nach Lemma 7 und Terna
b ist

2 = [K(f): K] = [P0 K(6) : B = (037 k%)
mit
0y = {we E(L) 2" =0, ot e K}

Nach Lemma 4 ist 0 = w(ay, I') e 0y, also " = y" mit ¥ e ¢, und darans
fo;l‘gt w == fy mit " = 1. Wegen »*® ¢ X kann ich ohne Rinsehrinkung
£? =1 annchmen, erhalte zundchst £e W oM< K({) und dann
(wieder mit Lemma 4) & & o™, wobei o = ([, > (). Ts gibt daher
ein » e Z mit £ = o' = 0¥ N, also

. &1 1eBr,
y=§'o=0""No,

woraus (K*, wy = ¢K*, y> und damit o e ¢ folgt. Tiix den Bowois von
'Wzaan < ¢ beachte man.

WL = Wa,nE (L) & O, (K (5) /1K) = KX, w) & 0.
(o) folgt unmittelbar aus (a) und (b), woenn man nox
W,,nk = (VVz%ﬁ]}) X (W, I}
heachtet.

(@) Sei #e0,(L/K); nach Voraussetzang st O, (LK) = 0% also’

# =y mit y ¢ Cund o = & mit £ e W, L. Schreibt wan nun £ = & 184
mit & e W, nL wmd & e Wa,nL < ¢ (nach(b)), so folgt dic Behaup-
tung. o

Beweis von Satz 5. (a) L, 1L und [T sind hinreichend. Seion 1
- und T, Untergruppen von T mit (K>, wd g 7y, BX < Ty, PJK* = Ty E* %
X T K> und (ng, (Ty: K£*)) =1; ich setze ¢, = (T4, ¢,> wnd erhalte

CIE* = T, JEK* x O,/ E*.
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7, )JK* hat ingbesondere ungerade Ordnung, und daher ish w e 0y, falls
wed. ¢, crfillt die Voraussetzungen von Lemma 11, also folgh

[K (0g) : K] == (07 : K™,
Aut die Ilﬂi'woiterung (T K wende ich Satz 8 an; wegen (fnz, (Fy: K)) w1
ist 1% < K, ferner gilt W, nK =1 und TynW, = (uw), mwnd damit
folgt
(K (Zg)  K{w)] = (Tp 2 K*™) = (T3 : K*7),
da THnW,, = KXnW,, & K also oW, =K *MNW,,. Nach Lempnma
10 ist schlieflich :
(0% ) == (T« K*™) (07 : KX = [E(To) : K(w)]-[K(C,) : K].

/K(r)

E(T,)
E(Cy)
E(w)
x

Nach Voraussetzung ist w e K(0,) < K(C,). Beachtet man noch L =
K(0,,T,), so folgt: :

[L: K] = [K(Cy, To) : K(0o)] [K(Co) : K]
< [E(T,) : K{w)] [K(Co): K] = (07 : )3

nach Satz 2 isb (0" : K*™)|[L: K, also folgh (0" : K*") = [L: Kl o
(b} I’, TL und TIL sind notwendig. Die Notwendigkeit von IT und
ITL folgt aus Lemma 12. Seien alse IU und IIT erfitllt, und sei [L: K]
= (071 JO*™)3 geion Oy und 7' Untergruppen von € mit JC ® g O, <" wy
< T devart, daB O[E* = LK% % 0K und (ng, (1': E*)) == 1. Setzt man
nun
o = Oy K (w),

80 geniigh o8, K (w) == K (C,) zu zeigen, denn dann igt w e K(Cy) & K ()
Nach Lemma 7 ist [K(w): K] = ](On (K (w) [ K)™ 2 K’f”), .nach dem
Korollar zu Lemina 9 ist (Onl (T (w) ()" : K ’”’“l) = 1, also folgt mit Lemma B

[E(w): K] = (€, (B () [ K] : Kxm),



%] ¥, Halter-Koeh

In gleicher Weise erhdlt man
, (07 : E*") = (O3 : K7,
und es geniigh nun, Cyp, = Oy (K (w)/E) zu beweisen, denn dann ish
(F: K*™ = [K(w): K], und aus Lemma 7 folgt K (w) = K (C).

Otfensichtlich ist Coyuy S O, (K (w)/K). Sei nun

v & Oy, (K (w)/E) = (K, 0, (K(w)/ K],
@ = aat mit 2 '€ ¥, 0y & Oy (K (w)/K) s O, (LK) = <0, W, NI (Lomma
12(d)), also @ = %, & mit e, £ & WninL. Damit folgt :
2 = ol e (KX, ") < Oy & Oy
da (T:XK*) zu ny prim ist, und ich erhalte
| re (G1HK(w))(n2) = Oy}

also gilt auch O, (E(w)/K) & Uy o
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‘The number of different lengths of
irreducible factorization of a natural number in
an algebraic number field

by

8. Aurex (Milton Keynes)" and P. A. B. Pumasants (Cardiff)

1. Introduction. An integer in an algebraiec number fiold k is drreducibie
if it is not a product of two other integers of &k neither of which is a unit
{or, equivalently, if it is not a produnet of two integers of smaller norm).
Clearly every integer of & can be expressed as a product of irreducibles,
and it is well known that every integer of % has a unique irredyeible
factorization (apart from the order of the factors and multiplying the
factors by units of k) if and only if the class number % of %k iz 1. This
remains true if we regtrict attention to the irreducible factorization in
L of rational integers only (instead of considering all integers of k). The
number of irredueibleg in such a factorization (counting each as many
times ag it oecurs) is called the length of the factorization, and L. Carlitz
[4] has pointed out the interesting fact that a necessary and sufficient
condition for no integer of & to have irreducible factorizations of differ-
ent lengths i that b < 2. Again, this remains troe if we restrict attention
to the lengths of irredueible factorizations in & of rational integers.

Let f(m) = fi{m) be the number of essentially different irreducible

factorvizations in & of the rational integer m, and let g(m) = g,(m) be

the number of different lengths of irreducible factorizations of m in k.
If p(m) is an arithmetic function then a function y(m) is an average order

for it if
Dlgmy~ 3 pim)

) ) TR MG
and is a normal order for it if, for every positive ¢ and 2,
(L—e)p(m) < p(m) < (14&)p(m)

for all excopt o,(x) of the positive integers less than =, In a convergation
with W. Narkiewicz in 1965 . Turdn asked whother the functions f(m)

* This author was in recoipt of flnsneial support from the Seience Research
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