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Une remarque sur les suites équiréparties
a croissance lente

par

Juan Coqurn (Valenciennes)

1. Introduction

LL. Un xésultat de M. Mendds-France. Dans un article paru cn
1968 [1], M. Moendés-France démoentrait le résultat suivant:
TanoriMe 1. Soit ¢ une fonetion réelle définie sur N(Y) telle que:

() -+ H-oco. Il ewiste une suite d’entiers naturels A = (4,),.v telle que:
Heroe iy

(1) 4, = O(rp(%)), T~ 00,
(2) lo suile 2 est équirdportie modulo 1 8 ¢t seulement st © est irra-
tionnel. ' ' '

1.2, Engemble normal. Soit B = R—{0}, On rappelle gue B est
dit normal il existe une snite & = (8,), . de réels telle que:

26 ozt équirépartie modulo 1 si et seulement si # ¢ B.

1.3. Généralisation dun théordme 1. En utilisant une méthode diffé-
rente de celle utilizée dans [1], on se propose de prouver la géndralisation
suivante du théoréme 1: .

Trtortms 2. Soit B un ensemble normal ¢t ¢ une fonction réelle,
& valewrs 52 0, définde sur N, of telle que p{n) - -+ oo, Il ewiste une suite

: b 0 :
A = (,)av de réels tello que:
(1) 05 A, =< p(n) powr fout w & IV, ‘ ‘
(2} 1o swile w est équirépariic modulo 1 ¢i et sewlement si @ & B.

2, Démonstration. du théoxréme 2. On consgtruit 4 en utilisant une
guite @ tello guo:

»@ dquirépartie modulo l<-® e B.

2,1, Remarque préliminaire. On pent se ramencr au cas ol @ est

nen déoroissante. Bn effet, si p(n) = infe(k), on a:
. Jeezn ’

e ——

M N ={0,1,2,...} désigne Vensemblo des enticrs naturels.
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(a) wln) < ap(n)'pour tout e N,
(b) % est mon décroissante,
(¢) p(n) — oo

M—H el
Dans toute la suile, on supposera @ won déeroissante.

9.9, Construction de la smite 4. On constrait A4 par ,bloes”.
Soit m, = inf {n|p(n) = O} Pour s < mg (8 cola osl posible), on poye:

Ay = 01
Roit my = inf{n| @(n) = 0, 1 my-k1}h Pour w6 [mgy ..y my—1],
on pose:
’ln = 00-

On définit, par véeurrence sur I, la suite (m,) par:
Vi1, my,, = inkn] @)z 0y, w2 (Lhbimy, n—my
de sorte que la suite (m,) est strictement croisgante.

On pose, pour f & [my, My —1]:

Omodk -1}

Ay, =8 s m—my ==jmodk4-1, 0 £ 7k,

2.3. Fin de la démonstration du théordme 2. Tl gt elaiv que 054,
< ¢(n). Reste done &4 prouver gue:
26 est équirépartic modulo 1 si et seulement si md est.

2.31. 0@ équirdpartie
ez} = "™, Soit h e N fixd. On pose:

e(ho,) .

(-,‘k == | - 4.1.

Mzl

D'aprés le elitére (10 Woy] g, - 0.

]

" Hoit N un entler gne noug supposerons ;= om, . 11 existe B 2= 1 tel que:
N @ [myy Mypy 1],
De plus, il existe s & N tel que:
My 48 (h-- 1y N o angob (8- L) (1) e 1,

Oﬁ Qe
N LV
. . 1 \
Ze(hwln) = Mgt Z (7 g == g) e _\.’a(hm G,)-
n=0 Ot fsh—1 i+l f:_-'t:

I
4
4§ _{_\_J € (]?:.’]701,) + f\-‘

P=0 e N ottty -« #{feel 1}

¢(hwt,).

iom

= wd dquiréportie, Pour toub 2 e R, on pose
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Par conséquent,
k-1

}Ze(hfviin)l s Mg -+ y(mﬂlmmj) g+ s(k-- 1)3,;{—(1\7 my—s{k+1)+1}
e ;ﬁno
0 k-1
< Mgt D, (ign =) e+ Ny (R4 1)
=0

Tixong v & [L, ..., k—1]

F 1 .
1}_1 ¢(hwdy) ‘ My - Z (W 1~ M) & - (mk—mr)rgmx(sj)+l\fsk—]— (1=+%)
frml Jul ! r

< m,+ (k1) —i-ZNn}axaf.
=y

— 0, on obtient:

Done, en tenant compte du fait gue:
’ Hty  Rrtoo

N
lim L Zc(hmlﬂ)‘g 2maxs  quel que soif == 1.
N4l izr o

Pymealy
Finalement,
‘N'
1 -
e(hxd,) — 0.
N+1 ;::>:l.; ( * N 00

9.3.9. 2@ non bquirépariic > v now bquirépartie. Il existe hy & N*,

il existo o > 0 tels que:

& =L ‘2 ¢

>q¢ pour une infinité d’indices k.

fi=adl
Or,
I » k :
Y < M S e (hyfy,).
NV ot = O elhaah) s —m) T .
- e _“
Frel) o) n
Dona,
Hipa gt .
" n mk My L 2my 2
L . fuil T ""‘“‘_"'"‘““p‘f'ﬁ'r
0o )| L T
mk m’k-{-l Tt et
gy e
B,

ML

T \ N ol >

e I S R R e

wAd nlest pas équirépartie.
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3. Remarque. On peut montrer avec la méme construction, on modi-
fiant légérement les caleuls du 2.3 que les suites @1 et 26 sont simulta-
nément uniformément équiréparties ou complétement dquiréparties ou
pseudo-aléatoires. Cette construction permet en particulier de donner
des exemples de suites complétement équirdparties & eroissance lente.
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