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Sur certaines suites uniformément
équiréparties modulo 1

par

JuAx Coquer (Valenciennes)

1. Introdueciion

1.1. Notations. Soit g un entier naturel > 2. Dans cet article, s(n}
démgne la somme ‘des chiffres de Pentier naturel n éerit en base ¢. Autre-

00

ment dit, 8i n = D e(n)g’, o VreN, ¢ (n)<{0,...,g—1}, on P
=
00
sin)y = ¥ e (n).
=0

On. définit, par récuxrence sur k, les 1térees de la fonetion ,,son me des
chiffres: -

s‘”(n) m.s(n)
S(J’n-[-l)(%) — S(s(k)(%))

1.2. Résultats. On ge propose de démontrer:
THEORBME 1. S0t (A(n)nay une suite de nombres réels; Si la suite
(A(n)) st uniformément éguirépartic modudo 1 ([67), la suite (ﬂ(s ('n})) Pest aussi.
A Paide de ce théerdre, on obtient le résultat suivant, connu lorsque
B=1 (1], (8] et [T]:
JOROLLAIRE. Pour tous k e N, la suite {as® (n)), . est équirépartie
wmodulo 1. g1 et soeulement 31 o est manmmel N
Hn effef, si a est rationnel, la suite ne prond guun nombm fini de
valeurs. Si a ext irrationnel, la suife (on) cst umformément équirépartie
modulo 1.
A l'aide du 1,héorume, on obtient alors, par récurrence sur k, Iuni-
forme équirépartition de {as™(n)).
~ I/utilisation de la notion d’équirépartition umfmmg pour dumontrer
le corollajre et donc Vintérét du théoréme 1 seront justifids par la propo-
sition démontrée au paragraphe 3.2. '

el L
pour tout k&N,
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2. Prenve du théoréme 1

2.1. Quelques résultats concernant Ja somme des chiffres en base q.
Dans toute la suite, on pose, powr » € NtetacZ:

o(r,a) = Caxdfn| 0<n<< g —1 ob g(n) =a}.

Lorsque ¢ = 2 (¢(n) étant la somme des chiffres de 7 on bage 2),
e(r, a) = C7.

Les proprlétés des coefficients Dbindmiaux suggdrent les résultats
suivants:

PROPRIATA 1. ¢(r, a) =0 & a > r(g—1) ou i a < 0.

PROPRIETE 2. o(r, a) = ofr, ?(qw )—aj.

PROPRIGLE 3. e(r+1, a) = Z e(ry a—7j).

F=0
; rg—1)
PROPRIE’J.‘E 4, e(r,a—1) < e(r, a) powr a< 5|
Démonstration. Les propriétés 1, 2 et 3 sont évidentes. La pro-
priété 4 est vraie loragues = 1.
Supposons la vraie jusqu’a Lordre » == r,.

—1
lor cas: a< [T"—(%———l]
. . ’ a—1 @1
olry+1, a—1) = ¥ olry, a—j—1) < Y o(ry, 4—j) = o(ro-+1, @);
=0 Fe=0

2 éme cas: [ ]—i—l\a, [_(fﬂj' ;(q.,l)]

O(To+1, a)—c(ru-i-l, a“‘"‘l) = G(’)’ﬁ, a’)"’"c(?oy “""Q‘)
‘ d’aprds la propriété 3,
= 0("05 ro(g“l)"'a) ~0{Tpy a‘"’"‘ﬂ)
d’aprés la propriété 2.

Oomme a—g<r(g—1)—a<

[fi’-%:-l—)«], on. obtient, d’aprés l'hypo-
thése de récurrence:
e(ry+1, @)—o(ry+1,a—1) 2= 0.
Remarque. D'aprés [2], page 92, on a:
afr\{rl-1
2 (—1) (h)( b )

bR
hth=n

o(r, a) =

icm
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Cette expression semble peu wutilisable pour démontirer Ies propriétés
précédentes.

PrOPRIGIE 5. maxe(r, &) = o(¢"), ¥ - +oo.
act

Démonstration. Il est sans doute possible de donner une prenve
élémentaire de co réyultat en s’appuyant sur Pexpression de e(r, &) rappe-
Iéo plus haub, mais nous allong le démontrer par un argument probablhste
trds  simple.

Soit (X )pen* wne suite de variables aléatoires indépendantes et
bquidistribuées dans {0, ..., g—1}.
Posons, pour »eN¥,

1
= ""g'r‘; 0(9"7 a)
de sorte que, d’aprés les propriétés 2 ot 4, il s'agit de prouver que:

el =[5

Or Vegpérance de ¥, vaut #(g—1)/2 et sa variance r(gs—-l),’iZ.
Dlaprds le théoréme limite eentral, pour 2> 0, - '

r(g—1) l/ﬁ& 25
P — — —utf2
( Y, 5 ;gw 5 e f‘/zme du.

Fixong & = 0. Pour

T askez grand, on a:
rlg—1)
(-

Done, pour r askes grand,

p(y,, - [?f(ﬁ;}z]) o

2.2. Un lemme. Fixons h e N* o posons g(n) = ¢ (hA(n)) ot e(t) = &
pour tout ¢ récl. L'hypotheése du théoréme 1 se tradnit pm le fait qu’rl
existe une guite (e,) de réels positify telle que:

(]) &y 1‘ i el O
2) | 2 (k) < re, pour tout % e N.
om0
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Lowmy. IT existe uvie suite (8,) de réels positifs telle que:
(1) b 0,

42w+s wl<ee,

(2]
Démol_lbtl ation. Pogons ici pour simplifier b= r(g—1)/2 ot e(r, #)
=¢. On a:

pdw touwt ¢ s N.

gr-1 : b

? glo4-8(i 20}9' (g-+3).

1=-(I Jualt

Boit &> 0. Il oxiste ¢ e N tel que: § 2= 20-F1 = g <5 8f2,
Bupposant b > p, on a done, par trangformation d’Abol:

4'—1
| 3 dlerstlls 3 (a—02)(@—2041)eg 0
{=0 aii=(b]
8 ‘1 ‘ Nv1 (3% i
< — (=0 1) (20 =28+ 1) {Gr—ep. 026 — 26 1-1)
(S ‘ (¥l e I Tmisib]

e .
= Q'r"z" + 2065 <"

pour r assez grand, d’aprés la propriété 5

2.3. Fin de la démonstration du théortme. Soit &> 0. D'aprds le
lemme, il existe r ¢ N tel que 4§, < ¢/2. Noit alors N e N satisfaisant i
N 2= 44" [e. Etant donnd n ¢ N, on ddfinit les entiors m et 1 par:

(m—-1¢<sn+l<mg of ZQT<M+N< (t41)q". .
Alorg,
n-N
gls ()] ,
f=n--1
i-1 : '
<l 3 b |+ D S C10)) | R et
- E-l@:jmnq’ tem Il (i4 ljrﬂ Lfe oo N
<2g+g gls () +s(1) |

{=1n U-gia. r,v? 1

o \<\,2g’~}-'(1--m)q"ar, ®aprés s lemme,

Le théoréme est démonird.
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3. Remarques
3.1. Iin modifiant & peine la démonstration, on peut obtenir:

TrchoRDME 2. Powr tout T € N¥, tout ¢ € N et fout d entier > 2, {neN|
s®(n) == cmodd} o une densité asymptotique dgale & 1/d,
11 est évidemment posgible d’obtenir des résultabs analogues au

corollaire du théoréme 1 ot an théordme 2 en composant dlfférentes fone-
tions ,somme des chiffres?®,

3.2, On pout anssi prouver que la réciproque du théortme 1 est vraio:.
par exemple, dans le cas oll ¢ = 2, cola tient 4 ce que towto suite (A{n))
qui ost (#, 2)-6quirdpartic modulo 1 est équirépartie modulo 1 {théordme-
7.14, page 63, [6]). Pour la méme raison, il cst vrai également gque, si
( (s (oe))) est dguirépartie modualo 1, ((n)) Vest aussi.

Parv contre, et cela justitie l’umhmtlon du théoréme 1:

PROPOSTTION. 11 emiste une suite (A(n)) équwépame modulo 1 telle que
la sudte (A(s (%)}) ne 804t pas dquirépariie modulo 1.

Démenstration. On supposera que s{n) est la somme des chiffres.
do n onbage 2, .

On gait quo (n), ot e e J0, 1[ est équirépartie module 1. Montrons.
que, # a & 10, 3[, la suite ((s(n))"} ne Dest pas.

Oardfn < 28 1] T/2~4> s(n) ou T/2+1 < s(n)}

= D 0+ ¥ =2 D)
Je= {44 falfa—4 i=e 42
d’apros [4], page 17, Done
Card{n < 27— 1] (22~ 4)° g( ()" <

. " 22yt
Oy < 2T g

(Tf2 F}_ z)a} > 95" 2T+1 -—21—/2"‘

Prenons
A == T of T 16.
— T “ 2a . ﬂ1 ¥ 2&
Jadl {n L | ("5) i < {s(n))" < ("2) +- TIaE }
= 2% —o(2").

11 on régulte quo ((s(n))“) n’est pas dquirépartic modulo 1 4 a & 10, 4[..

3.3, En utilisant des arguments analogues & cenx que nous avons
développds dans 2.3 ot 2.3, il et poasible de prouver quo toute suite g-
additive (voir [3]) équirdpartio modulo 1 est uniformément équirépartic
modulo 1,

Noug sonunes eds reconnaissant au referce pour los mmphﬁc.umom;w
quiil nons o sugedrées,
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My papor Remarks on the number of factors of an odd perfect number
appeared in Acta Arithmetica 6 (1961), pp. 365-374. There I proved
several results of the following nature: if ¥ iz an 0dd perfect number
with smallest prime factor p, and if o (¥) denotes the number of distinet
primeo factors of ¥, then

& w(N¥) > op*/logp,

where ¢ is a positive absolute constant. Only recently did T learn that
a similar estimate for o(N) when N iy “A-abundant” was obtained some
years earlier by Hans Salié (Uber abundante Zahlen, Math, Nachr. 9 (1953),
pp. 217-220). When A = 2, his result has the same strength as (1). The
basic idea underlying Salid’s proof iy the same ag my own, although he
does not carry it quite as far. In partieular, he does not determine the
constant ¢, nor does he get numerical results on w(N) of the sort tabu-
lated in my paper. :

I regret that I did not previously observe and acknowledge Professor
Salié’s contribution.
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