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Uber die Entwicklung multiplikativer Funkiionen
nach Ramanujan-Summen

voR

FrimpmmANs Turrag (Clausthal-Zellerfeld)

1. Einleitung, Die Ramanujan-Summen Cyn) sind definiert durch

dy(n) = ‘/Z exp (2@2{}%) =d(g2:)du (—g—) {g,neN),

l=Camslg
(a,q)=1

Sie wnrden erstmalig von Ramanujan [9] in die Zahlentheorie eingefithrt,
der sie zur Entwicklung zahlentheorstischer Funkticnen f: N-» €. in
der Gestalt :

(1) Fln) = D] a,0,(n)
g=1 .
verwendete. Ahnliche Entwicklungen finden sich bei Hardy [7]. Die ersten
allgemeinen Augsagen tber die Ramanujan-Entwicklung (1) zahlenthe-
oretischer Funlktionen stammen von Wintner [14] und Delsarte [5].
Es gei f' = f+u die Faltung(*) von f mit der Mobiusfunktion w, und

es gelte (v(n) = Y1)

djn .
o '
@ BRI
n= .
Dann oxistieron die Entwicklungskoeffizienten (?)
. |
(3) a, =——lm= ¥ f(n)0,(n),

@D 2o @ by

und die zugehirige Iveihe (1) konvergiert absolut gegen f(xn) Liir jedes n e N,

(4 Tiir jo zwel zahlentheorotiseche Funktionen fi,fa wird die Taltung fixf,

dureh (fyfa) () = Sy (d)fz‘(%) (n e N) erklirt.
dln

(®) Winreichend fur die Txistonz der Entwicklungskoeffizienten (3) ist die

Konvergenz der Reiho Zi%ll— (vgl. [8], [L4]).

T ],
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Die Bedingung (2) wurde gpidter von Delange {4} abgeschwiicht.

Er verlangt nur noch ( = 1)
pln
2 gorny 11 (7]
w
n=J
Insbesondere folgt hieraus, daf multiplikative Funktionen(®), die
' o
I ()]
W e
. Pyl

erfitllen, eine absolui konvergente Ramannjan-Entwicklung (1) boesitzen.
In Spezialfallen findet sich dies bereity bei B. Coben [1]. Tst f multiplikutiv
und |f| <1, so ist (4) gleichbedeutend mit

| ZM**( oo (p prim).
> b ‘

Bezeichnen wir fiir eine zahlentheoretische Funktion f: N -» ¢ it

den Mittelwert von f (falls dieser exigtiert), so besagl ein hekanntor Satz
von Delange [2], daB fir multiplikatives f mit |f| < 1 genan dann der
Mittelwert M (f) von Null verschieden ist, wenn dic Reihe

' 2 flp)—1
= p
konvergiert und ein r ¢ N existiort, so daB f(2") # —1 ist. Unter Zuhil-
fenahme dieses Ergebnisses konnte Schwa,m [13] nach cinigen Vorarbeiten
(vgl. Schwarz [10], [11], [12]) zeigen, daB jedo multiplikative Funktion f
mit |f| < Tund M (f) s= 0 einei.a. nur bedingt konvergento Entwicklung (1)
besitzt,
In dieser Note goll in Verailgomemmlung den Hatros von Hchwm 17
dag folgende Frgebniz bewiesen werden.

" Barz. 1. Die multiplilative Funktion f besitee die folgenden Bigenschaf-
ten:

(a) Der Mittelwert M (f) existiert und ist von Null versohicden.
2 If(n)* < . ' '
Danm emsta,ert die pmktwewe konvergente Ramanwjon-Bntwiollung (1)
von f.

(3) d.h. es .gﬂt fly=1 und Jlmn} = f{m)f(n) tir teileviromdo i, n & N.
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Wir bemeorken, daf ein zaom Satz 1 analoges Resultat von Delange [3]
angeldindigt wurdoe. Jedoch scheint seine Beweismethode von der unsri-
gen verschieden zu sein. :

Dartiber hinaus wird noch gezeigh .

Sanz 2 (Parsevaische Gleichung). Unter den Vorausseteungen (a) und
(b) von Satz 1 konwvergiert die Reihe '

Dlalrelg) = M(FP)
gel '
gegen den Mittelwert von [F]%
Hierin bedeutet ¢ die Euler-Funktion. Wir bemerken, dall dieses
Brgebnis unter den stirkeren Voraussetzungen M (f) 20, |f| <1 eben-
falls bei Schwarz [13] steht.

2. Die Entwicklungskoeffizienten o,. Das entscheidende Hilfsmittel

- beim Beweis der obigen Sitze ist ein von Elliott [6] angegebenes notwen-

diges und hinreichendes Kriterinm fir die Exigstenz eines von Null ver-
schiedenen Mittelwertes einer multiplikativen Funktion. Dieses Ergebnis
wird die Bxistenz der Entwicklungskoeffizienten a, absichern. Wir zitie-
ren es hier als .

Hrrrsgarz 1 (Blliott [6]). Bs sei f multiplibativ. Dann sind die folgen-
den Aussagen dquivalent.

(a) f besiizl einen von Null verschiedenen Mittelwert M (f), und es gilt

3 - Miftay < a.
nEL
{b) Die Reihen
. 3 flp)—1 1 f () —10® lf(p")I2 .
(6) ; S %-—m—»———P : 123: S (o prim)

sind konvergent wnd fiir jede Primeahl p dsi(*)

1 f(p%)
Z p* '

Hez )

Sind (@) oder (b) exfiillt, so existiort awch der Mittelwert von |fI%
ForarrUNG 1. Hs sel f eine multiplitative Funktion, die die Figen-
schaflen (a) aus Hilfssatz 1 besitet, Aus der Haistenz von M (|f|%) folgt dann -

. e, M
(*) Die Reiho E"{fn)

Hom ()

- Jronvergiort.
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wnmittelhar
(M) f(n) =0(@m"*)  (m— oo).

Demmnach gibt es eine Primzahl p;, so daf |f(p)] < P figr alle p > p, st
Ferner gilt die Ungleiohung

MIF1% = 1M ()5,

aus der sofort M{|f|?) > 0 abaulesen ist.

FoLGERUNG 2. s sei f multiplikativ und erfiille die Vorausselzunyg (a)
aus Hilfscatz 1. Dann ist die Relhe

Ifp)*—1
;‘ AT Ci el

konvergent.
Dieg folgt ans Hilfssatz 1(b) und der Identitit

F@)F—1 = [f(p) —LF ~2Re(1—F(p)).
Mit "der Abkiirzung

definieren wir unter den Vomuséetzung_en (a) wnd (b) von Batz 1 cine
multiplikative Funktion e* durch ihre Werte an den Primzahlpotenz-
stellen

R B b
© " = i) ; Iz
und setzen '
a, = M (f)ay.

Bemerkung 1. Schwarz [13] gibt eine andere Darstellung der a,,
die jedoch, wie man rasch nachrechnet, mit der unsrigen fiiv |f(p)| < p,
algo erst recht fir p > p, ibereinstiramt. '

Bemerkung 2. Aufgrund der Orthogonalititsrelationen

P{g),
0 BONSL

falls r =
M(0,0,) = alls 7 = ¢,

_ wird man Entwicklungskoeffizienten der Gestalt

1
o = MU0

icm
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erwarten. Mit Hilfssatz 1, Hilfssatz 6 und einer Idee von. Lucht ([Sj,
Bewoeis von Satz 4) 146t gich folgendes zeigem: Die dureh (9) erklirten
BEntwicklungskoeffizienten a, existieren, die Abbildung

a,q o
gy T
igt multiplikativ und es gilt (8).

Im folgenden werden wir fiir geniigend grofBe Primzahlen, genauer
fite p > p,, eine andere Darstellnng von e angeben, die sich fiir den wei-
teren Beweisgang als zweckmaéfiger erweisen wird.

Zur Abkiirzung setzen wir {4 bezeichnet die Mébius-Funktion}

(10) b = uf+f,
_ O MY
c)-—; a

. 1
e, = (1— —5) A(p).
Bemerkung 3. Die Funktion % igt multiplikativ, und es gilt
h(p™) = f(p") ~Fp* ) f (@)
Inshesondere ist also h(p) = 0. Weiter hat man

2 = (1- L2 4

(» €« N, p prim).

und nach Folgerung 1 igt #(p) = 0 fir p > Pr.
Der folgende Hilfgsatz liefert die angekiindigte Umschreibung der a.
Hrwrssarz 2. Fiir p > p, und v e N gilt

1 [flp;y=1 flp"™h 1 R (pY)
G T n(p){ p-1 P +é »° }’
speziall
(1 (fm)=1, \1R09)
"“n(ﬁ){p-—l FZ »° }

o2
Ferner besteht fiir alle Primeablen p und v € N der Zusammenhang
(12) o {1+ P (D) + .o + WP (D) — a8} = F(7).

Der Boweis von (11) wird durch direktes Nachrechnen gefithrt., For-
mel (12) steht ebenfalls bei Schwarz [13] und wird am. einfachsten durch
vollstindige Induktion bestiitigt. :
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. Die folgenden Abschitzungen fii dic Koeaffizienten a;';,, worden sich
an spiterer Stelle als hilfrefch erweisen.

Hitrssarz 3, iy p > py und v € N gil

1 (fp)—1 | Je)~f)

13 v _ i —3f2 .
(13)  ay, 77(10)1 p -+ Py FO(p )} {p — o0),
SRR i 25 R Yot - |
iy ==t L Lo m) o),
(14) @, = o(p™) (9" o0},
2 —
(15) ) =14+ L oty s ).

Zum Beweis hat man lediglich die Definition (10) von & sowie die
Abschiitzung f(p®) = o(p*?) fiir p* - oo zu heachten, letzberes nach (7).

3. Konvergenz der Reihe (1). Wir definioren flir ¢, ) e Nmit (£, D) = 1
und ay # 0 durch '

() nayp
Biln) = ap

0 80NRE

iz {(n,t) =1, (1 )

eine multiplikative Funktion £,. Wie bel Schwarz [13] ausgefiihrt, 1406

sich der Konvergenzbeweis von (1) reduzieren auf den Konvergenzbe-
weis von '

" (18) V B (%) .
Ad
fym ]
Zum Vergleich erlddren wir fiir jedos # & N Qurch
wim) [T~1),  falls (n,r) =1,

nln (neN)

b, () .
0 gongt

cine weitere multiplikative Funlction b,. Wir zeigen (vgl. Seito 264-2635) den
HruessaTz 4, Die Reihe

it honvergerit fir jedes v e N

icm
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" Dor Ubergang von b, zu §, wird ermoglicht dureh den folgenden

Hrwrssarz 5 (Lucht [81). Hs seien f, g henachbarte(®) multiplikative
Funktionen, die den Abschitzungen

Nt <o, Dgml <

n&e N

mit einem 2 > 1 geniigen. Ferner gelie noch

] .
(17} 1-|—I~(—1-9§)—+ﬁ%—)+...#0 in  Res=1,
» »
5 o . o f(n) _— 1 g(n)
i — e .
Konvergiert dann die Rethe 2 s g0 honvergiert auc Z -

=1 : A=)

Wir wollen zunéchst aus-den beiden letzten Hilfssitzen die Konvergenz
der Reihe (16) ableiten. Dazu wihlen wir ¢ = ¢ [T », wobet p, 80 gewihlt

. Psps

ist, daf
R=f0)
b .
austallt tir alle p > p,. Bin solches p, existiert wegen (7). Damit ist (17)
mit b, anstelle von f crfillt. Die Konvergenz der Reihe (16) folgt dann aus

1
2

>—1 |Bi(p) — b, ()

(18) L < oo
o P

noad aus

(19) MpmleE<e, Db <a.

AT NI
Zum Beweis von (18) wihlen wir eine Primzahl p, > max {r, D},
go dab |n(p)| = & fur alle p > p, ist. Tiir diese » haben wir unter Beachtung
von (13) und (15) '

18,(0) — b (p)] = | py+ (L= (p))]
- an _._. 4 e — [y ) b 1 \
o 1.f(p) 14 P O™y F{1—1(p)]

(f(p) — ;]‘)(‘.1_ — W(p)) + [.(,pj):"fa_(pl -0 (pnl,’Z)

1)
o o [ @) =L@ =)l PN F@E o i)
\ p P f

(E)WZW(;i multiplikative Funkiionon f, g lLeifien banachbart, wenn dic Reihe
El.f'( )= g (@)

« Jeonvergent ist.
P ?
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Aus der Konvergenz der Reihen

O o) =11 f(p%) —F (o) 1@ 7 |f(p))?

erhilt man damit (18).
Wie partielle Summation zeigt, folgh (19) aus den Abschéitzungen

() i)t
D, S

n<e nERE

Die erste Behauptung kommt ang (6) und

S o Do

NET P )
Bei der zweiten Summe bleibt infolge

Z ‘ﬁti:j’”g < ]_I (1 -j-gplaf;Ez)

WS pEw
die Konvergenz von >'p|a,[* zu zeigen, dic nach einer lingeren Rochnung
b

ans den Hilfssitzen 1(b), 2 und Gleichung (7) folgt.

Insgesamt haben wir damit den Konvergenzbeweis der Refhe (1) auf
den Beweis von Hilfssatz 4 zuriickgetiihrt,

Zum Bewels von Hilfssatz 4 bemerken wir, daB es gentigh, die on-

()

fiir ein hinreichend groBes r' € N nachzuweigen,

Vergenz von Burlm)
denn mit Hllfsssatz i3 ubertragt sich dann wnmittelbar dic Konvergenz
auf jedes r e N. Wir getzen 7' = [ », wobel p, >t [] p so gewdhlt sei,

. by Ly

2—Ff(p)
daf -1 \E st tir alle p > p,. Mm diesem " definieren wir
die multiplikative Funktion
) .Br.' == 1*.61‘!.
und zeigen -
2 b, (m)] = 0 Hir &+ oo,
(20) nee
, ZB,.,(n) =Ap+-o0(d) fir @ oo
new

mit einer geeigneten Konsta.uten 4. Daraus folgt in bekannter Weise

“die Konvergenz von 2

fi=1

gegen A.

icm
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()I

) by
Die schon nachgewiesene Konvergenz von Z ——

D) ()2 = o(a).

e

liefert

Damit hat man mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

3 b (n)l < o 2 o ()2 = o(a),

nGw L

algo ¢en ergten Teil von (20).
Berechnet man die Werte von B, an den Prnnza.hlpotemstellen,

go sieht man

2—f(p), allspir,
keN)
B, (p)—1+b (p) (1 sonst ( ’
also
) | [1+ 2210 pas pre,
B " _ . i) Pl (k & N)
pa P p—1 l__}Lm sonst
p—1
und
1—f(p), falls pfr’,
By(p) =1 = ‘0 sonst.

Bs folgt mit Hilfssatz 1, dad die Reihen

Z lBrfﬁ)i , 2

IR -] »

ZIB (p)—11*

simtlich konvergioren und nach ungerer Wahl von » igt fexner

=y B (p*

Kl

fiir jede Primzabl p. Folglich gibt os obenfalls nach Flilfssaiz 1 eine (von
Null verschiedene) Konstante A mit M(B,) = 4. Das ist der zweite
Teil wvon {20).

4. Produktdarstelbung von M(f), M(] il Zor Bestimmung‘_ ‘des
Grenzwertes dor Reihe (1) und zum Beweis von. Satz 2 hendtigen wir den
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icm

Hirrssatz 6. Die multiplikative Funktion f geniige den Vorausselzun-
gen (a) und (b} von Satz 1. Dann gilt:

(21) M(f>=]'[(1—%)(1+i%”~ +fgf) + ) ~[Tews

» P

(22) M{F1% :ﬂ(l__%) (1+ IF(p)I® n |f{p?)]* +)

b p?

Bemerkung 4. Unter den Voraussetzungen M(f)“ 50, |flgl
izt (21) ein Satz von Delange [2].
Zum Nachweis von Hilfssatz 6 verwonden wir den leicht howeisharen
HirrssaTz 7. Bs sei f,(o) eine Folge von TFumktionen awf M < R.

Sind die Reihen
2 Julo),
n=1

gleichmifig konvergent auf M, so auch das Prodult

ﬁ(lma)-

n=]
Beweis von I-Illfssatz 6. Wir zeigen zunfchst (21). Die erzougende
Dirichletsche  Reihe von f,

U‘;a( s

”L\/‘g

(o0 >1),

konvergiert wegen (5) fiir o > 1 absolut.
Wegen der Existens von M{f) s 0 hat man, wie partielle Summaition
rasch zeigt, fiir ¢ -1+ die Asymptotik \

/4
Flo) ~ __(f_),
o—1
also (%) _ _
Fo) ( flp)—1  flp*)—](p) ) '
M i~ = 1 -~ - [ e | = 1+
R e e e e e B (T
‘ (o= 1)
Nach (7) ist fiir ¢ > 1 gleichmiifig .
-1
ap(ﬂ') =f(p)a "}“ f(]:ﬂ) "1"0(19_”2) (p — m)’
o P ,
& ¢(a) = Elln“, ¢ > 1, hedeutet die Riemannsehe Zotafunktion. Bekaunilich
Flux]
gllt &lo) ~ (o —1) fiix a-—>1+

. die O’ Ln} fir vz e4-2 mit pYin, dh pln, aber
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und es konvergiert fiir ¢ > 1 gleichm4Big

o= S, I | S0,

7

weil jode der Reihen fiir o = 1 konvergiert. Beachtet man noch die Kon-

vergens der Reihen
2 ff(p 1|2

¥

Il (292)!

go folgt fir o = )%, und Hilfs-

gatz 7 liefert dann die Grlelehung (21). Zum Nachwels von (22) geht man
analog vor. ‘

1 die gleichméiBige Konvergenz von, 2 ja, o

5. Bestimmung des ‘Grenzwertes der Reihe (1). Fiir fostes neN
betrachten wir fiir o > 0 dle Reihe

5 aqu(@

Ao, n) = ¢

=l

Da die Reihe (1) konverglert, besteht nach dem Stetigkeitisatz fir Diri-
chletsche Reihen dm Bﬂzmhung

Lim A (c,n) Z%C’ ().

o—+0-F " . =1

Wir wollen fiir A(o, n) eine konvergente Produktdarstellung angeben.
Zwvyor haben wir ung jedoch davon zu iiberzeugen, ob A (v, n)fir ¢ > 0 abso-
Iut konvergiert. Wegen der Multiplikativitét von ¢ und der durch ¢ -> C,(n)
erkilirten Funktion gilt .

S T O et
Z < g [ (1ot g Loty ),

(el Aeld

Wir zeigon die Konvorgenz des Produkts fiir @ — co. In jedem der endlich

viclen Faktoren, fir die p|n gilt, steht nur eine endliche Summe, weil
e, verschwinden.

Biir dw p mit pta ist aber - '

Oy(n) = —1, Gp,,(%) = 0 fiir v = 2.
Alle diese Falstoren haben die Gestalt | | o
Llagifp®y S rma

b — Acta Arithmetica XXXVI, 3
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go daf mur noch die Konvergenz von

> laglip°

P>

zu zeigen bleibt. Aus Hilfssatz 3 folgt (n(p) € 1)

1 2~——-——p3[§ +Z‘f f."lf

B>y PPy

- erwm

.137:191 nai,

Die Konvergenz der zweiten Reihe ist wegen (7) Klar wod fir die erato
Reibe gilt

. 1F 1 12
DR S <

B> P Dy

Damit besteht Fiir o> 0 die Produktdznrstellung
aumzﬁpz( } n )

H(l”” —
"“1;1%( S50 o) =[]t ] [4-3 =Bomio:

it g
Hierbei sei » fest, aber groﬂuer als max{n, p,} gewihlt, Fir das erste Tro-
dukt erhilt man mit (12) wie bei Schwarz {13]

= fin).

CAfe,m) =

lim P, (0) = P(0)

o>+

Die Fakboren des zweiten Produlktes haben die Gestalt

1\ p—1
-5l
P10
Konvergieren nun die Reihen

) 8,{a),

P>

(23) (p)——l) = 146,0).

' 2.]51)(0')12

Pray

(24)

gleichmifig in o220, 80 gilt nach Hilfssatz 7 dmselbe fite das Produkt

T {1+ 8,(0)) = Pa0). Sehen wir dies als bewiesen an, so folgt
peH '
lim Py(o) = Py(0) =1,
=D

da fiir o = 0 alle Faktoren (23) Bins sind. Insgesamt ergibt sieh damit
Batz 1.

icm
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Zur Vercinfachung des Ausdrucks fiir §
stellung (15) fir 5(p): (0) benutzen wir die Dar-

p—1 p—1

P np)— L, 2= f@)-FO)
v " T r e T =) PE P | o
mf(za)w—l fle?
1‘) 2

Daraus folgt die gleichméBige Konver ;
o - -Ra genz der ersten Reihe (24
Liir die zweite Rethe kommt dies ans der Abschitzung (24) wnd

v o @)1 if () —1||f(p?
18, (a)]® < = 10 + _ Psllf(p ] p—y

Damit igh der Satz 1 vollstindig bewiesen.

6. Beweis von Satz 2. Ist die Reihe 3 ja |"p(q) konve’rgeﬁt, so gilt
g=1 i

e (q) = ot 3 1t Pl
f; . 197{| bl 3l e (0]
‘Wie SBchwarz [13] betrachten wir die Funktionen

1’ =4 Z pr(%)

P=0

und erhalten mit Hilfssatz 2 entsprechend

M) = (p;p) If(j:)F

e==0

(25)

(26)

logw
Setzt man B () = [logp ]—i— 1, so gicht man (vgl. [13])

(27) XUy (m)l = lepl* D) la1%p(

ns P IT)

w+0(

<z, <R(x)
Die Summe im O-Restglied 1486 sich mit (15) abschitzen zu
1 By pr LPMY = Z {a’;’"lpr)zi

[ RO fifoo) Oradiz)

= X ez 3 eI = {0@) o) = ofa).

r<V D VER{z)<reii()

I,;, a |pr+r)

Se?zt man diese Abschétzung in (27} ein und vergleicht mit (26), so folgt
bei Beachtung von e, % 0 nach Hilfsgatz 1 die Konvergenz von
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Rin Vergleich mit (26) gibt
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Damit folgt aus (26) wnd Hiltssatz 6 die Konvergenz von
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wie in Satz 2 behauptet.
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Definite binary quadratic forms with class number one
by

MumwirARD PRIERS (Miingter)

Let k be a totally real algebraic number field, o its maximal order.
Let (¥, ¢) be a totally positive binary quadratic space over k, et G be
a primitive free p-lattice of rank 2 in (¥, q) with ¢(&) < o (prim itive means:
the p-module generated by ¢(G) iz the unit ideal). Let b == b be the disc-
riminant of & (4- “volume” v@ in the terminology of [41, §82); in our gitu-
ation b@ is an integral ideal. Let sG be the scale of G ([4], § 82).

' Let H, (b, G) be the proper class number of the genus of G over .
It M, (b, @) =1 for a &, let us call (b, &) & (generalized) idoncal number.
The (b, @) are — crudely speaking — Enler’s idoneal numbers.

We prove the following ‘

TmoreM. (i) For a fized k there are only fimitely many idoneal U~
bers (D, k). For n = [k: Q] > 2 these idoneal numbers can be enumerated
effectively. . ' '

(ii} For fized n there are only finitely many idoneal numbers.

(iil) .Assuming the Generalized Fiemaonn Huypothesis, there are allogether
only finitely many idoneal numbers. ‘

Proof. We use the explicit determination of the Minkowski-Biegel—
MaBformula for binary quadratic forms in [6]:
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, where g is the gen-

erating character of k(Y — dot@) [k; let
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@ a unit, then o is defined by p° mis—}—%lgl +-8( —det@), where
& denotes the quadratic defect. Writing



