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1. Einleitung. Sei K ein algebraischer Zahlkdrper vom Grad o> 2s
A = {ay, ..., oz} ein Z-Modul in X mit iiber dein rationalen Zahlkiérper ¢
Iinear unabhingigen Erzeugenden. Sei a s 0 eine rationale Zahl und
bezeichne Py, ¢ (N) oder kiivzer P (N) die Anzahl der Lisungen (2, ..
..oy @) € Z% der Bigenschaft max jr,| < N der diophantischen Gleichung
ik
(1} Normgg(awi+ ... +ap2) = &,

Wenn M nicht ausgeartet ist, d.h. der durch ihn erzeugte Vektorraum
L uber @ keinen Teilraum L’ besitet fiir welchen I = aK’ (a € K), wobei K7
ein von § und von den imaginir-quadratischen Zahlkorpern versehiedener
(nicht notwendig echter) Teilkérper von X ist, dann ist nach einem bekann-
ten Satz von W. M. Schmidt [14] Py(N) = 0(1) fiir beliehige a «@.

Ist dagegen M ausgeartet, dann existieren a €@ mit Py (N) — co
falls N — oo (5. 8. I. Borewicz und I. R. Safarevié [3], 8. 299). Als Anwen-
dung eines Ergebnisses von W. M. Schmnidt [15] haben wir im Teil IT
([6], Batz 1} bewiesen, daB in diesem Fall

(2} P N) = clog” ¥ --O(log' 1)

gilt, wo r das Maximum der Einheitenrénge (1) der Teilkérper L von K
bezeichnet, fiir die (1) eine unendliche (M, L) Lisungsfamilie besitzt,
und ¢ > 0 eine nur von «, X nnd M abhingende Kongtante ist, Tm Spezial-
Iall, wenn M ein vollstindiger Modul ist (d.h. & = =), ist ¢ effektiv herech-
nenbar ([6], Satz 2).

In der vorliegenden Arbeit werden die in den Teilen I und IT fiir.

. vollgtandige Moduln gewonnenen Ergebnisse prizisiert. In Satz 1 werden ¢

(1) Unter Einheitenrang von K wird wie iiblich der Rang der Einheitengruppe
im Ring der ganzen Elemente von K verstanden,
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und aueh die Konstante in O explizit angegeben. Als Folgerung wird
fiir einen beliebigen vollstindigen Modul M eine asymptotische Formel
mit expliziten Konstanten fiir die Anzahl der Elemente a € M gegebener
Norm und A{e) < N angegeben. (h{a) bezeichnet das Maxzimum der
Absolutbetrige der Konjugierten von e.) Dies ist besonders interessant
tiir den Fall, da M eine Ordnung von K ist oder noch spezieller M = Z,
gewihlt wird wo Z; der Ring der ganzen Elemente von I igt,

" In Satz 2 wird Pg{z; N) die Anzahl der Lésungen (w,, ..., »,) e Z*
der Ungleichung

(8) 0 < Normggla®y+ -.. +o,2,)| < o

mit max [2;] < ¥ im Hauptglied und auch in einem Teil des Restgliedes

1gign . \ . .
mit expliziten Konstanten begtimmt, falls a, ..., a, eine Ganzbeitshagly

von X ist. Dazu wird ein friheres Brgebnis von E. Landaw [7], [8] und
Saiz 1 benutzt. Als Folgerung von Satz 2 kann man eine asymptotische
Formel ffir die Anzahl der ganzen Hlemente des Zahlkérpers K herleiten,
die den Bedingungen h{e) < ¥ und [Normpgpg(a)| < @ geniigen.

2. Die Siize und ihre Folgermugen. Sei M ein vollstindiger Modul
von K. Die Gesamtheit der Elemente A von K der Bigenschaft AM < M
wird mit %;, bezeichnet und Multiplikatorenring ven M genannt. @y
ist eine Ordnung in K (s. [3], 8. 10B). Fiir a €@ (a # 0) bezeichne xy
oder kurg #,, die Maximalzahl der paarweise nicht aggoziierten (#) Lidsungen
# o=+ . o, € M von (1). Ist @ eine belichige Ordnung in K,
so werde mib w5 die Binheitewurzelanzahl, mit B, der Regulator, schliel-
lich mit Dy der Absolutbetrag der Diskriminante von 2 bezeichuet.
Wir setzen 7o = 2 oder 175 =1 je nachdem, ob in & eine Binheit der
Norm -- 1 existiert oder nicht. In den Spezialfillen 2 = 2,, bzw. & = Z¢
werden die entsprechenden Parameter mit Wous Bayr Doy Tay
bzw. mit wy, Ry, Dy und 7z bezeichnet.

BTz 1. Seien M = {a,, ..., a,} ein vollstindiger Z-Modul des algeb-
raischen Zahlkdrpers K vom Grad n= 2 wnd vom Einheitenrang v =1
mit iber Q@ linear unabhingigen Erzeugenden oy, ..., ay; Dy der Absolui-
betrag der Diskriminante von M und h(e) < #; i =1,...,8 (#=1).
Sei a %0 eine raiionale Zahl, wofir die diophantische Gloichung

(4) Normgplagt, + ... +o,2,) =a
eine Lisung (wy,...,n,) € Z™ besitet. Dann gilt
. Ry, % d{dnwg
(5) Pl W) — M 1o W < __LﬁLJEcl1ogf—1N-
:.T!R-@MT-@M EE,M

(*) Die Losmgen g = am+ o0 +aym, und 4" = g+ ... +au@), von (1)
heiBen assozijert, wenn sie sich nur wm einen in %y lisgenden Rinheitenfaktor unter-
scheiden.

icm

Uber die Vearteilung der Lésangen von Normformen G‘leickungen, Iir

145

mit den obigen Bezeiohnungen, falls log N > 2e¢,, wo
1 ’
6= loglall + log Dyl -+ nlog (nat) + (8rny TR, .

8. Lang [10], [11] hat dies fiir reelle gnadratische Zohlkérper (wenn.
# =2 und r =1 ist) bewiesen, ohne die im Restglied vorkommende
Konstante anzugeben.

Aug unserem obigen Irgebnis folgen auch unsere in den Teilen I
und I fiir vollsténdige Modulen gewonnenen Sétze.

Aus dem Beweis des Satzes 1 (5. (38)) ergibt sich anch daB die Lésungen
von (4) gleichmifig in den x; Losungsfamilien verteilt sind.

Multiplizieren wir (4) mit der m-ten Potenz einer rationalen Zahl
so erreichen, wir dott M = Zp und @ € Z;. Damit konnen wir in (5) das
Restglied vereinfachen. Tatsichlich, haben wir r < a, Wy, < Vg < 0h
und aus einem bekannten Satz von R. Remak [12] folgt

Wi [Re < w(r -2y,

Ferner gilt |log Dy < nlog(ns#) und

DO serr < 2E @(8) < mlr +- 2 @ (a),

Bg, By
(s. [6]). In diesem Fall konnen wir aly Koeffizient von log™ ¥ auf der
rechten Seie von (5) (8#n)*™*Vxy, 4 3" (a)log{a#)] nehmen, wo xy beka~
nntlich effektiv berechnenbar ist ([3], Kap. IL, § 5), und eine nur von
g, K und M abhingende obere Schranke besitzt.

Aus unserem Satz 1 von [6] folgt, daB fiir einen ausgearteten Modul .M
von K die Anzahl der Elemente a ¢ M der Norm a und mit . A(a) < N
entweder O(1) oder clog™¥ -0 (log"™ 'N) ist mit den Konstanten ¢ > 0
und » aus (2) (vgl. hiecrzu den Beweis der unterstehenden Folgerung 1).
Wenn M ein vollsténdiger Modul ist, so kénnen wir auch mehr sagen.
Mit den obigen Bezeichnungen gilt.

Foreuruna 1. Seien M ein vollstindiger Modul von K. , der Absolutbetrag
seiner Diskriminante Dy und d + 0 eine rationale Zahl mit dM = Ze.
8ei 0  a ¢ § und bezeichne wy, die Mazimalzahl der paarweiss, beziiglich %y,
nicki assoziierien FElemente der Norm a von M, sowie Ph(N) die Anzahl
der Elemente o € M der Nowm a wnd mit h(a) < N. Dann gilé

nwg % | 4(8n)Ywg

(6) )= e g N < slog iy
?‘!R_@MrgM R_@M

Jalls

1 9 .
log¥ > 2¢, = 2 i:;; loglal|-+n{llog Dyl +n*log dDg) + (87’%)“{“1)13.@&,}‘

10 — Acta Arithmetiea XXXUTT



146 E. Gyory und A, Pethd

Bs sei angemerkt dab im tbrigen aunch Folgerung 1 Satz 1 impliziert.
(Selbstversténdlich kommen wir von ¢, auvsgehend zu e¢iner anderen
Kongtante ¢;.)

Die Tolgerung 1 wird jetzt im Spezialiall M = Z betrachtet, dann
bezeichnet P% (V) also bei gegebenem ¢ 5 @ € Z die Anzahl der Elemente
a e %, der Norm o und mit hie) < N.

FoLGERUNG 2. Seten a # 0 eine ganzrationele Zohl und » = Mg
Bei den obigen Bezeichnungen gill

DU g4 4(8nYwen

Py(X) .

e, log™ N

- log' N <
riBere € i\

falls
Jog N > 26, = 2 Hlog |a] +2n310gDK+(8¢n)2"’+1)RK}.

Gemal der Bemerkung nach Satz 1 kann man auf der rechten
Seite anstatt e, auch ¢f = (6ra)*"+d¢™(a)log|aDy| setzen,

Dic Verteilung der Einheiten in einer beliebigen Ordnung & von K
wird jetzt untersucht., @ ist ein vollstindiger Modul in K, und gleichzeitig
sein eigener Multiplikatorenring. Deswegen erhalten wir aus Folgerung 1
wnmittelbar.

FOLGERUNG 3. Sei @ eine Ordnung in dem algebraischen Zahlkirper K
wnid bezsichme Py (N) die Anzahl der Einheilen ¢< 2, wofir h{s)<¥.
Dann gilt bei den obigen Bezecichnungen
8(8nfwgy

log" N| << —
. ENS TR,

ww )

1

e,log" N

E,B(N) —
Jalls .
log N > 2¢, = 2 [nlog Dy -+nlog Dy + (8rn) " HUR,].

Hin wichtiger Spezialfall ist @ = Zg. Bezeichne Px (V) die Anzahl
der Hinheiten von K mit A(s) < N, so erhalten wir unter Verwendunng
der nach Satz 1 crwihnten oberen Schranke fir wg /Ry

_ . wwy
(7) Px,a(N)—'m log"¥

7, .
< ﬂ%ﬁ?& [2n%log Dy + (8rn) ¥ tURlog" "N < (8ra)Hlog Dy log™™'N
K K
falls log ¥ = (8m )¢+ V]og Dy _
‘Wir wollen hier erwihnen dafl 8. Lang in [9] (8. 58) bemerkt, mit
unserer Bezelehnung fiir dic Anzahl der Einheiten & von K mit H{s) {.N
sel die asymptotische Abschitzung cx(logN)" gliltig, wo e¢x >0 eine
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nur von K abhéngige Konstante ist(%). Daraus folgt weder (7), noch eine
asymptotische Abschdtzung fiiv P} (V).
Jetz wird Satz 2 formuliert,

BATZ 2. Sei @y, ..., q, (7> 2) eine Ganzheitsbasis von K, hiw) < oF
H ? Y i 2 oy
(¢ =1,...,n) und v eine reelle Zahl mit &*™V = logw. Dann ¢ilt bei den
obigen Bezeichnungen

at{2n)" ! . il
— wlog"N| < ¢;(n) D+ {log D) w ™ log" N -1
2rltgV Dy

8(8n) at
VD

(8) lPK(mi N)—

@ (loga)log" N + ¢, (n, #)zlog™ 'V,
Ffalls

1 atra
log¥ > 2 [?Llog;e+logl)g—:—ﬂlog (-71-3?’)—#(8?’%)“""”1{%] = g,.

Lo

Aus Satz 2 ergibt sieh nnmittelbar, daf

i Prlz; N)  a(2n)
- - 2 .
gos wloglN etV Dy

log zlog XN—0

Bezeichne Py (z; N) die Anzahl der ganzen Elemente von K der
Norm < o und k(e) < N, dann folgt aus Satz 2, daB

* e AT oo, \r
lim. .PK(a,:lV) _ = (2%)“_ .
goo wlog’ 20172V Dy
log z/log ¥—0

3. Beweis von Satz 1 und seinen Folgerumgen. Wir brauchen zum
Beweis mehrere Lemmats.

Sei /1 ein vollstdndiges Gitter im r-dimensionalen reellen euklidischen
Raum F. d(A) bezeichne den Grundmascheninhalt nnd d(A) das Minimum
der Durchmesser der Grundmaschen von 4. Das folgende Lemma (das
wir schon in [6] benutzt haben) ist z. B. in der Arbeit [13] von W. M.
Schmidt zu finden (5. Lemma 4, 8. 524).

LrneMa 1. Sei A ein gollstandiges Gilter und 2 eine Beschrinkie Benge
i r-dimensionalen reellen euklidischen Rawm E". Bezeichned (8) die Menge
derjenigen Punlite des Raumes ', die hichstens den Absiand § vom Rand
von %" haben, wobei & = 8(A). Sei das Lebesguesche Maf von 3 baw. A (8)

(%) H(z) bezeichpet hier das Maximum der Ahsolutbetrige der Koeffizienten
des Minimalpolynoms mit ganzen Koeffizienten von e Lang benutzt in [9] e ven

diesem verschiedenen Hohenbegriff. Von dem einem zum anderen ist es aber leicht
iiberzngehen,
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gleich V{o4"y baw. V (2£(8)). Dann gilt fir die Anzahl 8 derjenigen Gitterpun-
kie des Qitters A, welche in A liegon

VAL < V(A (8)) ja().

Selen 8,020, §+t>=2 ganzationale Zahlen. Bezeichne H eine
beliebige hochgtens r = §--t—L-elementige (méglicherweire lecre) Teil-
menge der Menge T = {1, ..., s-+1}. Bezeichne ¢ = iy das gréfite Element
von TN\ H. Mit ¢g(s, 1) bezeichnen wir das Lebesguesche Maf der r-dimen-
sionalen Menge Uy dis durch die Elemente (Yi,..., %1y Yoias roer ¥oui)
vou I bestimmt ist, deren Koordinaten das Ungleichungssystem

(9) S~V (#

< —d4 (e,
(10) ] < ¢ (§ e INH, 1}, _

& 2 %l =8

JeI™\{i}
erfiillen, wo e, =... =¢ =1 und 6, =... =6, =2 (falls 1> 0).
(Ist dic dureh (10) bestimmte Menge leer, so sei ¢y (s,1) = 0.) Es wird

endlich
olsy 1) = 3 eqls, 1)

HCT

gesetzt, wo die Summation fiir jede hochstens r-elementige méglicherweise
leere Teilmenge H von T sich erstreckt.

Luvya 2. Mit den obigen Bezeiohnungen ist

(s +20)

() ofs, 1) =

Beweis. Wir halten den Index 7 fest 1 ¢ < s-+1, fndern aber die
Menge H = T o, daBl ¢ das grolte Mlerment von TNH sci. Die zu dieser H
geordneten r-dimensionalen Mengen Op sind digjunlt, ihre Vereinigung
bezeichnen wir mib ¢, sowie das Lebesguesche Ma von O; mib ¢fs, {).
Dann gilh

els,t) =
- Hexd

wax(f) =14
Jel™~\l

(8, 1).

Es ist leicht zu sehen, daB ¢, leer ist, folglich e, (s, ) = 0 also ¢{s, ?)

s

= z;c,-(s; ). Zar Bestimmung von e(s, ) geniigh es also die Werte g;(s, 1)
=

filr 4 =2, ..., 8+1 zu berochnen.

Zunfichst werden die Mengen €, in einfacherer Weise beschrieben.
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Setzen wir
B+

Fi) =s-+26—-2 Ye;,

j=i
80 werden wir einsehen, daf C; genau die Menge der Punkte von E™ ist,
deren Koordinaten (y,, .. -3 Yoy} dem Ungleichungssystem

(h=1,...,5—1),

sy Wiy Yigrs -
- (f(’i"}'l)"‘e.&) < ¥ K

(12) —(fla+)de) <wp< —e (b =i+1,...,5+17),
| 2 wl<a
JeIN4}

geniigen. (Ware £ = s+, so mub f{Z-+1) = s +2¢ in den entsprechenden
Ungleichungen von (12) und auch in weiteren genommen werden.)

Seinun ¥ = (¥, .vuy Hiors Yir1s - ooy Yoqp) €I solcher Punkt von B,
dessen Koordinaten (12) geniigen.

H bestehe aus den Indizes k € I mit 3, < —e,. Dann ist F hdchstens
r-elementig; denn wir haben ¢ ¢ #; andererseits gilt 1 e I\NH und ke &
fir alle & > 4, somit izt ¢ das grofte Blement der Menge F\H, also liegt ¥
in der zu diesem spezicllen H gehorenden Menge Ux. (Wenn ndmlich
j géH und § =4 ish, dann ist y; = —e¢; und nach (12} ;< 6,.)

. Umgekehrt, sel ¥ = (41, <y Y1y Yig1y -+ - Yeay) €in solcher Punké
vonE’ der zn einer Menge Uy wie cben gehort, falls nicht jede sclche
Menge leer ist. Wir zeigen, dafi alle Koordinaten von ¥ (12) genugen

Bel & e Z'\{i} beliebig, dann wird wegen 2 ¥;> —e; such
Fel™{i}
Y2 —6— Y= —€— 2 Y= 2 Y;
JeT e, kY JeEN T} JeINIH 4,k

derfllt. Bs gilb —y; = —¢;, falls j e IN{H, ¢, k} vad —y;> ¢, falls j e H.
Ferner ist 4 dag grobte Blement von I'N\H, weshalb alle § > ¢ zu H gehiren,
also

Wi
> —a— > gt > gz — et 3e
FeINEEL LAY JeHN{E} j_;]l j:jﬁ-l
F¥El IER

Setzen wir jetzt I < 4, dann ist wegen des Vorangehenden

?‘ 8+t
;?/L> Z%‘F Z b = —(FE41) 6.
F=1t41
Schlieflich ergibt sich anf dhnliche Weise fiir & > 4
i a4t

Yu = fE"’j‘-L 2 Gty =

= F=it1

—(fi+1)+ ).
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Da das Lebesguesche Mal von ¢; und der abgeschlossenen Hiille
von C; tibereinstimmen, werden wir im weiteren der Hinfachheit halber
in den Ungleichungen (12) statt < iiberall < benutzen.

Danach verwenden wir die Transformation

?-f;':“yj‘f‘gj (f=1,..,4-1),
y}x——yj-—gj (§ =i+1,...,840).
So geht (12) wegen
Z , 2 {1 s~{-_;5
Y = — Yt 26— 24
JeI™\{1} JeN{i} &él igigi-l
in das Ungleichungssystem _
1) <y <FEHL),  jeTNG}
far< Dy <f+1)

LN U

lber, und das Lebesguesche MafB von §; und der durch (13) definierten
Menge stimmen iiberein. Daher koénnen wir es als die Differenz von zwei
r-dimensionalen Symplexen bestimmen, die durch

" 0<y <flE+1),  JeTN,
0 D) 4 <fli+1)
jeIN{ .
bezeichungsweise
(14%) Oy <flE41),  JelN{i,
o< D' g i)
Jel™\[i}

beschrieben werden. (14') ist wegen f(¢) < f(3+1) dquivalent mit dem
Ungleichungsaystem '

(147) 0y <f8), jeTN{,
0 > Y <F).
JeI™fi}

Das MaB der dureh (14) definierten Menge ergibt sich als {f(i 1)) /!
falls f(¢ +1} > 0 und als 0, falls f(¢+1) < 0. Ahnlich ergibt sich das Maf
der durch (14") definierten Menge als (f(4)}"/r! falls £(3) > 0 und als 0,
falls f(4) < 0. Somit ist

[(fE+L)) = (f@) ety falls
Ocls, ) =1 (£ +1f i, falls
o 0, fallg

Fé) >0,
FlE1) > 0 aber f(i) >0,
Fli+1) < 0.
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Danach ergibt sich

s+t - 1 s+£'
ofs, 1) = D ails, ) == S lifi-+ 1 ~if)],

wo ¥’ bedeudet, dab in der Summation pur die positiven f(2) und f{¢ +-1)
beriicksichtigh werden, Daraus ist zu sehen, dal tatséchlich

erfiilt wird, womit das Liemma bewiesen ist.

Im weiteren wird angenommen, daf X ein algebraischer Zahlkdrper
vom Grad » = 2 ist, dessen Konjugierten derars geordnet sind, daff KU, ...
v or E©® reell gind wihrend E¢Y, ..., K¥* der Reihe nach die komplexen
Konjugierben vom KE++Y, | K&+ sind, wobel » = s1#—1> 1. Sei
& eine torsionsfreic Untergroppe mit der Basis £, ..., & von endlichem
Index in der Einheitengruppe von K. Die Honjnglerten der Einheiten
selen wie oben geordnet und es bezeichne K = B( &) den Begulater von &,
d.h. den gemeinsamen Absolutbetrag der Defterminanten r-ter Ordnung
der Matrix

a;log || EAE
tslog s L. ey, log et
wobel ¢, =... =¢, =1 und ¢,,;, = ... =g, ; = 2 {iir 1> 0 ist.

Levya 3. Set H eine hiochstens r-elementige (moglicherweise leere)
Teilmenge der Menge T == {1, ..., s -+1} und seien b;(j e H); b;, b)'(j ¢ T\H)
belichige Honstamien mit |byl, B, 1bfi<< B fiir alle Indizes j. Sei weiior
mit den obigen Bezeichnungen

max |gloglef]| < B.

Iy
1<t

Dann gilt fir die Anzahl S{(N) der Lbsungen (a;,...,a,)cZ" des
Ungleichungssystems

me;log |6 + ... +a,logle?| < —elogN +-b, filr alle jeH,

(15) — LB e 1 a1gth 1og "
g;log N 4 b; << aye;log e+ ... talogie’| < glog N 4+ 8
Ffilr alle j e INH
die Abschitzung

@) Bt 208 logm ¥,

(16) S(N)——"fli;—’ﬂlogw <

falls log N > B ¢4,
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Beweis. Bezeichnen wir mit # dic Menge der Punkte (@) ..., a,)
des r-dimensionalen reellen euklidischen Raumnes B, die dag Unglem.hungs

system (15) erfiillen. Sei ¢ das groBte Blement der Menge ™y unrl wenden
wir die Trangformation

(17) jae;log s+ ... tagelog e = o (5 e NG
asuf B an. By gilt

edoglefd|+ ... -+ e, LloglsftD =0 (B =1,...,7),
deshalb ist auch

asedogle? | + ... +aelog P = 2 Y
JEIN{1}

erfitllt. Algo tiberfiihrt die Transformation (17) # in die Menge
¥y < —e;logN +b;  (jeH),

e logN b <y < glogN-4-B) (e TN{H, i}),
—e,logNmb,, < Dy < glogl
Fel™{i}

welche im weiteren 2, genanut wird. Das Mafl von & ist das R-Fache
des Mafles von #. Aus der Definition kann man sehen, dal #, eine besch-
rinkte Menge ist und (17) eine lincare Transformation darstellt; doeshalb
ist aueh # beschrankt.

Wenn A, das Gitter der Panlte mit ganzen Koordinaten in 7 bezeich-
net, so ist §(H) die Zahi der zu 2 gehdrigen Gitterpunkte von 4,. Nun
wenden wir Lemma 1 anf 2 und auf 4, an. Wegen d(A,) = 1 reicht es
zm Beweis von (16) aus, V(#) zu bestininen und T (#(6)) nach oben
abzuschitzen (4 bezeichnet auch hier das Minimum der Durchmesser
der Grundmaschen von A,, wihrend #(0) die Menge derjenigen Punkte

- bezeichnet, die vom Rand von £ hochstens den Abstand 6 haben).

Wir bestioamen zuerst das MaB von #. Wir wiegen frither darauf
hin, dal V(%) = V{(#,)/R gilt; daher geniigt es, das Mal von #,
berechnen. Bezeichnet #, die Menge #, bei der speziellen Wahl b =0
(j e H) und b; = b =0 (3 e~H) (1(11111 gilt

(L&) V(2 — V(P < (2n) Blog™ ' N
wegen log N == B.

Tatsfchlich, unterscheidet sich #;, vou 2, in hbchstens 2(r+1) —|H]|
Mengen (|H| bedeutet die Anzahl del Elemonte von H)., Bei & eine der
miglichen 2 (r +1) —1H| Ausnahmemengen. Fir eine Menge & < PP,
erhalten wir die definierenden Ungleichungen aus den 2, def.mlerenden
Ungleichungen folgendermafBen. Sei j e ein beliebiger Index Die 2,

Uber die Vertoilung der Lisungen von Normformen Gleichungen, 11T 153

definierenden, von j verschiedenen Ungleichungen bleiben unverdndert.
Fir j e O, setzen wir statt der j-ten Ungleichung

—glog N <y < —elog N - b;.

(Falls b; < 0 werden die rechte und linke Seite vertauscht.) Wenn jetzh
je~{H, 1}, so setzen wir statt der j-ten Ungleichung

—eglog N +b; < y; < —glogN  (falls b; < 0),
hew. .
glogN <y, < g;logN+5;  (falls B = 0).

(Auch hier wird die rechte vnd linke Seite vertauscht, wenn b; > 0 bzw.
b” < 0 )

Ist ke H und % ij, so gilt

Y < —exlog N +-by
und
Yp > —elog N —b — 2 ¥y
PN
= —{s12t—e)log N — 5‘ by — Z B, -
.hEH\{}c} heTNH

Die betrachteten Mengen # legen also jeweils in einem Parallelepiped,
dessen Mafl von oben leicht abgeschiitzt werden kann, namlich fiir §j £ ¢
mit
Blnlog N +(s+-1)BT .
Wenn aber j =4, dann ist ‘

- —glog N —b] < 2 ¥ < —glog N

LEANG]
bEw.
- v bf
glogN < ¥ < gleg N —§;
JelN\{i}
zu nehmen, falls b) = 0, b < 0, sonst vertauschen wir die Seiten sinn-
gemil.

Nach der Substitution
Zy =y, JeTN{i, i},
= > 4
1e1'\{z}
wo i, das grofte Element von Z\{{} ist, ist ez leicht einzusehen, dafl das
MzaB8 der Mengen # mit j = ¢ auch jetzt kleiner ist, als die oben angege-

bene Schranke. _ o
In der aufsteigenden Rethe der Indizes von T betrachten wir die
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Reihe der Konstanten b;, bj, b;. Bezeichne 2 die Menge, die man gug
#, = 2 dadurch erhilt, daf man die erste Konstante gleich 0 wihlf,
widlirend man die anderen ungedindert 148t. Entsprechend sei 25 die Menge,
die man aus 2 dadurch erhélt, daB man in der obigen Reihe die zweite
Kounstante gleich 0 wihlt wihrend man die anderen ungedndert 1S,
und so fort. Dann gilt nach dem Obengesagten, daB

V(@) =V (2] < Blnlog N (s +1)BY™ (b =1,...,2(s+¥)—|H])

woraus fiir logN > B die Formel (18) foigt. Das Mal von £ ist das
log"N-fache des MaBes der durch (10) bestimmten Menge, deshalb ergibt
gich ans (18) ‘

(19) V(&) ~ Gi(;—”logrzv < g%ﬁlog”“lv.

Betrachten wir danach die Menge £(8) derjenigen Punkte, die von
ciner beliebigen Seitenfliche von 2 hochstens den Abstand 8 haben,
wo 4 das Minimum der Durchmesser der Grundmaschen von A, ist.

By ist d< }/;' Die #-te Ungleichung in (15) sei jetzb
—elog N 4-by, — 1B < ayezlog 6|+ ... +a,e,log | < —eylogV +b,+ 18
falls h e H, wenn aber b e TN\H, dann sei entweder
—&log N b, — rE < aygplog e} + ... +-a,6,log(eM)] < —e,log N 4By +rE
oder
e log N + by — B < ag;log e+ ... +a,6,l02]d%| < glog N by -rH.

Fir alle von % verschiedenen Indizes nehmen wir b,++H, by, L ¢85, by, - +E
an Stelle von by, b, by wobel wir die Vorzeichen so wihlen, daB das MaB
des erhaltenen Gebictes maximal ist. Mit obigem Verfahren ist es einzu-
gehen, daf das MafB dieser Mengen,

- 20 (2n)" !
ist, falls log¥ > B-1-+H. Ferner enthilt die Vereinigung dicser Mengen
#(8). Die Zahl dieser Mengen ist < 2(|T|—|H]+ |H|< 2n also muf
das Maf ihrer Vereinigung < (208 (2n) {R)log" "N gein. .

Lemma 1 wird jetzt auf # angewandt, und man erhilt
20 B (2n)
B

log" N

18()— T (@) < log™ .

Hierans und aus (19) ergibt sich

8, | (ay
S(N)—ff%ilogw <! ;) (B +2rE)log™ .

icm
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Der Beweis geht natfirlieh auch dann, wenn eg{s, §) = 0. Damib ist Lernms
3 bewiesen.

Der nachste Satz stammtb im speziellen Fall 2 = Z- im wesentlichen
vorr . L, Siegel [16], in dieser Form aber von H. M. Stark [17].

Levya 4 (5. [4]). Sei 2 eine Ordnung in K mit dem Regulator Rg.
In @ existieren solche multipliativ wnablingige Binheiten n, ..., %, fir
die

r
H logd; < (31rntlogbny B,
j=1

gilt, wo 4; = max{e, h(v,;)). Weiler ist der Absolutbetrag der Hlemente der
Inversen der Matriz (elog|ni?)) (i,j =1,...,7)

< 31r!ntlogbn.

Hieraus folgt leicht das folgende

Levma 5. Sei M ein vollstindiger Modul von K mit dem Mulliplikato-
renring Do In By ewistieren multiplikativ unabkdngige Binkeiten g, ..., 5,
der Norm -1 mit

(20)  eflog|eP|| < 2(n—1)(3Lratlogbny Ry = ¢, (6, k =1,...,7).

‘Wir wollen hier bemerken, daB das in Teil I [5] bewiesene Lemmea 2
fiir beliebige vollstdndige Modulen wahr bleibt, wenn man Dy duch Dy
den Absolutbetrag der Diskriminante von @, ersetzt. (Dazn geniigh es
im Beweis statt M tiberall 2, zu nehmen.) So kann man ecinsehen, daf
in (20 :
Blog Dy

% =12( 2n—2

)H VDg (DA(D)™, D =VDgy, Dy

zu wahlen ish, Im weiteren rechnet man dann staté By, mit Dg,,
demc itgprechend bekommt man in (B) als Koeffizient von log' N
eine andere Konsgbante.

Beweis von Lemma 5. @y ist eine Ordnung in K. Seien 9y, ..., 9,
die Lemma 4 geniigenden Einheiten uvnd & =% (§ =1,...,7). Dann
it Normygls) = 1,

logh{n) < logA, < (31rntlogbn)Rg,,
sowie h{g) = hi{(y,) fix ¢ =1,...,r. Aus
e flog 1Pl < (n—Dlogh(e) (E=1,...,7)

und dem Fritheren 'ergibt gich (20).

Beweis von Satz 1. Nach der Voraussetzung besitzt (4) eine
Lisung (%, ..., @,) €Z" und folglich sogar mmendlich viele Lisungen,
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also ist uy > 1. Wenn ndmlich p e M eine Losung ist, so ist auch jedes
Blement von uff; eine Lésung von (4), wo &3 die Untergruppe der Hle-
mente der Norm -1 der Einheitengrappe &5, von 9, ist, Diege Lisungs-
familien sind paarweise disjunkt und fir ihre Anzahl gilt 1 < #y < co.
Seien p; €3y (1 =1, ..., %) die verschiedenen Lisungsfamilien und
bezeichne P;(N) die Anzahl der Liésungen (a4, ..., x,) €Z* von (4) mit
max [a,| < N fiir die ay2,+ ... taum, in u, &5 liegh.
lghsin
Zmerst wird P;(N) fir ein belibiges aber festes ¢ (1 < 4 < xy,) abge-

schatzt. Nach Temma B existieren Einheiten s, ..., ¢, der Norm +1 in
Dy, fiir die (20} erfillt igh. Mit & wird die in @, durch die Einheiten
81y -+ & erzeugle multiplikative Gruppe bezeichnet und es sei B = R(#)
der zugehdrige Regulator. & ist eine Untergruppe von endlichem Tndex
in &%.

Sel &' das direkte Produkt von & und der Gruppe der Einheits-
wurzeln von &3%. Dann folgt wegen

(21) 6 61 =T =R/BY, und [&: &= wir
daB [&4: €] =wie =J’ ist, wo R3; bzw. wi; den Regulator bzw.
die Einheitswurzelanzahl von &4; bezeichnen. Sei y,, ..., y.» ein voll-
stindiges Representantensystem von &3;)&. Mit den Bezeichnungen
tap = gy (f =1,...,J") sind dann g, &, ..., g, & pasrweise digjunkt
und ihre Vereinigung #illt mit u,£3; zusammen.

Wenn jebzt Py(#) die Zahl derjenigen Elemente Ay v= g+ ..

e O, VOR up 6 bezeichnet, fir die max || < N gilt, dann ist
1<hk<n

o
(22) PyN) = Y PuN) (i =1,..., ).
=1

Mit Hilfe eines oft gebrauchten Verfakrens (s. [1], 8. 188 und 205
und Lemms 3 in unserer Arbeit [5]) kann man einsehen daf, falls

INormyzyq (uy)) = |a| gilty es ein & @ & und ein pymit p), = e, gibb welches -

gleichzeitig
T(1g) < Ja[Vmg¥ o — g,

erfiillt mit derselben Konsgtante ¢, wie oben. Da tyy € und p& zusammen-
fallen, geniigt es, wenn wir in Zulunft i€ betrachien.
Sel nun p = oy;+ ... +ap@, € gy d mit max |z, < N. Dann ist
. I<k=n -
(23) B @ by, = el g%
mit geeigneten gansrationalen Zahlen @, ...,a,. Wir bilden jetzt aut
der linken und rechten Seite von (23) die ersten s+t Konjugierten

(24) 4 = ol .. taily, = PP e =1, s,

icm
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Im weiteren werden wir dem Bewely nngeres Satzes 1 von [6] folgen
und werden deshalb den Gedankengang nichb ausfithrlich darlegen.
Sei ;4> 0 sine absolute spdbter zu bestimmende Konstante, Ist
N > ¢y0 Y |al, dann kann die Ungleichung | < 6,,/W nicht fir alle
j=1,...,8+1 gelten, da sonst aus

1 A ’ n—1 cn—l
(25) h( . )g (Iu’lf) \<, 9 — 011
Hif lex] ||
und aus (24)
{f n—1-
[l () tlay - C10 %
| = R <20
eui?) e &% N la] )

folgte
INormz (el * ... " &) < 1
was nnmébglieh ist,
Bezeichne H eine hochstens sr-elementige (moglicherweise leere)
Teilmenge der Menge T = {1,...,s+1} und P, ; 5(N) die Anzahl derjenigen
Blemente u = a3+ ... +a,2, ¢ ;€ tir welche neben max {x,| < ¥ auch

! 1skgn
(26) ) << 6 J  fiir alle j e H,
(27) ) > e,/ fiir alle j e TNH
gleichzeitig erfitllé sind.
Aus (28) folgt fiir alle solchen o
log|p® < —log N +loge,, fir alle jeH

das beifit, unter Benutzung von (24) und (25)
log [u)]

log |éPer .., e = — (je H)
‘ log | /

< —log N +log(e1o01)
und daher
(28) ey log |+ ... +ealoglsl] < —o;log N -+ 6108 {61061)

fir alle je H.
Hiernach ergibt sich aus (27) unter Benutzung von

) <a#N wd ' <l <e, (=1,...,5+1),
- (6)]
E1g0 . .
< ::'”)1 — |l | < o,
if
woraus bei der Bezelehnung oy, == nsfe; folgh

(20)  —elogV +e;log(eyeey)
< gaglog || + ... +ejalog el < glog ¥ 4 e;loges,

Gir alle je TNH.
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Algo it die Anzahl der in P;;4(N) gezdhiten Tlemente mit der
gewiinschten Higenschaft, weiche gleichzeitiz (26) und (27) geniigen,
hichstens gleich der Anzahl der gemeinsamen ganzzahligen Lésungen
() ..., @) des Ungleichungssystems (28), (29). Daher gilt infolge
Lemma 3

GH(SJ t)
R

(30) Puuld)<< log"N +
4(2n)"

TR

max “log(cmcl1)|: flogeyal, llﬂg(ﬁlaﬂEl)l, 7'23&) log"lN,

falls log ¥ > 2maix ([log (e;064:)], 108 0;a], Hog(eyge; ™)) + 72y

Sel jetzt umgekehrt H eine echte Teilmenge von T = {1, ..., 841}
Betrachten wir zu H eine beliebige ganzzahlige Losang (@1, vy @) des
(28), (29) entgprechenden Ungleichungssystems

(81)  gadoglsl|+ ... +galogled| < —glog W +e0,, tir alle § eH,
(32) —e;log N + o0y, < ey log o]+ ... +egm,log )] < glog N + ;045
fiir alle § € TN,

WODbEL 613, €14, ¢;5 Spditer zu bestimmende Konstanten sind. g ist A
oo tep e M das heillt

{33) U= ,u;fs‘fl CaeElr = b L g,
WO (®y, ..., ®,) € Z" eine Lisung von (4) ist. Bei Umkehrung des obigen
Verfahrens ergibt sich fiir w ans (81) unter der Benutzung von (33)
&"lig,

i

tir alle § e H und wenn ¢4 < log (5 e,y), donn exfidlt g auch noch (26).
Aus (32) ergibt gich auf dhnliche Weise

W91 <

e IV < il < 150, = o

fir alle je INH. Wenn sogar ¢, > log(oy06,,), dann gendigen diese u
auch. (27) fiir alle j e T\ H. Nehmen wir an, dafl ¢,,65;" < N2 ist, dann gilt
fir obiges u und fir alle 1<j < s34

IM@)I < 0V,

und somit gilt dies sogar fiir alle j mit 1< i< n.
Daher folgt ane (33)

(34) 6 = 1P+ . oo < e ¥ (G =1,...,0).

Hier ist dle Matrix (off’) (1 <%, j < %) nicht-singulir, und der Absolut-
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betrag ihrer Determinante gleich DYF. Aus (34) kénnen die s, (k =1, ..., n}
mittels der p, ..., g™ linear ausgedriickt werden und auferdem gilh

gl < G PAHTINDER (B =1, ..., ).

Wenn wir nun €5, = ¢, < (™" D)™ = o' haben, das
heildt ;; < —log(e,6,), 50 erhialien wir aus jeder gemeingamen ganzzahligen
Losung {ay, ..., @,) von (31) und (32) eine solche Losung p e ;& von (26)

und (27), in deren Darsteilung in der Form (23) auch noch maxjo,i < &
I<hksn
erfilllt ist. Wir kénnen jetzt nochmals Lemma 3 benuntizen; daraus ergibt

sich
(38)  Pysrld)

- ul(s,t) 1 4{2n)"

= og’ N — max (|eygly (61al, le1sl, 9'203)108”'—11\73

falls log &V = 2max (eisl, logy], lows]) +72%;.
Zundchst folgt unter der Voraussetzung fir N daB

| (s, 1) 4(2ny

lIog'N < e log™t N

(36) P ()~

WO ¢y eine Konstante ist mitr
(8T) ¢u= malx(llog(ﬁluon)la loge,s!, ilog{cmﬂg—l)]yfz@s: [C1als |3als |015”-

‘Wiahlen wir ¢;5 = log{e,,65 ") und ¢, = log (614611}, 80 kinnen wir sie in (37)

weglassen.

Wir schitzen zuerst das Maximum von [loge), #%,; und le;| ab;
sie sind nimlich unabhlngiz von ¢, Mib der Wahl ¢, = —log{ee,)
gilt

) _
lexst = log (egear)| < log laif -+ nlog (ni) + [log Dl -+ 2mr2es = 44

und man kann leieht eingehen, dal aueh [loge,,] < ¢, gilt. Endlich ergibt
gieh wegen ri¢, < ¢y

max {{logey,], 7%, 16y]) < 6.

Da 2nr%, < (8?91)”“”"1)RQM: gilt

1 2
1y < E|10g lal|--nlog (na#) - [log D[+ (Brny " IRy = cy.
Wir wihlen ¢y = ¢, Dann gilt log(ee0) = 2n¢%, < ¢y, und folglich ist
(87) erfiillt, wenn wir zusitzlich setzen e;, = ¢,. Daher ist diese Wahl
von ¢, sich in (36) zulissig. Mit der Wahl 0, = ¢, und wegen log N > 2¢e,,
ist e wegen des Ghengesagten leicht einzusehen, daf aunch die fir log ¥
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frither geforderte unters Schranke, sowie N > Cr0y o) und N2 = = 05007
gelten,

Die Anzahl der Moglichkeiten, aus der Menge 7 = {1,...,s+1}
héchstens r-elementige Mengen auszuwdhlen, betragt 27 —1. Zu den
verschiedenen Indexmengen H — T bekommt man wegen (26) und (27)
verschiedene in u;& liegende, Liosungen u und umgekehrt gehort jedes
# € €z einem H, Also gehéren zu den verschiedenen Teilmengen H
paarweize disjunkte Losungsmengen. Infolge dessen nach efs, §) =
> eg(s,t) nach Lemma 2 und (36), erhalten wir
HEw iy

(38)

egolog™ 1NV

P, (V) — log’ Nl

n'

IR

fir alle <54 %, und 1 < f<C I". Bel beliebigem, aber festem i ergibt

sich water Anwendung von (21) und (22) aus (38)

4 (dn)'wi;
E3;

nlwi;
P(N)— ﬁﬁlogﬁ‘?

(39) < Osglog™ N,

falls log N > 2¢y,.

Da aber wi (R = Wa,,(Tayla,) ist, Wo 75, =1 wenn in @y
die Norm aller Einheiten -+1 ist und wo sonst 75, =2 ist, so ergibt
sich (3) aus (39).

Beweis von Folgerung 1. Zuerst zeigen wir, dall in M eine
Basis a;, ..., , existiert, fiir deren Elemente

(40) h(a) < n2d"2" "~ DDYDE-IE — o

erfiillt ist, wo d eine ganzrationale Zahl ist mit M =dM < 2,

In K exigtiert ein primitives ganzes Element J, mit h(&) < DA
Bezeichne 4(48) den Absclutbetrag der Diskriminante von 8. Hs istleicht
einzusehen, daf

A(8) < (2D,

By ist wohlbekannt ([2], 8. 11), daB in K eine Ganzheitshbasis der
" Form

(1) Way veny wvs) == (17 "r"".’.((3 /Az) e TP,,,, 6)/‘411,)
existiert, wo 9,(d) = & -pay 070 L ey, by, €2 und A,4(6)
und aulerdem |a, | < 4(6) '}Eﬁr alle 15, r<<n. Es 1511
Bys{8)) < nd()R(8)" < (2D NDEI,
also gilt
(41) B@y) < a2M=DDIE=IR o

Der Einfachheit halber sel w, = 1. Aus einem wohlbekanuten Satz itber
die endlich erzeugten Abelschen Gruppen folgt, daBl in M’ cine Basis
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ajy ..., a, der Form
¢ .
4 =dpwy+ ... Ty, {i=1,...,n)

exigtiert, wo by eZ (i, k =1,...,n); by ... by, = D 0. by; << by fiir
alle 2 Lj<i—1 und D der Index von M' in Z, ist, das heilt D =
(D /D). Darans folgt unter Benutzung von (41) daB

h(af) < nDoy, = w2 UDE-NRDY 1, L, w).

Sei a; = ay/d (i =1, ...,%). Dann ist a, ..., a, eine Basis von M
mit Dy = Dy d*™, weshalb (40) tatsichlich erfiillt ist.
Betrachten wir jetzt die diophantische Gleichung

{42) Normg{a2,+ ... +o,3,) = 4.

Fiir beliebige ¢ = a2z, + ... —i—anmﬂ mit hl{a) < ¥V und Normgle) = @
ist {@y,...,2,) € Z" eine Ldsang von (42). Schreiben wir fir die Eonju-
gierten von «

af? = offlpy .. Pz, (@ =1,...,0),
so bekommen wir
lo;] < ™G NIDY =N (j=1,...,mn).

Im weiteren benutzen wir, der Einfachheit halber die Bezeichnung

Wwg_ x
By = —gff;u\. Dann folgt ans Sabz 1
TQM”' 'R‘@lﬂ'
4(4nVwg, dar
PEAN) < SylogrN'+ T log N,
Bs,,

falls
1
log N’ > 20, = 2 {; loglal| +1og Dy +nlog(n321)—}—(8m)2("“)RgM].
Demnach ist
4(8ﬂ)rw5M%M

Bop

W) < dydog" N + ey log™ W,

fallg
1
log ¥ > 2¢,, = 2 [}f [iog|al| -+ nilog Darl +n3log (dDy) + (8:1%)2("’“1)1291“].
Wir betrachten dann einé belichize Libsung (#;,...,%,) 2" von
(42), mit
(43) max | < eypdV

liise

mit einer spiter zu bestimmenden Konstante g, und sel e = am -+ ...

11 — Acta Arithmetice XXXVIT
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ver Fo,b,. Dann ist a e M und Norr xigle) = a. Ferner folgt auf Grund

der ohigen Abschitzungen, dab k()<< oy N. Wenn 6y = (noy)™*
dann ist k(e) < V. Mit diesem ¢y; haben wir alse nach Satz 1

4( 4:’}?/)TWQJMWM

PN} = dydog" (e, N) — Oaslﬂgr_l(czsN)

RQ’J'I
falls log{e,s N} > 26y Darvaus e&glbt gich, daf fiir log N > 2¢,,
4(8n)" w_@MnM

Halog’ N — ——
E4

PN = cylog’ N

gilt, Damib ist (6) bewlesen.

4. Beweis von Satz 2. Zum Beweis von Satz 2 brauchen wir cinen
Satz, der im wesentlichen von B, Landau [T], {8] stammt. Die Bezeich-
nungen gind. wie in Abschnitt 2.

Luvuaa 6. Sei K ein algebraischer Zahlkirper vom Grad wzz 2; o > G
eine veele Zahl wnd o eine beliebige Tdealllasse von Zr. Bezeichne H (a4}
die Anzakl der Ideale der Idealklasse S mit Norm < @. Dann gilt

(44) H{z;#) = An+0 (DL VlogDg) a0+,
& b4
wens A == M ist, Die Konstanie in O hingt nur von n ab.
WiV Dy )
Beweis. Der Beweis von Lemma 6 ist im Bueh von B, Landau [3]

(Satz 210) zu finden; allerdings ist dort nicht angegeben wic die Konstante
in O von Dy abhingt. Sodann hat E. Landan in [7] die Anzahl der Ideale
des Korpers mit Norm < # bestimmt mit dem in Lemma 6 angegebenen
Restglied. Bei sinngemiBer Abdnderung des Beweises dieses Hrgebnisses
erhalten wir das obige Restglied fiir eine beliebige Idealllasse 2

Beweis von Satz 2. Sei ¢ e Z fixiert, |¢| < # und bezeichne x(a)
die Zahl der in Z. nicht assoziierten Blemente der Norm 4. Da die Ele-
mente von Z ganze algebraische Zahlen sind, liegen ithre Normen in Z.
Daher gilt

(45) Pgla; N) = D' Pg V),
0=z |
Wobel iher alle @ e Z summiert werden soll, die Neorm eines Elementes

vou Zg sind. Nun folgt aus (5) nnd (45), daf

(45)

iPK(m; Ny— log’' Ny Z

o<lal=<=

<M X aeatog ™,

B pclalss

«
. RKTK w{a)

icm
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falls

1
log¥N > 2 [—n— log# +log Dg+nlog(nat) + (8:»'??,)2(“+1}RK} = Cyg

und hier ist
1
¢y (a) = —;@-log]ul +log Dg +nlog(ns#) + (8ra) IR .

Aber ¥ x(a) ist identisch mit der Anzahl der Elemente eines voll-

0<|al<z
standigen Systerms von O verschiedener, nicht assoziierter ganzen Zahlen
des Kérpers mit Norm < @. Diese Anzahl ist aber gleich der Anzahl der-
jenigen Hauptideale des Korpers, deren Norm @ nich iibersteigt. Bezeich-
nen wir die Hauptidealklasse des Korpers A mito",. Dann folgt aus (44)

40 D xla) =

0 <@l

H{w; o) = Jo+ O (D log Dg ) af=Wint 1),

Aug (46) und (47) ergibt sich

(2n)y =
(48)  Polo; M) ——2 " log W
)Pt otV g C
4(dn)”
%—j—%)—-% § x(@)o; (a)log™ N + O DY+ (log Dy )= Va4 logr ) |
B

o<lal<

falls log N > e,,, wobei die Konstante in & nur von » abhingt, (Wie wir

in der Bemerkung nach Satz 1 gezeigh haben, kann man wi [, durch »
nach cben abschitzen.)

Die Konstanten x(a) und ¢;(a) sind nicht negativ, suBerdem kdnnen
Wit ¢;(a) als eine im Intervall (1, oc) differenzierbare Fanktion der reellen
Variable ¢ betrachten. Wir wenden die Abelsche Ydentitdt an und erhalten

x

D a@e(a) = 3 (x(@) +5(~a))ex(a)

0<lal<x a=1

= ¢, {x} 2 z(a)—%f Z w(:) da.

<ol I |

Nach {47) ist das Integral

oy,

1 faj<t

f [lt-}~0(t(”'"1)"(n+1)}] gt — o)

]
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wobei die Konstante in O nur von n, 5 abhingt. Nun ist alse

4(dny wg

e #(a) e, (a)

o<lalsz

4(4dn)A
= ﬂ— C10g@ + egp {1, )&V Vlogm + o5 (m, #)a.
. Bzn

Die letzte Gleichung ist erfiillt, da Ry < 2weD¥log™ Dy, Dy
< (n#y" und Rz' dureh # nach Oben abgeschitzt werden kann, Aus
‘oga < oY folgt, daB es eine Komstante eyy(n, #) gibt mit

A
x2(a)e,(a) < Y wloga + oy (n, H#)e.

I<jal<a

Hieraus und aus (48) crgibt gich

et (2n)7 8(8n) «
Prplo; N)— e plog" N} € ————z{loga)log" 'V -+
| w (3 ) 2rlegV Dy VD,

b Cao(0) D (log D Y alv =03 Dgo? N - ¢y (0, #)wlog™ N .

Damit ist Satz 2 bewiesen.
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