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ACTA ARITHMETICA
XXEVIL (1980)

Uber einige Reihen, welche mit dem Vielfachen von
Irrationalzahlen zusammenhingen

von

Eovmunp HoAwira (Wien)
Dem Andenkon von Paul Turdn gewidmet

1. Es sel a oine Irrationalzahl vom Typus < g, so daB fiir alle ¢ > 0
und alle ganzen E und A =% 0

(1) ha + k| > O[h| =+

bei passendem @ > 0 ist. s sei weiter P,(») die r-te Bernoullische Funk-
tion (r = 2), deren Fourierreihe

{2) 2 [B]™"e (hz)
|Ri 0
ist, wo 6(a) = 6™ und r gerade ish.

{Diese Definition weicht von der fiblichen nur um einen konstanten
Faktor ab.) Ist » ungerade, dann werde P, durch

2" D) e(h)[h] e (ha)
) %} 540
definiert, wo e(h) =1, wenn % > 0 und () = -1, wenn % << O igt. Hg
sel weiter fir Re(f) > 1
o
{3) S(w,j, ayr) = Y VP, (la).
FESY
Dabei gei w > 0. Die Reihe in (4) ish absolut konvergent. Weiter sei
(4) T(w,j,a,r) = EZ &(h) R ™" (w + 2w (ha %)) 7
h#g B

Dabei bedeute stets mit w, = W 2mi(he + k)

w] = jwyfe(jarcw,) mib lareen,| << w/2.
Wir werden zeigen, dafB dic Reihe in (4) Fir
(5) 1< Re(j) <r/u
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mod in 0 < w1 absolut und gleichmiBig konvergicrt. Weiters werden
wir zeigen, dal die Transformationsformel
(6) S(w,j,a,r)=I’(j)T(fw,j,a,r)

gilt. Diese Formel ist ein Gegenstiick zur bekannten Formel von Lipschitz
(vgl. z.B. Rademacher, Topics én Analytic Number Theory, 8. 77). Fiir
die Anwendungen in § 4 ist die Bedingung in (8) Re(j) > 1 zu eng. Es gilg
nan unter der Voraussetzung

0 < Belfy<<riu

fir 0w, ¢ <w, <1 die Formel

(M 8w, wy, j, ayr) = I'(§) L{w,w, §, ¢, r).
Dabei iat
(8) 8 = YV — 6" P, (la)
=
wobel
(81 e, wyw, ) = ijl(emm‘“ef"ml)

fiir I = 0 gleich Null sein soll. Bs igt natiirlich

(8"”) 8w, wy, §, @, 7) = 8(ew0, §, a, r)— 8wy, j, aat")’

Weiter ist
(9) T{w, wy,§,0) = D e(B)B"4(w, w,)
k=0, k
WO
(10) Alw, w) = {w+2ni(ha+ %)™ — (wy - 2 (ha + k)7

ist.
Wir werden noch andere Formeln von der gleichen Art (6) aunistellen,
nimlich die Formel

(11) 2 =By EP, (1) = Ty(w, o),
[E=<ls

WO

(12) Ty = I3 1A+,

mit '

(13) Ty = 3 (WA Ay, by &)

R0k

ist, und

(13%) 4y = 3, ((eh+ k) w) (ch -+ &)~

iat. :
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Es igt 3, die Besselfunktion von der Ordnung 2. Diese Formel (11)
gilt fiir
(14) ¥ < Re(d) <r/p.

Frsetzt man in (3) im Hxponenten der Exponentialfunktion I durch P,
dann erhdlt man die Formel

Zlﬁ‘—lg“Iszr(la) == T:l(w:js ay 1),

(15)
T==1
wo .
(15 Ty = () (V2w)y™ > e(b)ih]| ™" 4,
hA0E
ist mit
(15") y = 67D (Varmiy)
und

y = (ha+-T)Vw

igt. (Zur Definition von D, vgl. man z.B. Magnus—Oberbettinger, Formeln
und Siize fiir die speriellen Funktionen der math. Physik, 8. 91.) Tine
andere Formel ist

D w—p,ia) = )

e(h) (Sinnwg )2
= At

[R} e e

mit p = ha+ k.
Wir wollen nun in allen diesen Formelin a durch ein #-Tupel a = (ay, ...
voy @) ersetzen. Wir sagen e ist von einem Typus < g, wenn fir jedes
e > 0, fiir alle Gitterpunkte & = (hy, ..., #,) 5 ¢ und alle ganzen Zahlen &

(1 |B|EF4| Cha)y K| = O
gilt. Dabei sei (had = Mo, -+ ... +h,e, und

|l = [ [ Max (|, 1).

jwel

(16}

(Ublicherweise wird statt (#|, auch R(h) geschricben. Diese Schreibweise
werden wir anch in § 2 bentitzen. Wenn keine Verwechglung mdéglich. ist,
schreiben wir nur {4].)

Wir definieven die r-te Bernoullische Funktion P, fir » > 2, wenn =
gerade s, durch

(17) Po(m) = D) IblpTe(<ha)

Firall
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(dabei it = {2y, ..., 2,)). Ist r ungerade, dann sei

17) Py@) = D e(B)hI; e (<ha)).
A0

Dabei igt E(h) = 3(h1) me s(hn)} wobei S(h’j) =1 wenn h.’.l; ¢ und E(hj)
= —1, wenn h; < 0 ist. Hg l4bt sich P, als Produkt der klassischen Bernoy]-
lischen Funktion darstellen {abgesehen von einem konstanten Faktor).
Brsetyt man nun in (4} und (8) einfach |k durch |Al,, ebenso ha durch
<hap so st damit T(w,j, a,#) auch fir das #-Tupel o = (ay, ..., a,)
-definiert. Wir werden zeigen, dafl auch diese Reihe fiir die gleichen Werts
wie in (5) konwergiert. Der Beweis fiir diesen Sachverhalt werden wir
in §2 flihren und wird eine Verallgemeinerung eines Satzes von Hardy-
Litttewood enthalten. (Vgl. Collected Papers of G. H. Hardy, Vol. I 8163
(Lemma 3).) Verallgemeinern wir auch die Rethen S wie wir dies bei 7
getan haben, so gelten dann wieder (4}, (8) und alle weiteren Formeln.

Wir wollen nun in dieser Arbeit in §4 einige Anwendungen geben.
‘Wir studieren die Zetatunktion

(18) Zir,s, a) — Z-P'(la) .

ls
I=1

Diese Funktionen wurden im eindimensionalen Fall (n = 1) von I. Hecke,
H. Behnke und Hardy-Littlewood betrachtet. (Vergleiche Kokgma,
Diophantische Approximationen, Kap. 9, §2). Bs wurde von H. Behnke
durch Ubertragung der zweiten Methode von Riemann {(Verwendung der
Trangformationsformel der Thetafunktion) gezeigt, daB sich die Reihe (18)
bis zur Geraden ¢ = 1 —r/u analytisch fortsetzen 1466, Das Gleiche zeigten
Hardy-Littlewood durch Beniitznng von Schleifenintegrale und dariiber
hinaus, daf diese Gerade natiirliche Grenze ist, wenn « vom Typug u
ist, &.h. wenn es zu jedem &> 0 unendlich viele i mit
{19) IRall [B]#7* < 0
ist. Dabei ist
lhell = Min |ha -+ &

{(das Minimum erstreckt sich iiber alle ganzen &), H. Behnke hatte schon
vorher gezeigt, daB s =1 —r/u eine singnlire Stelle ist.

Unsgere Methode, welche (8) bentitst, ist das Gegenstiick zur Methode,
-die analytische Fortsetzung der Zetafunktion mittels der Lipgchitzformel
zu zeigen (vgl. z.B. Rademacher loc. cit., 8. 86).(%)

Die Methode fiberfriigt sich ohmne jede Schwierigkeit auf den Fall
n>1 und es gilt dann das Gleiche wis im Fall # = 1. Bs gilt Satz 3:

Sind oy, ..., @, linear unabhangige Zahlen vom Typus < u, dann
1486 sich (18) bis zur Geraden ¢ — 1 —r {w analytisch fortsetzen.

() Vgl. C.L. Siegel, Gessammeite A bhandlungen, Bd. 1, 1906, Abhandlung 7, S. 113 #,
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Tir fast alle (in Lebesgneschen Sinne) a = (ay,..., q,) ist B =1,

Sind @y, ..., o, s0gar algebraische Zahlen, dann ist nach W. Schmidt
auch hier p =1 und die Fortsetzung gelingt aiso bis ¢ = 1—¢. Man
kapn auch fir @ == (a;... a,;) den Begriff des Typus p einfithren, indem
man in (19} wieder A durch |k, und ha durch (had ersetzt. Wie gich dann Z
auf der Geraden o =1 —r/u verhidlt, ist boi dieser Msthode nicht leicht
zu sehen. Der Verfasser hofft, daranf in einer spiteren Arbeit zuriickzu-
zukommen., Dabei worden die Betrachtungen in § 2 zu verwenden sein.

Zmm Abgehlull zeigen wir in § 4 noch Integralgleichungen fiirr 8 und 7,
welehe vielleicht nicht uninteressant sind.

Wir beginnen jetzt zundchst mit der Untersnchung der Konvergenz
der Reihe in {8), die dann im §2 und §3 zu Ende gefiithrt wird.

Es sei y(h) = —((ha)), wo ((ka}) die nichste ganze Zahl an he ist;
Jann betrachten wir zuerst
(20) D) Ao, wy, Ty B,
Koy
Es ist

0y
A{w, wy, &, B) mm(.mjjﬂ f d§(§+2w£(ha+k))—f—1‘

Es ist fiir Ij = 1, wenn g = Re(j)

1
Afwy wi+y+1, k) < lw—w,] [l — jhal |"9+”-;(2w)‘9‘1_

Es ist nimlich [ha+y+1 = |{| - lhall, da ja |ha+yp| = [hal < }. Bs ish
algo fir alle &

(21) |(&+2mi (ha-t-y + 1)) = (11| — §) (2n) 742

Wir haben also

C i
D, 1400, w1, ey I < o ) (1= 37D = (3,

>y fi=1
Es st also
. .1
(21) D, 1400, w1, by 1) S o2 (g) =,

foshy

[ae]
wo KH,(g) = 310+ ist, welche fiir ¢ > 0 konvergent ist. Eg ist also in
=

C<wgl, 0wy <1,

A
(207) %jxm-.rzldm,wl, by W] < 20,0 Ko (o) 270

kgt
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WO
Ey(r) = D T
h
ist.

Liegt der n-dimengionale Fall vor, so braucht man nur |4| dureh 1A,
zu ersetzen.
B ist in (9) nur das Glied mit % = p, also die Reihe

(22) 2R hal
h

zu betrachten, wobei im mehrdimensionalen Fall [h] durch [h|, zu er-
setzen ist.
Der folgende Satz wird zeigen, daB (21) fiir o < 7ju konvergent ist.

2. Wir wollen folgenden Satz beweigen:

Hs sei o = (04, 0py ..., a5) 6in $-Tripel reeller Zahlen. Bs ewistiore
6in positives py und ein positives Oy, so daf fiir alle Gitterpunkie 1 = (h
b)) #(0,0,...,0)

(1) E(h)1<hay] > 0,

1§ *re

i8l. Dabei sei (hay = hyoy+ ... hya,, [§]=Miniz—% (k €Z)
k

Rk = [ [ Max(Ih, 1).

p=1

Dann ist fiir jede Zahl o> 2 und jede positive Zahl § mit
(2) B=im<o
die Reihe (erstreckt iiber alle & = 0)

(3) DB [ Chad i)

A
konvergent. Ist aber § = o, dann ist fiir M =1

@) D (BRI < (L4 log M.

o<Rll<M

Dabei bedeutet |hi| = Max(|k, ..., |k,]) und K, ist cine Konstante,
“.'elche Tur vou &, u, und ¢, abhéingt. Man kénnte (3) aus (3') durch par-
tlelvie Summation herleiten. Hs ist aber bequemer die beiden Resultate
gleichzeifig herzuleiten. Der Fall (3°) wurde fiir & = 1 schon von Hardy
und Littlewood behandelt (vgl. G, . Hardy loc. cit.). Wir werden ihrer
Metthode_iolgen. Der Fall s>1 verlangt allerdings eine Modifikation.
er b_enﬁtzen dabei eine Methode, welche (allerdings sozusagen in konti-
nuierlicher Form) in der von Minkowski begriindeten Geometrie der
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Zahlen verwendet wird (man vergleiche die Entwicklungen ab Formel
(23)).

Wir gehen nun zum Beweis von (3) bzw. (3') iiber. Aus (1) folgh
(4) BB IGaylf = €] = 0.

Wir setzen im folgenden stets f < o voraus.
Gilt nun statt (4) schirfer

(4 R(RY(Khay | = OB (h)

dann igt fiir jedes M = 1

(5) > BT < 21+ log MY
ki<

und es ist also
i 98
(8) (B(B)|I<hapl) ™t < T (1+4-log M)y°

[[A1E<24

algo ist (87) richtig und (3) ist trivial. Wir setzen daher jetzt
(N B (YKl < CR(R)

voraus. Weiber gefizen wir

(8% =1

voraus. Von (8) werden wir uns ganz zum Schiufi befreien,
Wir betrachten unter diesen Voraussetzungen

(9) S(M) = 3 (R(R)I<Rad]f).
_ Tall<i

Wir zerlegen §(M) in ([log M])* Teilsummen

(10) By(E) = 37 (R WKhaplf)

wo in (10) b alle Gitterpunkte (hy, ..., k) mit (fir r =1,2,...,8)
(1) e(L,) < Max(|&,|, 1) < e{Z, 1)

durchlinft. Dabei bedeute im weiteren stets e(k) = 2% (abweichend vom
iiblichen Gebrauch e(k) = ¢*).
Wir erhalten 8(M), wenn L = (I,,..., I,) alle Gitterpunkte mit

(12} . 0< L, < [log M]~1

firy =1,2,...,s durchlinft und log zur Basis 2 'genommen wird.
Um nun 8, (L} weiter zu behandeln, teilen wir sie in I, ... I, Teilsummen
8;(L, k). Dabei ist nun (7) wichtig. Wir verlangen von dem & in §,(%, k)
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nicht nur (11), sondern noch

(18) €] [max(, o5 < REYIChadY < O [ [ mox (1, b s,

el
Dabei sind %k (r =1, 2,...,s) natirliche Zahlen mit
(14) 1<k <L,

Ist aber L, = 0, dann sei &, == 0. In dicsemx Fall bedentet koL, =1
mnd (k.—1)/L, = 0.

Die Mengo der Gitterpunkte b = (hy, ..., ), welche (13) und natir-
lich (11) erfilllen, bezeichnen wir mit K (L, &) mit & — (Byy . oiy &), ihre
Anzahi mit |K (L, k)|. Diese Anzahl wollen wir nun nach oben abschitzen,

Wir werden zundchst folgendes zeigen: Liegen die Gitterpunkte

bo=(hy, ..., ) md B = (hy,..., B;) in der gleichen Menge K und ist
b # b, dapn kann nicht fiir alle v {(r = 1,2,...,8) gelten
(15) |hr—hﬂ"i < g( ‘—1/,%1) w,
mih .
, 1
{(15") m,me(L,——Ek,,).

Dies zeigen wir so: Wir nehmen an, dad (15) fir alla » gils und leiten
daraus einen Widerspruch her,
Da % 5= 3, 50 muB fir mindestens ein »

(16) 1< =Rl << 6( —1/us) m,

gelten. Wir setzen n, = h,—h, (r =1,.,.,8) wnd # = (14, ..., ). Nach
{1) gilt damn _

17} B(n)1Knay] 2 0.

Nun ist B(n) =££Ma,x(|m|, 1), By ist nach (18)

(1) | Ry < [T me(—1/m)

W.(_)bei dex: Stern in (18) andeutet, daf sich das Produkt iiber alle r, fir
die (16) gﬂt, erstreckt. Fir die anderen r igt Max (I, 1) == 1, Die Anzahl
der # mit (16) sei v, dann ist nach (18)

(19) Bn) < o(~vfw) [[* m, < o(~1j)) [ m,.

_ Trel
Dabei haben wir beniiizt, dal nach (8') und (14) =%, < &, < I,, also
stets m, > 1 und v >1 nach Annahme % B’ igh, Aus (19) folgt

Bny1 < 3 H mpt.

=l
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Eg igt also nach (17)
(20) Knay| > 205,

w0 wir
]

01”’”@,-_”1 = CE

r=1

gesetzt haben. Hs gehoren nun andererseits & und &' zur gieichen Menge
E(L,%). Bs ist also nach (13), wobei wir beniitzen, daf

&

E®) = []n)

r=1

ist (wepn alle B, # 0 sind).

[Khaplf < € [ [ (7, it
Wir haben also, da ja ¢ = (f
(21) [<hadl < O [ | i, 7710k,

Nun ist %00, <1< B, also ist §—F%,. [T, = 0.
Dann ist nach (11), (15') und (21)

i< 6, | [ o - m,-1) = .

Analog haben wir
Kk el < Ce-

Dann ist aber
‘ [<nadll = [K(h—R")ad! < 20,
in Widersprueh zu (20), Damit ist also gezeigt, dalb fir zwei verschiedene
Gitterpunkte 5, 2’ (16) nicht fiir alle » gelten kann.
Wir setzen nun fir jedes r
(22) 7, = o{ —2 jum,
Wiz betrachten die Mengo aller Gitterpunkte der Gestals
(23) g =h1t

wo die A aus der Menge K(L, &) sind wod £ = (4, ..., ,) Gitterpunkte
mit
(24) ' lt,] < $7,

fir r =1,2,...,s sind. Setzen wir g = (g;, fay +++» §s); 50 gilb also nach
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{11) fiir alle r
(26) o(L)—37, < g, < o(Ly+1) + i,

Ist b, =0, so ist L, = 0 =%, und daher g, = 0,
Tiir ihre Avzahl B gilt also

(26) B< [ (e(Z,)+7).
Nach (22) und (18') ist %, < 8(L,), wir haben also
(26') B [lez,).

Ist % fest, so gehdren zu ihm A (k) Gitterpunkte g, wo

&

Ay = [ Jum]+1)

r=1.
ist, Hs ist algo

(26") AD) = H 7,.

r=1
Dio Gitterpunkte (23) sind alle voneinander verachieden, denn wire
g =h+.t =¢ =k+t, 5o wire anch 1—# =4 —h Bs wire also,
weln wir zu den Komponenten tibergehen, fiir jodes »
L, —t, = h —h,.
Es wire also
=Ryl = It~} < B < my0( —1/py),
d.h. es wiirde (15) gelten. Dann kann aber nicht % # k' sein. Ist &bei'
h =W, o folgt + =1, also g = g

Es ist also, da 4 (k) von & unabhingig ist und die Anzahl d h j
\E(L, k)| ist s

‘A-K =B,
Wir erhalten nach (26'), (26”), (22), (15')

.e( )ng(er%kr)géi‘ﬁe(L,).

N : #eml
Damit erhalten wir

—2s
#1

L

E(L, k)< 6(23 (1+_i)) n e(7%,).

Haff s A

Wir schitzen nun eine Summe 8,(L, k) ab, also eine Summe

(28) BalLy k) = D RM)Chad)f)~.

«K

(27)
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Bs ist nach (13),
8Dy k)< 07 3 ([ [ max(1, ihn)

hell r=1
w0
Ve = G_AB"}'(kr""l)l’Lr
ist. Nun berticksichtigen wir, daB o> # ist und beachten (11), dann er-
halten wir

129) ST, <O fe(—s) 31

hell

We
8, = L (oc—p)+k -1

2 1 gerade K. Wir erhalten also nach (27), da ja f> 1

hel

8L, T < 3(33(14- i—)) I;Ie(—L,(au—ﬁ)).

ist. Nun i8t ja
ist

{30)

{Es ,kiirzen” sich die k, gerade weg.)
Nun ist

8,(L) = D 8.(L, b)
wo sich die Summmation iiber alle K (L, k) bei festem L erstreckt. Thre

Amnzaht ist E(L).
Hg ist also mach (30)

(81) 8Dy < e(8s(L+u ) C [ [ Lre(—Ly(a—p)

wo I = Max(L,, 1).
Dann ist nach (9)

{82) (M) < O, U
wWo
{32") U=} (1+I)e(—L{c—p)

Tom=0

mit @ = [log M]—1 ist. Dabei ist 8§ (M) jener Teil von S{M), welcher
alle  enthilt, fir welche alle Komponenten b, # 0 sind und das gleiche
Vorzeichen haben. Dabei haben wir noch in (32)

(33) Cs = ¢(3s(1+ a7 ") O
gesetet, Ba ist nun, wenn o = §,

{34) U < a* < ([Jog M1+1)2.
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Wenn aber y = 6—p§ > 0, danun igh

[

(34") U< M A+L)275 = O,(y).
£
By ist Cu(y) > (L—e(—p)" "> 1.
Wir erhalten also, wenn y = ¢—8> 0

(35) S < Culi(y).

Fiir jedo dieser 8'(M) gilt sicher (36), da 0, > 1 und stets nur der
Betrag der b, eingegangen ish. Wir erhalten also mit y = o—§

(36) S{M) < 4°0,0(y).

Damit ist (3) bewiesen, wenn (8") gilt.
Wenn o = § erhalten wir nach der gleichen Uberlegung

S(M) < K log*M

wo K, = 4°C; ist. Damit ist also (3') bewiesen.
Nehmen wir nun zum SchluB an, daB (8') nicht gilt, also § <1 ist.
Nach (4) igt doch
[<had i = OR (h)~*

also, wenn wieder y = o—8

(37) 2, (B IKkadl) < 0!

D Ry
Rl<ar

Inl<ns
Da 02 2 vorausgesetzt ist, 5o ist ¢ > 1, also ist die Reibe in (37) kons
vergent. . _

Bisher haben wir vorausgesetzt, dal fir alle & entweder (4') oder (7)
gilt.

Gibt es aber sowohl b fiir welche (4'} gilt, aber auch solche fir welche
{7) gilt, so behandelt man diese beiden Fille getrennt und wendet (6)
und (35) bzw. (37) an und addiert die erhaltenen Absehdtzungen. Damit
ist dann (3) vollkommen bewiegen,

Bs erhebt sich nun die Frage, wie gut die erhaltenen Abgchétzungen
eigentlich sind. Zunéichst zeigen wir einmal folgendes, wobei wir eine
schine Methode von 8. Haber tnd . F. Osgood (Pacific J. Math, 31
{1:968), pp. 383-394) benutzen:

Es selen ay, ..., o, linear unabhéngig iiber Z. Weiter scien M, . o M,
Positive Zahlen und es sei ¢ die natiirliche Zahl mit

O M, L, < 2

(Wi setzen dabei My... M, >4 voraus.) Bs sei g eino beliebige natiir-
liche Zahl < ¢ : '
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Dann gilt mit L = 27

g
* =i = pitt=spi-1 Nlg-rif-1
(38) 2 g

Dabei erstreckt sich die Sumination links in (38) iiber alle & = (B, ... k)
= 0 mif
(39) Il < M,

i den i ; ir i Menge § aller Gitterpunkte A,
Rei dem Beweis von (38) werden wir in der :
Wzlche (39) erfiillen, deren Kardinalzahl |§|> 2! =K isf, Mengen
8;, 81y ..+, 8, so herausgreifen, daf

B L E

(40) Bl =F -1, BI=2TF -1 (1<f<y)

vy 0B < B,

ist. Weiters ist stets fir jedes f<Cg--1
(41) Sou . BN B,y =3,

Es sind die S, alto alle zueinander disjunkt.
Weiters gilt fiir jedes ke,

(42} IKhadl < L1
und fir jedes he S, (f= 1)
(42) I<hap| < /L.

Wir fithren den Beweis zun#dchst fiix f = 0. Fix jedes h e Smit k> 0, ...
cery By 2 0 gel
8(h) = <hap—[<{hay].

Es liegt 6(h) im Intervall B = [0, 1[. Wir teilen nun B in die L Teilin--
tervalle I(e) _

alL < E< (at+1)/L

i ; lched min-
a=90,1,2,...,.L—1), Bs mub ein Intervall I(a) geber_}, wo
fiestens, zi Z K }E Punkte (k) enthilt. Es seien dies dic Gitterpunkte
R(1), B(2), ..., B{4).
Wir setzen nun _ .

A(j) = h{(j)—h(A4)
fir j =1, ..., 41, Bs sind alle diese #(§) = 0 und e gilt fiir die k-te-
Komponente von 7%(j) o

|2 ()] < B

Es liegen algo slle A(j) in § und es ist

I<A{G) el < L/L.
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Wir konnen also als 8, die Menge {A(1),..., A(4 —1)} nehmen. Jetst
kénnen wir mit vollstdndiger Indulction nach f vorgehen. Nehmen wir
an 8y, 81, ..., § wiren bereits konstruiert. Wir betrachten wie vorher
fiir jedes heS mit 2 20,...,h, >0

d(h) = <{hay —[<had].
Jetzt teilen wir aber F in die L/2%+! Teilintervalle
vy g+l 1 1)
= F <
L L

{6 =0,..., }/2" *+1), Es muf ein Intervall I (@) geben, welchos mindestens

K
4, =21 F Punkte (k) enthilt und wir kénnen also schlieBen, daB
e8 eine Menge §7,; von Gitterpunkten k # 0 in § gibt, so daB

of+1
IKhadll < "

ist. Es ist die Kardinalzahl |S;,,| — 27!

] By

Wir betrachten nun die

Menge
Sy =8 —(Bou8yu ... ud,).

Es erfillt §,,, die Bedingung (41) und es ist

r K
18¢41] = T(2f+‘—(1+1+ o +20) -1,
Ee gibt also eine Teilmenge 8,4y welche (40) erfiillt. Bs ist nun

D ey = 3 3 chay) .

=1 hGSf
Nun ist nach (42')

D) ik ;(g})j P

hES] heﬂf

Es ist alse nach (40)
* Al
D1t (L] @y

" und darams folgt sofort (38).

Wir machen nun folgendes. ¥s sei & vom Typus p, wie diey in §1
(19) detinjert wurde. Bs gibt; also Gitterpunkte % = ( Ry ooy By) 50 50
daB 3

{43) IRal| < R ()"

Uber einige Reilien, weloke mit den Vielfachen 299

ist, wo py 2 1. Wir haben dabei ¢; = 1 der Einfachheit halber angenommen.
“Wir nehmen nun
H—1

T =[2 R(E) ™ ]1.

‘Wir wollen um die Diskussion zu vereinfachen auch noch annehmen,
dal alle Komponentern von kA ungleich Null sind. Dann definieren wir

{44) My = Tihyl.
Hs ist
{45) M, ... M, = U*R(}).

Weiters sel _
g = [log. (R (&) T}
und

{4b)

Es sei nun fir jedes k aus 8,
{46) R (k) = h+2TF.
Fiir die k-te Komponente gilt dann

L =29,

by = hy+-2Thy,
und es ist

{47)

Eg ist weiter

Ulhy| < b)) < 3U Iy

IB'all < lIball+2 TRl
alse nach (42') und (43)
o el < 27/ L 2UR (R .
Nun igt nach (457
U/R(M" < 1)L
©8 igt also
%' alf < 27+ L.

Fiir verschiedens # aus 8, sind auch die A’ verschieden, so daB wir er-

kalten
- . Ly
D Wali > (W) 18-
heSy
Damit erhalten wir: Hs ist
(48) D) lhal™ > 277v

g
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wo V durch die rechte Seite von (38) mittels (44) und (45"} definiert gei.
Die Summation in (48) erstreckt sich ftiber alle Gitterpunkte »’ #0,
welche (47} erfillen.

Es ist daher nach (47)

S RWY WA > (TR 2V = 7,
Damit erhalten wir sofort
(49) 2 By Ikl > V.

Dahei erstreckt sich in {49) die Summation iiber alle Gitterpunkte,
Bo={(hy, ..., By) 0 mit

(50} | < 8TMRyly ney 1By| < BTy
Setzt man alleg ¢in, so erhilt man aug (49)
(51) D) BB Ihal™ > 0, (T°R(E MZ S

=1
wo g = O(log L) igt.
Diese Abschitzung ist mit der oberen Abschitzung in (36) gut ver-
gleichbar, wenn 4; = 1 ist. Dann liefert (51) als untere Schranke oR(%)~
also von der gleichen GriBenordnung R(E)Y~° wie in (36).

3. Wir wollen nun den Beweis von § 1 (6), (7), (11) und (15) zu Fnde
fithren, Wir betrachten die Funktion

&) Pla) = 3 fi+(0); )

wo =

(2) fy) = ¥~ ™P, (ya)

fiir Re(j) > 1. Dabei ist (#) = o —{&]. Gilt nur Re(j) > 0, dann sei
{3) Fl) =y e~ 7" P {ya).

Hs ist F eine periodische Funktion in & mit der Periode 1.
Bs i3t F(0) = 8(w,, o) im Falle (2) und es ist F(0) = 8w, wy, §, o)
im Falle (8).

Es ist F stetig in @ nicht nur fir 0 < < 1, gondern auch fir ¢ = 0

und damit fiir alle ganzen Zahlen. Es ist namlmh die Reihe absolut und
gleichmiBig konvergent in 4.

Es exigtieren also llm.F'(m) F(+0) und im F(0) = I (—0); Betrach~
T—+—0
ten wir zuerst den Fa.ll ( ) B ist #ir —1 <o < 0 ja [#] = —1, also ist

F{—0) == 2 {I--1) =P, (141 q).
I=e

Uber einige Reihen, welche mit den Vielfachen 301

Wenn 0 < &< 1, 80 it [w] =0, also
F(+0) = XTeP (ia).
E [

Da Re(j) > 1, so ist I/~ fiiv T = 0 gleich Null, also ist F(~0) = F(--0)
== (0. Das Gleiche gilt nun auch im Falle (3), denn hier ist die Funktion ¢
(man vgl. die Definition in (8")) stetig an der Stelle I, = ¢ und besibzt
dort den Wert 0.

Wir entwickeln nun F in eine Fourierreihe

{4) ' 2 ae(kx)

keZ
wobel

a, = [ F(w)e( —ka)dw

ist. s ist also, wenn wir nur den Fall (2) betrachten (der Fall (3) geht
genan /o)

= D FL+@)e(—km)dn = [ fy)e(—Ry)dy.
0 L=0 9

Es igt die Reihe fir P, absolut und gleichmiBig konvergent und wir er-
halten, wenn wir das Integral mit der Reihe vertauschen

= D) o(h) f "yt~ (y (ha — ) dy ,
R0
w0
(5) o(h) = e(R)|h|""
ist.
Es igt nun bekanntlich

| o7 exp { —y (w +2miy)) dy
i)

{exp(u) == ¢*) gleich
I(j){w + 2miy)™
Wir erhaiten also

(6) & = T(j) 3o, (w-+2mi (o)~

ezt
Damit ist algo ¥ die Fonrierreihe

(7) 2 wmeka) = I'(5) > a(h)e(—ak)A(k, h)

ey 0
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wo
Ak, b) = (w -+ 2mi (ha+ k)™

ist, zugeordnet. Nun haben wir gezeigh, daf die Reihe rechts in {7) absolut:
und gleichmiBig konvergent ist; also ist fiir Re(f) > 1.

(8) Flo) = I'(j) D) e(hye(~kw)A(k, h). (8).

Fe. 0

Setzen wir in (8) # = 0, so erhalten wir gerade § 1 (6). Wir haben gleich-
zeitig eine Verallgemeinerung von § 1 (6) gefunden. Wir sehen auch gleich,
daf die genaue Gestalt von c(k) keine Rolle spielt; es geniigt, daf

(5" le(h)| < 1| &J
igt. .

Fihrt man die gleiche Uberlegung im Falle (8) durch, so erhilt man
analog

(9) Flw) = I(G) D) o(h)e(—ka)d(w, w,, b, F)
k.h#0

welche fiir B(j) > 0 gilt. Fiir = 0 erhalt man § 1 (7). Wir wollen nun (L1}
beweisen.

Wir nehmen fiir f eine Funktion f,, welche so definiert ist: Ist ly| <
dann ist
10y fiy) = (w'—y*"P,(ya).

Ist abexr [y] > w, dann ist f;(y) = 0.
Dabei 4ndern wir auch (1) ab, indem wir definieren

(1) Flz) = > fi(l4(x))

I=—x

s ist jetst

a = D e(h f (w? — g2~ Yy (ha — k) dy

bl

Nun ist bekanntlich (vgl. z.B. Courant-Hilbert, Methoden der Mathema-
tisoken Physzk 1, Kapltt&l 7, I‘ormcl {19))

() = (P@) (F(2-+ ) (';r—);L f(l——u")*'me(m)du.
Es ist also (vgl. §1 (137) )

oy ~2*P(1+7; I($) du(hy K.
Eg ist nun stets

4o < ol

Uber einige Reihen, welche mit den Fielfachen 303

also haben wir fiir die Reihe
D) By (b, B)

3 1
die Majorante
D B R — |G

Iy st

welche fitr A4-} < #/u konvergent ist.
Weiter ist F sietig auch in » = 0, Damit erhalten wir

(1) Fla) = 2" TA+H T g;c(h)e( —h) dy(hy k).
Wir betrachten zum Schlull noch in ’(1) die Punktion f, definiert durch
(12) faly) = 6P IP, (ya)
dapn haben wir
@y, = Zc(h)fdy g~ Vyi=1g (¥ (ha—F)).
Es ist Lun 0
fa‘“zuf'lc‘z’d”’”d% = I'(§) 27D} (v),

0
wo

D} (y) = e70""D_, (Vimiy)

gt (vgl. Magnus—Oberhettinger, loc. cit., 8. 93).
Es ist also

0 = D)) 25 75 )

Es ist nun (man vgl. Magnus-Oberhettinger, loe. cit., S. 92)

ho--k Vo |
R

<
o ( ) U(lhmf«k!)
Wir erhalten algso

Vw
(13) Ple) = T(j)(Vow)” 3

T, ist0

c(h)e(—kw) Ay(h, &)

{(man vgl. §1 (137)).
Dabei mub die Bedingung § 1 (5) gelten. Damit ist aunch §1 (16
bewiesen.

4. Wir wollen. nun die Formel §1 (7) auf die in § 1 (18) eingefiihrte.
Zetafunktion anwenden.
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Es sel j > 0, dann ist fir Re(s) > 1 mit 8 = s4j —1 nach Definition
der Gammafunktion

) =10 ey, d)dn
a

wo
y(w, 6) = ™!

gesotzt wurde. Fa gt also '

(1) Do) == f ¢Sy (w, 8)dw.

Damit erhalten wir fiix Z(r, s, a Z(8) fiir Re(s) > 1 die Darstellung

o0

(2) fy)m 8) 8 () d

[=]

wo wir statt S{x,f, a,r) (vgl. §1 (3)) nur §(x) geschrieben haben. Wir
getzen nun :

(3) . Z = Z1+Z2

Wwo

(4) I(8)Z, = [ y(w, 6)8(x)de
und '

(5) I8, = [ y(w, )8 (2)do
ist, '

. By sel nun o, = 1—r/p. Es ist nun fiir Re(s 8) == 0y+2¢ (6> 1) nnd
Jo =7/p—e Re(d) = Re(s+j,—1) > &. Weiter ist die Reihe §1 {3) fir
=1 gleichmibiz konvergent und beschrinkt.

By igt also Z, fiir Re(s) > o, 2¢ und damit in Re(s) = o, analytisch.
Eis ist also nur mehr Z, zu betrachten, Zu diesem Zweck wahlen wir ein @y
mit 0 < oy < 1, dann st

(6) - T(OEus) = Zy(s)+2,(8)
woo
1
(7) Z(s) = [w(@, 0)8(a, @) dw
und _ . '
(8) E Z4(8) == flq; duw

L]
ist. Wir haben in ( 6) natiirlich §1 (8) beniibzt,
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s ist fiie Re(s) = o4+ 2z und j =4, wieder Re(d) = ¢ also ist

1
{9) frp(;x:, $dw =1{3.

Bg ist alvo Z, analytisck filr Re(s) > o Wir wenden nun auf Z, die Trans-
formationsformel (7) an und erhalten

(10) Zy(s) = T(8) [ plx, )T (z, @) du.

Es ist nach (20) und §2 (36) die Reihe fiivr 7' in ¢ < o<1 gleichmifig
konvergent und beschrankt, d.h. es existiert ein &, so daB fir alle z mit
L i

(11} T (2, 2)| < K.
Ls gilt dann also wieder fir Re(s) > o, +2¢
lo°T | < K="t
1
Da das Integral {2~ do konvergiert, so ist Z; analytisch in Re(s)>= o+ 2e.
[}

Dies gilt fiir jedes ¢ > 0, also ist Z, analytisch fiir Re(s) > o,. Damit ist
die Behauptung bewiesen:

Wenn #/u > 1 ist, dann vereinfacht sich der Beweis, Wir brauchen
dann nur (5) anf Z, anzuwenden und erhalten

1'(8)2,(s) = I'(j) [ w(a, BT

und wir schlieflen wie vorher.
“Zurm SchinB bemerken wir, daB folgende Formel gilb:
Ist 1<i<ifu, 0 p<w, dann st

Tw =—~—ij,

(o)

04y ¢y @) = (w—o) L) I(D)T(5)
and 1 << o << J ish. Dabei bedeutet

oio
(e} o0
Ist 0 < j<<r/u, dann gilt
12) T, 103, ) =5 jc* (G, 0T e, 00, Byl
D

28 — Acta Arithmetica XXX VII
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wo
(13) 01 = 0 +w+w,
ist.

Zum Beweis benittzen wir das Additionstheorem der Gammafunktion
(vgl. Rademacher, loo. oit., 8. BB (28 61))

(14) f Ij—HIe)w'd

1+u)j

wobei [arcu| < w sel. Wir nchmen, wenn j > 1, 4 = (g+i(hq+k)) f(w—p),
dann erbalten wir da § 1 (5) auch fir o < 1 gilt sofort (9), da alle aut-
tretenden Reihen absolut und gleichmifiz konvergieron. Im Falle ¢ <« §
< ¢/u nehmen wir auller dem oben definierten » noch

Uy = (91+7:(7"a + k)}/(wl — )

und wieder o < j und erhalten (12).
Es ist ja z.B. wenn man in (14) einsetzt

(w-{—z(ka+k - = fG {j, ¢ (Q 4% ha—{—k)) )

FEingegomgen am 27, {2, 1877 (1012%
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A pew form of the exror term im the linear sieve
by

HeNzYE IwANEQ (Warszawa)
To the memory of Professor P. Turdn

1. Introduction. Let & be a finite sequence of integers and let 2 be
a set of primes. One of the fundamental preblems in gieve theory is to
estimate from above and from below the so-called sifting function
8(s#, #, ) which represents the number of elements in .« that have no
prime factors p < 2 in &, Lelting

Pe)= [ »

py,peP
one can write
S, P, 2) =||aed; (0, P(2)] =1}].

In general theory the sequence &/ ean be almost arbifrary. The relevant
infermation that we need about o/ is a good approximation formula (in
an average sense) for the quantity

[l = [{aesf; 6 =0{modd)}|

which represents the number of elements in o« that are divisible by &
squarefree number d|P(=). It is supposed, what frequently turns out to
take place in practice, that every lof,| may be written in the form

gl = —”—’%lxw(ﬁf,d)

where o(d) is multiplicative and 0 w(p) < p for pe®, X is some
positive number independent of d and r(«f, d) is considered as an error
term, small on average (so X approximates to o).

H w(p) is bounded on average, say by x, we then deal with » dimen-
sional sieve. In literature there are multitude of ways in which this fact



