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ACTA ARLTTIMETICA
XXXVILL (1980}

Kinige Anwendungen der Siegelschen Summenformel
YO

Worrgang Grorz (Maxburg)

1. Einleitang. Sei K ein algebraischer Zahlkorper n-ten Grades mib
der Diskriminante d und mit », reellen und 27, nicht-reellen konjugierten
Korpern. Hine Zahl y ¢ K heile fotal positiv (y > 0), wenn ikre 7,
recllen Xonjugierten positiv sind. Die Zahlen e, seien definiert durch

1 fir 1<p<ry,

6, 1=
? 2 fiir v, <P b,

Ferner sel f(y) eine auf der Menge v der ganzen Zahlen p von K defi-
njcrte Funktion mit der Eigenschaft: fyg) = f(y) fir jede Binheit 5
einer gewigsen Gruppe von Binheiten aus K.

Ziel dieser Arheil ist es, asymptotische Beziehungen fiir die Sum-
matorigchen von zahlentheoretischen Funktionen dieser Art herzuleiten,
d.h, fiir Ausdriicke der Form

.
Flo, . an):= 2 v,
¥ -0
0y oy,

worin # == ¢, 47, gesetzt ist nnd mit o™ die Konjugierten von y be-
zeichnet werden,

Dag wichtigste Flilfsmittel hierzu ist die Siegelsche Summenformel
siche [7], Satz 2), die in § 2 in etwas verallgemeinerter Form. angegeben
wird. Nach Bereitstellnng weiterer ITilfsmittel in § 3 werden in §4 als
Auwendungen hierzu die Summatorischen eciniger spezieller zahlen-
theoretischer Funktionen untersucht, Alg erzeugende Dirichlet-JReiben
werden . gecignete  Kombinationon von  Ileckeschen Zeta-Funktionen
verwendet.

B werden folgende Funktionen behandelb:

) Dyler,..ha)i= X dly) mit &byi= Y L, k=2
Sl al"'ﬂ]g"’('y)
By,
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. B) = E

o0
o< piB) Ty,

Y (p) . N S
Z 1) mit  w(y) = Z Nay

[
0—<|y(7“)leh‘<£ch

"
ruy wr:) = Z

y >0
0 [p M ey,

 By) 1= Z 4 (y) it u(y) als Moobiusschor Bunktion

0
d(y) = 21.

o
o<y Py
al(#)

(i) Lz .. log N ()3

(i) I* (@yy o vy ) 1=

(iv) T(my,. 7(¥);

(v) M{my, ...

(vi) DO(ay,...,z) = Y d(y)  mib

0

0<|y(:;*§.|.m<mh

Bei der allgemeinen Behandlung der in (vi) angegebenen TFunkiion

treten Schwierigkeiten auf, die in dem ctwas unii’berﬁichtlichenufma.lyu

tischen Verhalten gewisser gebrochen rationaler Auwdriicke von [Hecke-

schen Zeta-Funktionen liegen; daher wird diese Funktion nur in solchen
Zahlktrpern K betrachtet, die der folgenden Bodingung geniigen:
(E%) die Idealklassengruppe $ von K ist das divekte Produkt

von Gruppen der Ordnung 2.

Die Hrgebnigze lauten:

Samz. Ist v’ = 2, so gilt fir my, ..., 00 > 0 und fir jede& 4> 0:

e b9
(1) I)?ﬂ (.’L‘l, vy m,.:) = XP]‘_I(logX) ’}" O(Xl (kfﬂ)r1+lcr2+1 ),
1-—..._1.....1.5
fi Ti@y; +oe ) = B(Xlog X —r' X)+0(X ™)
(1) (@
1'“—,L+d
(1i1) Ty, vy W) = Brlg(2) X +0(X Ty
¢ 2""—71“-‘—1-0
_ (iv) o Ty oy @) = Be2T Lp() X2 4-0(X Y,
1L
(v) M (atyy ey wr‘)‘ = By ({g(2))" X +0(X ™)

iet zusdtelich (K$) erfallt, so ¢ilt fir @y, ..., 4. > 0 und fir jedes 4> 0:

1
2,) = XPy(logX)+0(X T"").
Dy BK.——w Zn)fzjl]/dl und é‘K 8) - ZNGM'

gesetzt worin Gber alle ganzen Ideale o = (0) von K zu summieren ish. Pemer
bereichnet P, (y) ein Polynom in y vom Grade I und <y> die kleimste gonze
rationale Zahl, die grofer oder glewh y st

(vi) DOy, ..,

Darin wurde X :==m, ---
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Die Koeffizienten der in diesem Satz auftretenden Polynome P, wer-
den an spéberer Stelle noch niher charakterigiert.

Wegen der Voraussetzung s’ > 2 werden durch den obigen Satz zwei
Fille nicht berficksichtigt, und zwar erstens der Trivialfall des rationalen
Zohlkérpers und zweitens der Fall des imagindr-quadratischen Zahl-
kbrpers. Da im imagindr-quadratischen Zahlkérper mit w als Anzahl
der Einheitswurzeln (w =6 fir 4 = —3, w =4 flir d = —4, w =2

sonst)
2 fy=w Y 1

(0]
0<Ivl2<'a o< Nip)<z

ist, kann auch dieser letztere Fall als trivial angesehen werden.

2. Die Siegelsche Swmmenformel. Seien #,, ..., 4,, ¥ = 7,47, —1, von-
cinander unabhingige total positive Emhe1ten unendlicher Ordmmg,
und sei 7 eine Erzeugende der Gruppe der total positiven Binheitswnrzeln
in K. Die Ordnung von f; werde mit w, und die von den Einheiten ZJ,
Ny --y 1, erzeugte Gruppe mit & bezeichnet. Zwei von 0 verschiedene
Zahlen Y1, ¥. € heilen assozitert bzgl. @, falls ihr Quotient Element

von. @ ist. Sei
ey
m:=2wi| : |,
m?‘

worin #,, ..., m, ganze rationale Zahlen bezeichnen, und fiir ganze Zah-
len ye K, y 0, gei mit v’ :=r;+7r,

 [1og 1™
gly):= N E
log |

Die Zahlen ¢,, ¢, p =1,...,#, g =1,..., r, seien definfert durch
die Gleichungen

1
.

P

X
Dlesloghf) =0, h=1,..,;
Pw=i w =1
Z 0(11) =0, Egta)logm(m)l =8y By =1,
Pl Pl ’

(Diese Definition der ¢, stimmt offenbar mit der in-§ 1 angegebenen tiber-
gin.) Die r x +'-Mairix (¢{?) (g Zeilenindex, p Spaltenindex) werde mit B
bezeichnet, Perner gei noch

exp {m* By (y)},

W)
B,,(s) -—Z FooT
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wobei der Strich am Summenzeichen bedeutet, dafl Giber ein volles Bystom
bzgl. G mieht assoziierter, total positiver ganzer Zahlen zu surnmieren
ist. Mit diesen Bezewhmmgen gilt der folgende Satz,

Sarz 1. Ist fy) eine wuf der Menge der ganzen Zahlen von K definierie
Funktion mit den Ef}gmsc?mften, AaBFEEy) = Fly) Flmy) =), b =1,
«vey 1y st und dap fir eine gecignete Konglanle o >> O undd y o4 0 die Funkiion
Fly) N (p)y=° besohrdnlt ist, und ist forner fir

wnd oy ..o,y 0 > 0 dig lf‘um‘cmon Gy, .0y .r,,., 1) definiert dureh

. :
y By = ) f(y)]](lw
1;>[) =]
o |0

so gilt fir v =2, L,..., 22 und o> e+l

A=
G(mlﬁ b "J"(mlepa’;n)p lr

Gy, -y, 1) oo
- f & sl “‘“”"m(“‘).B s 8 —GH,(m)))ds;
T DR Z nl 7 (s
Bl e s My 00 L1} Aemd,

darin bezeichnet R den Regulator der Eimhetien m;, ..
lergehe Beta-Funlition.

Beweis. Der Beweis verliuft analog zum Beweis von Lemma 2 in [6].
Uberraschenderweise treten durch die Hinzunahme der nicht-reellen
Konjugierten keine wesentlichen zusétzlichen Schwierigkeiten auf.

HIrwssATz 1. Fir ganee rationale Zahlen 1, ..., L. = 0 und fir y?, .

o und B die Bu-

.3 ygl) ¥ .., J%r’) >0 gikt
off) yg') gl e
f f f f Gl{ay -+ .. o))

1) )d,,,(n - do 5 oo Y dfvﬁ":)

1‘ -
I Y

‘-‘J&l) < "‘:j( (n'ﬁh
Z ((mz"" (i) + ”{‘”y(u)) yeee
1.;,51*') € qfﬂ') iyt
srey (mr"'l‘?/(’(r;)')‘l“- e +y(?;~)') Y7 T (L l)m) X
jl jk(r;) :
T 1
XH—,—(wpﬁ-y‘f’g’w ce Y )
ZIJ' i pAba]

Bl
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worin die Summanden fir kP = 0 in naheliegender Weise zu inferpretieren
sind.

”
Beweis. Der Beweis wird durch Indunktion nach m:= }'1, gefithrt.

- - L3 - ﬁ=1
Da dieser Beweis zwar techniseh ebwas aufwendig, aber vollig elementar

ist, kann auf seine Durchflihrung verzichtet werden.
Da filr natiirliche Zahlen ! und fir ¢ > 0
I{yI(s i—1)!
B, o - LOTE) (-1
{i4s) s(s+1)...{s+1—1)
ipt, ergibt sich aus Satz 1 und Hilfssatz 1 die folgende Summenformel.
Barz 2. Unler den Vorausselzungen von Satz L ist mit

F(@yy enny @) i = 2 Jy)

7m0
v pl®) oy,

b= 2 umd g0, Ly, Ly,

Ga?, oy 25 (1, o, 1YT) =

f@'&r o > ¢-+1, natiirliche Zahlen 1,, ...
) y{r)—l >0

W—q W ) ( ) y(l)

..,m,.~+—'v§”+

j 931+”(1)+ Ezmu v

—Hﬁ{’) @ - @), - @l e duff)

-1 Ie—1
{47
Z Z 1 i +zp ’ )
2mR
=0 k=0 1< <. <j(( y<h—1

[ ]

S Teo

1) oy Pty o0 0o

o (w - yf(p) “+ e y(.’p) )s+lp—1—zEm(m)

[Y (s —iB,(m)) (s -+1—iB (m)

L=l

{8+l —1—iH (m))

Speziell fiir I, = ... =1, = 2 erhélt man hieraus:
KororLar 1. Unier den Voraussetzungen von Sate 1 ist fir o> 041

wndy®, ..,y >0
6 v .
f J Fla, +oY, ..., 2,30 dol) -« ol
[] 0
4-ico (mp+y(jﬂ) &1 :‘Ep(m)_m8+l—iEm(m)
27T'bR Z—l f m{ n g —iH,(m)} (8 +1 —iB,(m)) ds.

vyl 90 G400
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Bemerkung. Satz 1 und der als Korollar formulierbe Spezialfail
von Satz 2 wurden von Siegel fiir reell-guadratisehe und von Schaal fir
total reelle Zahlkorper bewiesen (vgl. [7], Sdtze 1 und 2 bzw. [6], Leroma 2
und Gleichung (4)).

3. Hilfssiitze. Um dic Herleitung der asympiotischen Bezichungen
in §4 moglichst tibersichtlich darstellen zu kénnen, werden in diesern. §
einige Zwischenergebnisse in Form von IMilssibzen zussmumengestellt.

Bei Z ein Bereich idealer Zablen zu & {(vgl. [2], § 2). Dann 148t sich
jedem. Ideal a von K ein von oincr ideaten Zahl o &7 ovzeugtes Ilaupt-
ideal (o) in eincindeutiger Weige zuordven. Dureh dicse Zuordomng
fibertragt sich unmittelbar die Klagseneinbeilung dor Ideale von K aut
die von den idealen Zahlen crzeugton IXanptidesle. Die so entstehondo
Gruppe der Klassen von Hauptidealon aus Z werde mit § bezeichnet.
Sei ferner noch (8') das der Differente b von K zugeordnote Hauptideal.

By sei nun
(1) 6Ly eres b
ein System von Grundeinbeiten von. I

Fiir die folgenden Betrachtungen werde zunichst 7, > 1 vorausgesetzt.

Als elementare Transformationen eines Systems von Grundeinheiten
werden folgende Transformsationen bezeichnet:

(i) Umnumerierung der Grundeinheiton;

(i) Trsetzen ciner Grundeinheit durch ihr Reziprolkes;

(iif) Ersetzen ciner Grandeinheit durch das Produkt aus dieser und
eimer anderen Grundeinheit;

(iv) Multiplikation ciner Grundeinheit mit { ~1);

(v) gleichzeitige Umnumerierang der reellen Xonjugierten aller
Grundeinheiten.

Durch cine elementare Transformation geht ein System von Grundein-
heiten offenbar wieder in cin System wvon Grundeinheiten iber.

Hirssatz 2. Durch endlioh viele elementare Transformationen laft
sich das System (1) in ein solohes System s}, ..., &f dberfikren, bet dem die
Matrie S(eF, ..., n) 1= (signg®), p = 1,..., 0, b==1,...,7 (p Zeilen-
indew, b Spalteninden) die folgende Gestall hab: g

-1 S PP 1
SORREE . :
+1 T :
(2) S6]; ceuytr) = -1 [ b zon-
* vannie ¥ :
M e * +i . +i

Q-te Bpalte

icm

Tinige Anwendungen der Siegelschen Summenformel 75

dabei gilt fir die Anzahl Q der nicht total positiven Grundeinheiten
(3) 0<Q<n—1.
Die Zahl @ ist von der speziellen Wahl des Systems (1) unabhdngig, und
es (ilt
a
(4) D 1 =0mod2.

Frl

Bigne;(Q'H) 1

Beweis. Die Matriz G (e, ..., &) = (signd™),p =1,...,r, b =1,..
<., 7y 186 cine Matrix fiber dem zweielementigen Korper (in multiplika-
tiver Schreibweise). SBie 148t sich somit durch endlich viele elementare
Spaltenoperationen auf Spaltennormalgestalt bringen; eine elementare
Spaltenoperation der Matrix © wird jedoch durch eine clementare Trans-
formation der Form (i) bzw. (iii) des jeweils zugrundocliegenden Einheitensys-
tems bewirkt. Ferner 148t gich die so entstandene Matrix durch endlich
viele Zeilenvertauschrngen, die durch elementave Transformationen der
Form (v) bewirkt werden, auf die Form (2) bringen. Das dieser Matrix
zugrunde liegende Einheitensystem werde mit &7, ..., &y, & ity s o
bezeichnet. Ist mnun sign e “0 = 1, so ist dic Rinheit &
dureh e 1= (—1)g -~ ey,_,5, zu crsetzen (endlich viele elementare
Transformationen der Form (ifi) und (iv), ansonsten bleibt sic unverdndert:
e, 1= gy, Tiir das Bysten e, ..., &, ist dann offenbar auch (3) ertillt.

Die Tuabhingigkeit der Zahl @ von der speziellen Wahl des Systems
(1) ist offensichtlich, und es gilt: @ = min{z| 2 ist die Anzahl der nicht
total positiven Grundeinheiten eines Systems von Grundeinheiten von K}.

Zum Nachweis der Bezichung (4) fir das System &, ..., & genigt
es wegen der Transformationen der Form {v) zu zeigen, dal es ein p mit
Q+1 < p<r gibt, so daB gilt:

Q
1 =0mod?2,
h=1
Bigne;,f”)n—1

‘Wire dies nicht der Fall, so gélte fiir p =1,..., 1,

signg® - . eg”) = —1,
TN 67, ey Sy By By oy & ib g5 1= —e] <+~ g Wire ein Grundein-
heitensystem mit nur (@ —1) nicht total positiven Grundeinheiten; dies
stinde im Widerspruch znr Minimalitat von ¢.

Bs gibt somit in K ein System von Grundeinheiten s, ..., s, bei
dem — gegebenenfalls nach gecigneter Umnumerierung der reellen konju-
gierten Xorper von K — die Matrix (s}, ..., &) die in Hilissatz 2 an-
goegebene Gestalt hat. Alse kann im Folgenden 0.B.d.A, angenommen wer-
den, daB das System (1) bercits diese Bigenschaften hat.
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Von dieser Stelle an kann der Fall ¢, = 0 wiedor boguon mithohandely
werden, wenn man in diesem Tall @ r= —1 sctatb,

Die total positiven. Winheiten #,,..., 5, seien Jelzt definiert dureh
h< Qs

) g, fally
L/ B> Q )

g, Talls

Terner sei fir alle von 0 vorschicdenen idealen Zahlen o«

log|a'™|
log|a' ™
Die Zahlen o, e und ¥, (m) seien definiert wie in § 2, jedoch unter Ver-

wendung der spezicllen tot.ml positiven Einhaiten. ;, ..., 9, aus (8).
Fiir alle Vektoren

gla’)es

M
(6} m:mzml : }, My, ..., 0, ganz rational,
m?‘

und fiir alle

. i
(7)) ti=|: |,
fye

die den Bedingungen

51,..-,'6,.16{0,1}, trlhlul_—:,,_.:::tr,mo.’

1
(7h) bt D t,=mymod2, h=1,..,0,
Peald 41
Bignssfg)m—l
1
(7e) D, = 0mod2
Pl

gfan'iiggn, seien auf der Menge der von (0) verschicdenen Hauptideale von Z
die GroBencharaktere 4, ((e}, t] definiert durch

Ao ({0}, 1) 1= exp{m" Bg(a }n (|a:::l)

D]

Offenbar ist der rechts stehende Ausdrick von der speziellen Wahl de
Assoziierten von o unabhingig.

Bemerkung. Im Falle r, > 1 ist wegen (4) zu vorgegebenen Zahlen

Woys -y My, B9 000y 3y, das Kongruenzensystem (7b), (7e) im £, ..., %
eindeutig losbar, ! (Th), .( ) ey Togs
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Frrrssarz 3. Sei g(y) eine auf der Menge der gameen Zahlen von K
erklirte Munktion mit den Bigenschafien: g(ey) = g{v) fiir jede Binhett ¢ von

K, 3 gly) konvergiert absolut. Dann gilt:
(?) o
‘T‘"

-
n

>

EOpasee nfr1=0 1 (‘P)'P'lo)

P (), )5

1
yyexp{m? Bg(y)} = T

¥

dabei soll sich die durch den Strich am Swmmenzeichen ausgedriichte Summa-

tionsvorsehrift hier und ¢m Folgenden stets auf die von Ly und den Binheiten

Ty oeey tly OUS (B) ereeugte Binheitengruppe beeichen; im Falle @ = r—1

ist mit der rechten Seite hier wnd entsprechend im Tolgenden die Reihe
3 gy Aally), 1) gemeint.

¥)#(0)

Beweis, Die Behauptung ist fir v, = 0 trivial; im Falle r, > 1 ist
zu beachten, daB, wie aus (2) zu ersehen ish, jedes von (0) verschiedene
Hauptideal eine Hrzeugende besitzt, deren erste (@-1) Konjugierte
positivsind.

Fir m geméd (6), t gemdb (1), &' €9’ und o > 1 werde jetzt

A v,
b, 1= 3 Zmlle):t

a8
(2')eR” N(e)

gesctzt, wobei iiber alle von ganzen idealen Zahlen erzengten Hauptideale
(a') = (0) aus der Klasse R’ zu summieren ist uwnd ¥ {a) die Norm des
Hauptideals (o) bezeichnet. Mit den Bezeichnungen

Ed| _ 7171 Z mae[qJ
Y| :-:-]/ 27", = ]/ a=1
= = [TV

=1
Lin(s, 1) :jlﬁp(%(s+tp_iEp(m)))!

p=l

Eals, R ) o= I (8, DAL (s, K, 1)

gilt dann nach Hecke der folgende Hilfssata.

Hirssarz 4. By m gemdf (6), t gemdB (7) und K «H” gilt:

(a) E,l8, &', 1) ist eine ganze transvendenie Funiction, Sfolls ol t* == 0
ist; die Funllion Ex(s, &, D) ist dberall reguldr mit Awusnahme der Punkie
s = 0 und s = 1; dort liegen cinfache Pols vor mit den Festduen —2"R, fw
bew. 2L R, Jw, worin R, den Regulaior des Korpers IC und w die Anzahl
der Winheitswureeln in K bezeichnel.

(h) &,(s, ]',1) gewiigt der Funkiionalgleichung

'Em (87 R’ﬁ 1:) = 1;[ (t) E—lll (l — (5 ﬁ’* t)
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avober
r
3t

Walt) = (=3P 2 (8,1
wnd K dadurch definiert ist, daff & &' die Klasso von (8°) 48t

Beweis. Siehe [2], §6 und [1], § 4.

Mieraus erhilt man wnmitbelbar:

Himrgsarz 5, Fdr m gemdf (6), t gemif (T) und &' ¢ H' gill:

{(#) Lo (s, &, ) ist eine ganee transzondente Funltion, falls [m|? - 4% = 0
i8t; dio Punkiton {ols, K', D) dst dberal] regulir mit dwsnohme dos Punlhes
8 = 1; dort liegt eim einfacher Pol vor mit dem Lesidwum 27 {2m)0 By /le/i'd].

() &nls, R, 1) gendgl dor Funktionalyleichung

r "1( & .L)
IO L

Als nichstes soll cine Abschdtzung der Fuuktionen £, (¢, &,1) in
cinem Streifen 8, 1= {s e €| ~po g Bes < 1o} 0 p=01/2, angogeben
werden. Vollig analog zu den Beweisen von Th. 4 und Th. Bin 4] voxlndt
der Bewels des folgenden Filfsgabzes.

Hroessarz 6. Fir m gemdB (6), t gémdaf (7), |m|?
VD<oe<1/2 gild in 8,

Ln(s, &, 1) = W, (”'J"-—am-ﬁil““ =&, K 1 1),

+ >0, R €9/,

e . 3l 0ma)
W T +s—iB, )i

pra=l

l£111(sy Rl; t)l 6; 6‘1(@

Jaw |8 = 4y > 0 gendigt auch die Funktion Eg(s, &', D) dieser Ungleichuny.

Anwendung der Summenformel aus § 2 auf Fanktionen der in Satz 1
beschriehenen Art und Avswertung des Integrals nach dem Residuenkalkiil
lefern das folgende Krgobnis.

Hirrsgarz 7. 8el f(y) eine auf der Menge v der ganzen Zahlen von K
definierte  Funkiion mit den Bigemschaften, daf f(Iv) = 19, flm»)
=fly), b =1,... 0, ist und dap fir eine gesignete Konstante o = 0 und
y ¥ 0 die Funliion f(y) N(y y° besohrdnkt izt. Terner 86 0,1 = inf {e>0]
JIN ()7° beschrdnkt auf v {0}}. Dic fiir o> 0441 dumh

Y fly)

d)m (6‘) N( )

~exp T B (y)}
definierien Funkiionen mogen fm gowisse reclle Zallen 2y, &, A mit 0 <
<& K G+, A> 0 und fir fedes reelle o mit 0. < g~ L/2 den jolgmdme»
Bedingungen gendigen.:

(i) B,(s) reguldr Fir o> #zy, falls m 0,

(i) Bp(s) regulir fir o>z, § %2y, .

icm
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»*

(@ IT L+e—iF,
1:]2:

Fir z2g+20< oL ep-h14p, falls m 50,

0y (@) 1 +-s|"Herte2)
Jir 2g+20 <

Dann gilkmit Lt = {eyA (2 —2)> +1,p=1,
Satz 2fw r /2, jedes >0, fir y“)
und By e &= L

(1) 1Py (#)] < 05 (m)[rzferte™

(iv) [ Pp ()l <
Le+1+te, iz
ey 'y und I (g, ..

) ygl—lﬁ Y y, .

1o > 0.
+y ) WiE iN
ry(r) 1> 0

A o), oY
me1+w(‘)+ L AR I SPOE SAEI B S

AL,
P T
),

) i) - d@uflly - dof

—_— f‘
2 (k41,1
I

e )-o

__:.%_Z

1@'(1)4. <g(1})s;z1—1

v gy gy R
n
Res O (s H i
2 Bl e T e, 1)
1<j£” <. <j;:£,,),) ho—1 #
.
+0 ( H (@, + 42 + ... +y{§j’_1)’°+ip‘”’)-
Pl :

Darin bezeichnet (x> die kleinste ganze rationale Zahl, die grifer oder gleich o
ist, und B den Regulator der Einheilen ny, ..., %, aus (B). .

Beweis. Sei 6 mit 0 < & < min{l, 2, —¢,} beliebig vorgegeben, und
gei g == 3/2. Wegen ' =2 und l, =2, p = 1, .., 1’y gilt dann fiir ¢ = oy
mit 6g+1 <K 07 < 04+ 10 die in Sabz 2 angegebene Gleichung. Verschiebt
man im Integral auf der rechten Seite den Integrationsweg nach links
und integriert entlang der Geraden 8 : = 2, d, 80 ergibt sich fiir die inner-

ste Summe
i Bl oy 4iT

> ([ ) f)%mx

Lo 0= 41 03T
(@ -I-:tl

]](s——zE (m)) (s+1-—zﬂ (m)j -

- (.vai-yj(fl’g)—}—..

+yf;n) )u+1 p—1— 1By (m)
7

o)

i

PR R g 7N A

y(ﬁ) )l+lg,—1
(p)

($4+1,—1)

-+ 2mi Res Dy (8)

=gy

s(s-+1)

p=1
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Wegen der Voraussetzungen bzgl. der Funktionen D, (s) stroben die
Integrale iiber die horizontalen Teilstiicke des Integrationsweges fiix L' = oo
gegen 0, wihrend sich die Reihe
@0 G410
.ods

Wopse s stlpen— 00 H—ioo
durch dag in der Formuliorung des Satzes angegebene Restglied absehit*
zen 14B6; dabei ist zu beachten, daf

A G

[ 1 67,.! 61 Pt

detd. .. ..o v = 0
Vo N

o, O ¢, 6,

ist,

KorOLLAR 2. Die Funkiionen f(y), @,(s) mogen die Vorausselzungen
von Hilfssatz 7 erfiillen; fermer sei A(z; -—2y) < 1[2. Danm gilt fir r' = 2,

jedes 8> 0, fir yM, ...,
oY yll)

[ froser

_____ m .]_y(p))s"l'l_w;"'”l ! ) 2144
,R £2?¢D 1[ g(s41) +O({n (@ +¢" )} _ )

el

¥ >0 und @, - @21

veey BN o - @)

Bemerkung. Korollar 2 1408t sich mit Korollar 1 angtelle von Satz 2
beweizen.

Zur Auswertung des in Hilfssatz 7 auftretenden Residumms werden
die beiden. folgenden clementaren Beziehungen bendtigt, auf deren Be-
weis verzichtet werden kann.

Hrrrssarz 8. (2) Pir 12 2, 8, Yy« o vy Ypoy 2> 0 und Rew > 0 gilt:

Yoy ) @tk by
f j Wl dudw, - dop,y
0 0 0

P2

T S 79 bt

“s(s-|~1)
(b) Pirm=0,L>

Y1 Wy

T [ ogh oo

0 &

1 \’ Tt
T )

Ty <o ve hpile d

G wnd wyy ..., Wy, > 0 gilt:

tm+1)kdt1 aa dtm+1

icm
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[
e B - .
=w1---wm+12(——1)" _}_cT( $:n+m)(logw1---wm+l).

wef)

Da bei den meisten der in § 4 behandelten Anwendungen die Voraus-
setzungen von Hilfssatz 7 mit 2z, <1 und & =1 erfllt sind, soll fir
diesen Fall die Auswertung des Regiduums ans Hilfssatz 7 in allgemeiner
Form durehgefiihrt werden.

HILrssATz 9. Die Punktionen F(v), $,.{8) mdogen den Voraussetzungen
won Hilfssate 7 mit 2, < 1 and 2, = 1 geniigen; ferner sei f(y) = 0 fir alle
gamzen Zahlen y € K. Die Funktion $g(s) habe im Punkte ¢; = 1 einen Pol

P

der Ordnung P = 1 mit dem Hauptteil ' A, (s — 1) Dann gilt in den Be-
o=l
2, oy,

zeichmungen von Hilfssate T fir ' = veny T > O und fiir jedes 6> 0:

Pl
w M
F(mu ...,05,.:) ="“.01 mr’m‘ég"ZBu(logwi.“mr’) +
w={Q
”
1~(1—g}{ 3 (p—1)+1)"14¢
0 ((wl ) 7=t
mit
1 = + 1
—xfrtoe—1—m
B,,::—:-;HZ(—ZL)G x(rhe] )Aq.
p=treslal
Beweip. Zur Abkirzung werde
wlr’) wll)
1,0, ™y = [ [ (ogu® - wt)F e - ',

0 0

gD, of)

i T f
0

Jofi,

L ulel, L

o, oY
[ fx
0 9
ol dnf -
S d’r)tll e d,ugr’) d’t}(“
¥ ooyl gl UL

gesetzt, Durch Anwendung der Hilfssétze 7 und 8(a) und Berechnung des
Residunms erhdlt man

I (b5 w,

< b fo® (Y,

(8)  J(F;e 40P+ ey, o e oL
rad
A, | |
m%a 1—(——_17"J(I o ey, a0 )+
=1 e )
+0 (” (wy+y£17) + - . +"J§§)_1)zu+lp-1+a)'
Pl
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Im Folgenden gei immer
lp-wl
(9) Sy <a, p=1,..,7,
Jm=l
vorausgesetzt., Wegen der Monotonie von F(»,, ..., @) in allen Variablon
gilt offenbar

fy—1 G —1
(20) J(F; o+ O (o~ s w3 (0 —5f )
= =g b1
TP @y 0) ST(F5 0 3 o)yt 3o,
Jral ol

Da das Mcehrfachintegral
Tp(my+of -+ o Aol ooy ooV )
fiir m(,,'> 0 (p =1,...,7') eine sfetige Funktion von (o, ..ol ..
) vk} ist, gibt o8 Vektoren
(t(lzu t#z!l—u"" *’::)17 rety tg?l,.ﬂ-l): m o= 1,2,
mit
1) o<l <o, m=1,2,p=1,..,¢, 4, =1,...,1,-1,
50 dal gilt:
(12) ¥+ 4 oo 8] @b L )
~‘-<..J(Ig: wl"'”gl)‘}‘ _[_.v}l)_“ coey Bt oL "‘*“"JLa—l
< Y1, (m+4 ... +t(31_1, vy Gt 1))
Aus Hilfsgatz 8(b) erhéilt man nach einiger Rechnung unter Boachtung
von (9) und (11) fiirm =1, 2:

(18)  Lfa +ilh+ .o+ 1y e 804 L )

m.lrr._
=1 ’
- —1)) St
= e wwz (—-1)""1'"“-“*-(9 = )2 (Q 1,, A T) (logm, ** - @,)"
=i N
* I lp“‘l
n 144 1
-} 0((m1...w ) Zm ) p))
peml R jni

Aus (8) {(12) und (13) exgibt sich

—fJ(r Rk AR N " I D A o fr)

-

2 30, S e g

g=1 K==
» prl

+O( 1+oZ 2 p))_l_o(n yﬁ')o”p;{:: );

i
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analoge Uberlegungen ergcben eine entsprechende Beziehung fiir die
linke Seite von (10). Somit erhilt man aus (10):

(14) Iz, ..., )

» —-1= 2
=y e Z 2 A =1 (9 r”+r)(logm1-~wr,) +

H=l) peaxl
=1

+0( 1&52 1 Z :Ep)) _l_()u] J;'c:;“”p 1+d )

Das giinstigste Brgebnis erzielt man mit
Yo = .. =yglet ==yt = =y et

(1—zp)( S {(Iy—1)+1)—1L
~{l—z — -
b p=1p ) )

diese Wah! ist méglich, da wegen z, < 1 fiir hinreichend groBes #, - w,.
die Bedmgung (9) erfiillt ist. Setzt man nun die so gewdhlten o), ..., ’!.l;z1 1

P, . ,fyr,,_l in (14) ein, so ergibt gich die Behanptung des Hllfssa~
tzes fiir hinreichend grofes z, - - ., etwa fiir @, --- 2, > X. Durch geeig-

nete Ausnutzung der Beziehung
F(%l”?&”lﬂl -y & |77 |erl) F(@yy ey 2,0), g=1,...,%,
erhélt man die Behauptung auch fir o, ... 0. < X,

KororLLar 3. Die Funktionen f(y), @, (58) migen den Voraussetzungen
von Hilfssatz T mit 2 < 1 und 2, = 1 gendigen; ferner sei f(y) == 0 fir alle
ganzen Zahlen y e K ; dariber hinaus gelte: A(z,—2,) <12, Die Funk-
tion Dy(8) habe tm Punkie 2, = 1 einen Pol der Ordnu'ngP 1. Dann gilt
in den Bezeichunungen von Hilfssatz 9 fir v' =22, 2, ..., %> 0 und fir
jedes 6> 0:

Pl 1-mg
Wy O . I—mm
F (@, 0=, " 8, ._1_%_’_ 2 B, (logz, - a,.) *|“0((m1 cem) T}
Hme)

Bemerkung. Korollar 3 148t sich aus Korollar 2 anstelle von Hilis-
satz 7 herleiten.

4. Anwendungen., 4.1. Fir 2> 2, K,9H, »=1,..., % und fir
ganze Ideale q £ (0) sei

a0} = 2 1,  dfa):= 2 1.

(ByeiesB) (Byoe-asby)
B, &Ry, weml, e _ By - Bpma
Bl' M 'ﬁk-a ’
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By ist also dy,,..a,(¢) dic Anzshl derjenigen Zerlegungen von q
in & Faktoren, in denen der s-te Faktor der JTdealllasse R, wangehdrs
(% =1,..., k), wihrend d(a) die Anzahl aller Zerlegungen von a in k&
Faktoren bezeichnet. Dabei werden auch solche Zerlegungen, dic sich
nur dureh die Reihenfolge der Faktoren unterscheiden, als verschieden
angesehen. Offenbar gilt:

dy(a) = dﬂl,....sxk(ﬂ)-

(RyyveesSty)
INCTR T P

Wegen der eincindeutigen Zuordnung zwischen dor Mengoe der gunzen
Ideale von K und der Mengo der von gunzen idealen Zahlou cpzougten
Hauptideale gilt, falls (o’) dag dem Ideal o zugeordnete Hauptideal vnd &'
die der Idealklasse 8 zugoordnete ILauptidealklagse ist,

[ARr— % e

dﬁ' }Rk(cc ) 3 == , 21 ) 1 dﬁln--

(RN

(BYES o,k
(8, Bpea{ec)
Y a W
(@)= D
({8 )seerlBpd)
(B ghle)
Bezeichnet &, die Hauptlklagse von §, so seifiir k 2 2, R, e H(x-== 1, ...
GEymit R, R, =R/, ond fHir o > 1

1 @ (¥)

i Rysenn R
gbm(siﬂlan-:&k)::z bk

¥

(),

1 = dy(a).

T
T - exp (" Hg(v)}s
der durch den Strich am Summenzeichen ausgedriickten Summationsvor-
gehrift und der Definition der Zahlen e, e(‘” gollen. in diczein § immer
die dorch (b) definierten Binheiten zugxumlo liegen; das bedeatet ins-
besondere, daf in der ebigen Reihe die Summation dber ein volles System
ganzer total positiver nicht agsoziicrker Zahlen aug K zo crstrecken ixb,

Mit Hilfssatz 3 erhalt man fiv die Fanktionen & (s; 8, ..., &)
fir o> 1 die Darstellung

1 Y
= 211»44)-«1

k
| [ et 850,

t.grenobyy m0y) Heml

(15) g’m(si R1! R Rk)

Hierzu igt wegen Hilfssatz 3 nur zu zeigen'

()
IIQASRmﬂ 3 %Lﬁi
N(y)

=1 (r)eﬁ

(16) E'm(('}))’ t) .

icm
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Durch Indunktion nach & 148t sich fiir belichige Klassen R, €’ (» =1, ..
., k) zeigen:
(")

d_
[Teusrstn = 3 ek

') -4y
()eky - S,

A (), )5

speziell fiix ] --- K, = K folgt hierans dann (16).
Aug (15) folgt mit Hilfssatz 6, daf die Funktionen &, (s; &, ..., &)
filr m # D im Streifen §,, 0 < ¢ < 1/2, der folgenden Ungleichung genti-
gen:
T : 2ate=a)
o {] ] L+s —iB, (m) )

Pl

;

fiir |¢| == 4, > 0 geniigt auch die Funktion Pq(s; K, ..., K,) dieser Unglei-
chung. Ferner gilt, wie man durch Induktion nach % leicht sieht, fir jedes
¢>0:

(17) dy(y) = O (N (y)},

also auch dy .« (¥) = O(N(y)”); daher ist die Fupktion dg e (¥)X
X N(p)~° fiir jedes ¢ > 0 auf der Menge der von 0 verschiedenen ganzen
Zahlen wvon K beschrankt.

Hieraus entnimmt man unter Beachtung von Hilfssatz 5(a), dal
die Funktionen @, (s; K, ..., &) die Voraussetzungen von Hilssatz 9
mit ¢y =& =0, 2, =1, 2 = k/2, ¢,(p) = ¢*(g) und P = k erfiillen, Hilfs-
gatz 9 liefert somit Teil (a) des folgenden Satzes, aus dem Teil (b) unmit-
telbar folgt.

BATZ 3. Fir k=
Lyyoray T > 0 560

2, Riy-ees

wim 3
¥>-0
0<|P(I‘)Ieh<:l‘h

Dy (@), .0y ) 1= Z
¥ -0
o<t Py,

KeHmit & - 8 =Ry, filr =2 und

Dy, 8, (Bry e ey g\, ()

dk:(y) .

Dann gilt fir @y, ..., €. > 0 und fir jedes 8> 0:

Ir—1
y BEw S0 (loga, -+ - @)+

D'mu

({—L) -DRI,»..,.R]E("”U teey '/'vr’)

1
el vy e R
FO((@, @) FBRFEFT

2 — Acta Arlthmetica XXXVIIT z.2
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Je—1
Wy %
g B, (logw - 2.0
i R >0 x,k( é 1 1
Homm

1
1= i T Ty +e
. 0 ({ﬁi‘} e m,.l) oy lerg 1 ) ]

(0) D@y ..oy @) =y

Darin wurde
Qyy = min{g e Z| gy},

&
Bt i_ R ( _1)q—1—u rofg—1—u A BBy
7 wl ld a Q !
Q-1
-
P ] {R ----lﬂk}
Byie B
Ry, 0ndly)
Sy Rpm=ity

gesetel, die AL bezeichnen die Koeffivienten des Hauptioils der
Lawrent-Entwicklung von Pa(s; K, ..., &) um den Punlt 8 =1 und R
den Regulator der Dinhetten aus (B), Die hoohsten Koeffizienton in (a) und (b)
lawten mit b als Klassenzahl von K

LI U L (2'1(27:)"21i:0)"‘1

R L wap (k—11\ wya)
baw.

o o _@myr 1 (2”1(271:)’211307@)"“’

BN g (k=10 wa '

Beweis. In Hilfssatz 9 ist I, = {e,k/2>4+1,p =1,...,+', zu setzen,
algo gilt:

D,~1) = D Kephi2y = (bj2> 1+ Ty,

pml Pl
Bei der Berechnung der hochsten Koeffizienten wurde benutzt, daf fiir
ry =0w =w, und B = R, fir r, > 1w = %w, und B = 29R,, in jedem
Falle also 29\ Ry jwR =1 ist.

4.2. Plir v > 2, @, ..., @, > 0gel

Liay .o op)i=

y3m0
001 Py,

log ¥ (y).

Satzt man fir o> 1

90 := 37D exp ity ),

80 erhilt man mit Hilfseatz 3 ynmittelbar

. _ - 1 d /
(18) —-@,(“L)(s) = 5;1":.“6:1‘ "i‘s‘ Cm (87 RO? t) .

bpee s by =)

icm
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Aus Hilfssatz 5 folgt:

Hirpssamz 10, Fdr m gemdp (6), T gemdp (7)) und & €9’ gill:

(a) Cn(s, R, 1) ist eime ganwe tramszendente Fumkiion, falls [mi*-+
b [t12 > 0 dst; die Funktion {o(s, 8, 0) ist dberall regulir mit Ausnahme
des Punktes 5 = 1; dort liegt ein zweifacher Pol vor mit dem Hauptieil

on2r)2R, 1

wyd] (=12
(b) &nls, &, 1) gendigi der Funktionalgleichung
’ —0g I'«—m(l —& t) ’
ey R0 = =Tty A B e, %, ) {log a4
+- T’—m(l—srt) I';n(‘?:t) C’—m(l_ss R”; t) }
P—m(l_srt) Fm(sat) C__m(lm,g’ﬁ"“,t) .

Unter Verwendung dieses Hilfssatzes erhdlt man die nachstehende
Abgchiitzung fiir die Funktionen £y (s, &, 1), deren Beweis dhnlich ver-
lauft wie die Beweise von Th. 4 und Th. 5 in [4].

Hiurssary 11, Fir m gemif (6), 1 gemdp (7), m|>+ 12> 0, R ¢ §’,
0< p< 12 gilk in 8,:

r 3 .
(ol &, 1 < aate) [ ] 1L +s —iBytmy e T
Pl
Fiir [t = 4, > 0 gendigt auch die Funktion Lols, 8, D) dieser Ungletchung.

Aus Hilfssatz 11 und (18) entnimmt man unter Beriicksichtigung von
Hilfsgatz 10{a), daB die Funktionen @D§(s) die Voraussetzumgen von
Hilfgsatz 9 mit 6 =2, =0, 2 =1, 1 =3/4 , ¢;{p) = ¢3(0) und P =2
erfillen. Hilfssatz 9 liefert somiti: '

BATZ 4. Fiir ' =2 2, %, .., % > 0 und fiir jedes 5> 0 gilt:

Li{wyy sy ) :
| (2my2 R =t
- |ﬁ| (@, @ logm, -+ @ —7 ml"'mr’)'i"o((ml"'mr‘) +1 )

Beweis. Bei der Anwendung der Hilfssétze 8 und 10 und der Gleichung
(18) ist zu beachten, daB der Hauptteil der Lanrent-Entwicklung von O{(s)

d '
um den Punkt & =1 mit demjenigen +von —-»2“'1‘*"“—&;;‘9(3,510,9)
fibereinstimmt und daf 29w R wE =1 ist. Ferner ist wegen
1’:# m<23p>+1:p =1:--'3T’_7 '

H=l p=l
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4.3. Tiir & €%, ganze Zahlen yek, v>2 und Dyyoory B >0 ol

(19) wlp)i= 3 Na,  s()i= 3 N,
aliy) aj(y)
asi
TRV TR S 1/
¥ Ny

o< i) iy,

Tyt i= ) %&(2’.25,;
¥

yot
o)) Py,

offenbar gilt
= Sn0) L@y e 3 = Y T, e 00

ReH ResH

Retzt man fir K eH,e>1

DT (g, R) = «—Z NR(?"'”Q xp{m* Hg(9)},

so folgt ausy Hilissatz 3:

1 -
Frac Lty K (1, K75 1),

tQ"" Gre .,5.,11“'0,1

20 P, ) =

Da ferner fir jedes ¢>> 0

(21) W) S F() D1 = N(p)daly) = O (5]

al{v}
gilt, ist die Funktion g (y) N (p)~@F) fiir jedes ¢ > 0 beschrinkt. Somit
folgt ans (20) und Hilfssatz 6 unter Beachtung von Hillssatz B(n), dab
die Funktionen ®{"(s, &) die Voraussctzungen von Korollar 3  mib
Go == 2 = 0,2, = 1, A = 1{2, 0,(0) = 0,(0) {x (1--2 0) 1ndd P == 1 exfillen.
Aug Korollm 3, ]:[ﬂissmﬁz B(a) und (20) erhilt wan nun, da das Residuom
von $E"Ns, ) im Punkte 8 =1 mit dem von 277t (s, &, 0) X
X Eols 1, &, D) fbereinstimmt und da 29w Ry jwR == 1 ist, don
nachstehenden Sa.tz .

Satz 5, Tir Ke$, ¥ 22, o, ..., 0. >0 und Fiir jedes 6> 0 gill:

* : 2 i -i
(@) La(@yy ey ) == (\;) (o2, 84 D)o "‘39,.»«%0((-’)131---:1),.,)1 r—l--l“);
(2m)™ 1

1
- Eﬁ(z)m], Yt Dy +0 ((m] tes mr,) F’T}-—i'{"d) ]

b) T () vy B} =
(b) (2 .:m) |‘/0-“

Tinige Anwendungen der Siegelschen Summenformel 89
44. Fiir =2, #,...,2.>0 und K eH sel

Talwy,y ooy} = 2 Ta(¥),
y-0
o<y *hagy,
T(@y, o) = > ()

>0
x|y ey,

mit 4(v), r{y) aus (19). Offenbar ist
T(@sy0) = 3 Taltiy ey ).

RedH
Setzt man fir KeH, o> 2

o (s, R) : —~Z N exp{m“’Eg(?)}

50 folgt ams Hilfssatz 3:

1
22y (s, R) = Sn=a-1 2 Lals—1, 8, u(s, 841,

Qe ety =0l

Ang Hilfssatz 6 folgt, dald die Funktionen Cm(s—-l,ﬁ,t) fiir [m}24-
+t2> 0 im Streifen 1 —p< oK 2-bo mit 0 < ¢<<1/2 der folgenden
Ungleichung geniigen:

lCm(s —1, R” t)i < G]_(Q){H |s_,,_,iE:p (m)lgp}(zq-p—g)fz

el

e1(e) {ﬁ +e—ill, (m)|'313}(2+“—“)/2;

P=l

fiir |4 =1, > 0 geniigt auch die Funktion {,{s—1, ', D) dieser Unglei-
chung. Hieraus entnimmt man unter Beachtung von Hilfssatz 5(a), (21)
und (22), daB die Funktionen ¢F (s, &) die Voranssetzungen von Korollar 2
mit 6, =2y =1, 2, =2, 2 =1/2 wmd ¢(g) = es{e}lx(1+20) erfiillen.
Aus Korollar 2 folgt somit fiir vV, .,y >0, @ - % >1 und jedes
d>0: :

J f T @y +0, ..., g o) de - - Gt

¢ 1]
3 o [[ S o[

a=1
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Nach Anwendung der Hilfssditze 8(a) und 5(a) erhélt man unbor
Beriicksichtigung von 29+'w,RyjwR = 1:
yi*) p(1}

(23) f " f Polmy -+ 9D, ...y w0 D oo G
1] 0

v ) o)

_ (@m) I @) g 1) .
io(2, 84 0) 2w P qu'® go'? |
7 Th !:1[ of of

o

[y,

+off

il
Im Folgenden sei stets

(24) W<, P10,
voransgesetzt. Wegen der Monotonie von T'g(#y, ..., @) in allen Variab-
len gilt:

) et _ ) ' ‘ )
(25) f . f To(wy+oW—y®, L, g o) — @ do® - - dpt)

[} 0

@. y(l) o gfr')Tn(wl’ vary wf’)
Mo preb) ’
< f f Ty 410, ..., 2, 0" @0 - @,
b ]
Ferner ist
B mp.;.v(ﬂ)
_ﬁ_l_('.). f w'® gy () goplo)
sae gt
y y p=1 0 4
()
1 Y
M-é—r—( -zt -i-O((w st S_‘ ~ ),
19-1 »
alzo mit (23)
y("’) )

1

y(l) ae y(r‘) f Tﬁ(m]_"‘"'v(l),
0

[

ceey B0 Ao o golt?

(Zmye rt
- 27" 2o(2, KL O (@,
Iﬁl o2, R Hao

...mr,)=+0((m1---mr»)*jﬂ§)+

pwr P
(0.‘)1 mr,)2+" .
+0 (—-m o '
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analoge Uberlegungen ergeben eine entsprechende Beziehung fiir die lin-
ke Seite von (25). Somit erhalt man aus (25);

(27)"=2 -
Tolar, ey 0) = L gry (5, 9, 0 oy - )+

Vil

y(p) RN
$ )’ Z J(n g
Pl
Day glnstigste Ergebnis erzielt man mit
y ot = ... =97 = (py -+ @)U,

dlese Wahl ist mbglich, da fir @, - v, > 1 die Bedingung (24) erfiillt
ist. Setzt man die so gewshlten y(” .

.+, %) ein, so erhilt man:
Barz 6. Far Re®, v 22, @, ..., 4. >0 und fir jedes 8> 0 gilt:
{2m)"2

() Tl -y 0) o= =m0 L0 (2, K7 D) oy -+ 0
2—;4—5
+0l(@ - a) T )

2 2ty
(b) T{as, ..., a) = ‘Ijgl 27 e (2) (@ B P Offwy ) T ).
4.5. Als néchstes soll die fir + > 2, 2y, ...,2.> 0 durch

D@y ey @ i= ¥ @ (y)
Y0

o<y heg,

definierte Summe behandelt werden; darin ist d{a’) ;= d,{a’) wie in 4.1
Setzt man fiir m gamas (6), t gemiB (7), 8’ € H’ vnd o> 1

, Ha')

Myls, &, 1) 1= D> Lo dnf(a), 1),

F(@)
(@)exe
worin z(a’) die Moebinssche Funktion bezeichnet, so gilt:

(26) 2, ol

(V)sﬂﬂ

= S’ L (85 R D n (8, K, O 0nls, 8, DM (s, 8, 1);
ml,... ;)

S‘tl —St

dieg sieht man durch einfache Rechnung unter Verwendung der Identitit
|
S awyw( L) = .

{21(¥)
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Fiir die Funktionen M, (s, R', 1) gilt:
HorseaTz 12. Fir m gemaf (6) und t gemdf (7) ist mit b als Kias-
senzahl von H

' A% (3, 1) _
M5, 80, 1) -_ﬂm%":é)—, 1=0,...,h—1,
mit
AW, )

LA E) Gne, R H ZH )

Z0:9) (g) Z‘“ h=1] (5)
=det . .0 it e e e e e e e e e e e e
[ 2-10Ns) ... 2P0 8) e, Ky B 2R HH ) 7"**“‘“”(3)]
An(8) 1= C'iet(szf’ (8))k,l-u =11
ZN (5) : Z Lam(28, &7, D).

I
;2
S R T,

Bewois. Wegen An((8), 1) = An{(8), 1) = Aul(8),
durch einfache Rechnung sieht,

D) gilt, wie man

h—1

3 Mols, K, DZED(6) = Lls, Ky ),

L)

I
H

= 0, ...,h""_l;

Anwendung der Oramerschen Regel auf dieses lineare (leichungssystem
liefert die Behauptung.

Bemerkung, Hilfssatz 12 liefert zusammen mit Hilfssatz 5 die
analytische Fortsetzung der Funktionen M, (s, &',1) in die ganze komplexe
Zahlenebene. Da das analytische Verhalten dieser Funktionen im allge-
meinen jedoch etwas wniibersichtlich ist, soll im Folgenden, soweit nichts
anderes gesagt igh, stets voransgesebzt werden, daB der Korper K der
folgenden Bedingung geniigh:

(K9) die Idealklassengruppe $ von K ist das direkte Produlkt
von Gruppen der Ordnung 2.
Mit:

(), O ).
(@)

% /'Lm(

ﬁm(é‘) T=

(a)m(0)

gilt unter der Voraunsgetzung (K$H) offenbar Z%N(8) = &, Lo (28),
1 =0,...,hi—1, woraus folgt: A,(s8) == Ik (26), Al (8, 1) = L' (28} X
X e, K1), 1 =0,...,h—1, und

bm(s, 8, 1)

27 M (s, &, 1) = Ea2s)

KRe§.
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Hetzt man filr o > 1

Y ()

O (8) 1 = T exp {m” Bg(y)},

so folgt unter der Voraussetzung (K $) ans Hilisgatz 3, (2

1 1
PUETE L (25)

6) und (27)

(28)  PR(s) =

f "R;=‘Ro
Wegen
_— —lexp Iog—1~ll<expllo‘;}<ex {20z (1 +40)})
Fon (25) Em(@s) || = P ey | S TP EERL A
fir ¢ = 1/2 420 entnimmt man aus (28) und (17) mit den Hilfssitzen 5(a

und 6, daf die Funktionen &(s) die Voraunssetzungen von Hilfssatz 9
mit ¢ =0, 2z, =1/2, 2, =1, 1 =2, ¢,(g) = ¢}(0)exp {2 (1 +4p)} und
P = 4 erfiillen. Hiligsatz 9 liefert daher: :

Barz 7. Unter der Vorausseizung (K9) gilt fitr v’ 22, @y, ..., 2. > 0
und fir jedes 6> 0:
Wy
= Y B (loga, -

1
+ 0((.%‘1 Tt )

¥ (mla L] mr') = m:r')x"'_

_ 1
2(n+1)+6)
mit
1 &
. e (P 0—1—3
Bgtz)_zm E (—1)e x( e )Aff),
prxtl

worin die AP die Koeffizienten des Huuptleils der Lourent-Ewhoickiung
von DF (s) um den Punkt s = 1 bezeichnen. Der hiohste Koeffizient lautet:

2x)2 1 2" (27)2 Ry B\
Wl 6¢K(2)( wVd) )

Beweis. In Hilfsatz 9 ist 1, = {¢,"2-4> 41, p =1,.
Zen, also

W
BB =

.y 7', zu get-

» »

D=1 = Dle, =n!

p=1 p=1
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Bemerkung. Man kann die Funktionen M, (s, R, 1) aus (87) vep-
wenden, wn mit den hier dargestellten Methoden cine asymptotischo
Beziehung fiir dic Summe

-
M(wyy.ymp)ies > pi(y)

V-0
o <lyih Py,

herzuleiten, Auf diesem Wege crhilt man unter der Voraussebzung (L£H)
fir #' 2 2, @y, ..., @, > 0 und jedes &> 0:

Brj? 1 S
) M(w”""””:(h/zz)ff:K(z)'ml---wf‘—FO((wl-'-ww) ).

Ein SBatz von Rieger ([5], Hilfssatz 10) gestattet og jedoch, auf elermentare
Weise die im nachstehenden Satz formulierte asymptotische Begichung
fir M(a, ..., #,) 7o beweisen, die in beliebigen Zahlkérpern (ohne die
elnschrinkende Voraussetzung (K $)) giiltig ist und in der dag Restglied
offensichtlich besser ist als das in (29) angegebenc. Bei den anderen in
diesen § behandelten Funktionen liefert dieses HErgebnis von. Tiieger
allerdings, soweit iberhaupt anwendbar, durchweg schlechterc Rentglioder.
Sa1z 8, Far r' 2 2, oy, ..., @, > 0 gilf:

2mt 1
Mxg, ..., 2, m%m% < Bt Oy -+ a5, ),

Beweis. Satz 8 folgt aus [5], Hilfssatz 10 durch elomentare Rochnung
unter Verwendung der Identitét
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