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R 4 T NS L Quelgues résultats d’équirépartition liés -aux
FAORERTIICH MATHRMAIK : L ' nombres premiers généralisés de Beurling® = o

UNIVERSITAT MARBURG

D-3550 Marburg/Lahn . o . i pan

Tingegangen am’ 18.1.7978 (1029) JEAN-Pinire Boren (Limoges)

1. Inwroduction et rappels.

e | "1 Soit 2 = {pi},cw un enbemblu de nombres premlers génélahsés'
. de ]30111]111 o’ogt-di- dn‘ que & est muni d'ne norme i2—-R telle
a N S que:

o e T<lpll<lpall < ciglpli<... et limpfl = +oco.
. : [ . e :
Nous noterons .4 lo seini-gronpe multiplicatif libre engendré par & (A7 ost
e : , Pensentble des entiers”); auguel on prolonge || | de maniére totalement

W ‘ o o : nultiplieative: ‘

SIS

Nous supposerons 4 ordonné: & = (b}, de telle maniére que:

G e . - B S = el ) < Wl < S Bl < et lim b = oo

l lpait, & €N, a; =0 sauf un nombre fini. .

a—++co

A peut 8tre ordonnd aingl, de plusieurs agons éventuellement. Nous
gupposerons dans la suite de ee travail qu'nn tel ordre est fixé. Nous
verrons plus tard que, dans les cas considérds, les résultats sont indépen-
dants ’un el ordre.

1.2, Soit f une application de 4 dans €. Nous poserons alors:
Ble,f) = N J);  alw, )= Y f@); d,f) = 3 tog Ipl-f(p)
BES- el UHHGST
ol D (resp. p) roprésentoe Uélément générique de A7 (zosp. 7). On sait définir
sur A7 unoe fonetion do von Mangoldt par: ‘

logllpll s Ape#,dae N b =",
Ad) s
0 HINOIL.

* (e brnvadl corvespond & wne partic de ma those de géme gycle, effectude & L'Uni-
vorsl b6 ' Adx-Marseilla IT sous la direction du professeur G. Rauzy.
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On pose alors:
iz, f) = Bz, Af) = > ABS).
Wl
Enfin, g f est Ia fonction constante f = 1, on pose:
B{z) = Bz, 1);

(@) = m(e,1); pla) = p(z, 1)

qui généralisent & 4 les fonctions [@], m(w) et w(») elassiquos sur N*,

1.3. Soit ¢ un nombre réel positif. Nous dirons que f: 4" - C up-
partient & #, si:

e\
Je>0,3A(f)eC, Blx,f) =A(flo-+-R,f) et R{n,f) = O(TS@W)'

Alors la série L(s,f) = Y f(b)bl7% est absolument convergente pour
Re(s) > 1 dés que |f| appartient & un #,, done définit sur ce domaine
- une fonetion holomorphe. Bt, par un calcul clasgique, on obtient:

oo

1) L{s,f) =fw“”¢iB(m, =Sf m“’ﬂ%—’i’-d

1

f)
=ﬂ~)- —f-A(f)"st 2

§—1

_I_g_(%’_fl dz  pour Re(s)> 1

et, par dérivation sous le signe J, on obtient pour j =1 ot Re(s) > 1:

AU gy fb Bz, f)

(2) L”’(s,f):(—l}jj!—(- — ~log! ' wdw -+

1

v

) &4)
B(w P
+(—1Ys f w‘”—_‘—(——if—)— log? w .
/ o
Y
avee 4 = 4(1) s 0 et que, sauf indication contraire, p, 3 2. On sait que:
— K yy 2= 3/2, le théordme dos nombres premiers est vérifié:

Nous supposerons dans ce qui suit qu'il existe vo>> 0 tel gquo 15,

B} == e e | i Vaprés Beorling 137:
(@) loge Io(logm) @uprts - Bewrling [3;

— sl yp 2= 1, les indgalités de Cebidev sont vraios:

/] »
do,>0,36,>0, 22250, —<n(@)<0y=

logax ISE&:"

- {voir Diamond [7]). Les lmites 3/2 et 1 gont les meilleures poseibles.
Nous noterons {(s) = L(s, 1), holomorphe pour Re(s)> 1.

icm
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2. Résultats obtenns.

2.1. Boit X une application de 4 dans D = {zel| iz <1}, tota-

lement multiplicative (fL.e. X ([12%) = JTX(p,)™). Nous SUPPOSErons

que X virifie une condition de régularité, que nous noterons X e,

Cet ensemblo 27, défini & 1'aide dey & y1 Sera préeisé au § 4.3. Nous obtenons
alors:

TutortME 1. 82X e et Xt e &
tel que p(®, X) = B(X)e+o(w).
Nous verrons que cela revient & dive:

1, W emisto un entier B(X) e {—1, 0, 1}

w(x, X) = B(X)

b +0( @
loga loga |’
Deg rdsultats analogues au théoréme 1 ont déja été obtenus (par

exemple Milller [12] ouw Amitsur [1] et [2]) mais avec des conditions sur X
bien plus fortes que celles obtenues ici (cf. §4)

2.2, Bi {0,},v est une suite de nombres réels, nous dirons que la
suite {6}, . ost équirépartie sur U7 = {e] || =1}sila suite {0,)
est équirdpartie modulo 1. Roit J une application de 4 dans U. Nous
déiinissons alors # et Hg par:

fe B <la suite {f(h,)},.v est équirépartie sur U,

SeBg <1 suite {f(p))n. est équirépartie sur 7.

Nous noterons {f) le groupe des puissances de f. Alors le théoréme 1
entraine:

TeboREME 2, 81 X est totalement multiplicative et & valowrs dans U, et
si <Xped, on a: ‘ '

Xel «Xely.

Nous obtiendrons wne équivalence analogue pour des fonctions Y
simplement multiplicatives (i.e. ¥ ([Tp%) = [ ¥ (p#)) et a valeurs dans U.

Liv condition (X e o ost assez contraignante. Le théoréme 2 permet
copendant d’obteniv wn. résultab trés général, dont on déduit en parti-
enlior:

Twsowime 3. Sott # wn sous-anmeaw distinet de Z de Dannéau des
eitiors do Q(V ~d), d == 1,2, 3,7, L1. Soitm un dément non nad de &, ot I,
le groupe des classes de % modulo m formées @ dléments premiers & m. Alors:

(1) les éléments premiers p de % soni également répartis entre les classes
de I, au sens: : .

Ve, im { 31)( 317 = cara(fyy.
W 80 I Ip|=m
el eyt

A - At Arlthollea XXXV
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(2) la swite fargp + Olog Ipl} est bquirépariiec modulo 2w, lorsqve p déerit
o wmodule croissant les léments premiers dume classe Hel,, e o pour
tout 6 € R. - ' _

Ce théordme est nne géndralisation -du résultnt obtenu lorsgue
= Z(3) et 6 = 0 {voir Blanchard [4], chap. 6, pour une ddmongtration)
&b Pon obtient nne nouvelle démonstration de ce dernier yérultat,

Nous ne démontrerons pas le théoreme 3 el Ib est presque entidres
ment établi dans [5]. Pour Pobtenir exactenient, il sutfit de remarquer,
en reprenant les notations de [], que dans (1D len termes crreurs sond en
réalité O(x'®) A’aprés un résuliat de van der Corput, comie me Tw fait
ohserver M. Blanchard, done que [y est vide.

3. Critdre d’équirépartition sur U/, Nous allons ici dédnire du erifére
" de Wayl (par exsmple Kuipers—Niedepreiter [11]) une caracldriration
pratique des engembles B et Hg:

Tymonirun 4. Soit f une application de A dans U. Alors:
Bla, ") = ola),

1{;(;;[;’ fk) = O(fﬂ)

fel «Vke N,
" felg «VheN,
dds que Pune des conditions suivantes est vlrifide:

v 5 32,

N i .
L G(lop;m

yo2l ot

gt o=
La démoenstration de ce résullat nécessite quelques femmes prétimi-
naires. _ .
LovMe 1. Soit 4 une partie de A, délément générique b, f wne appli-
cation de 4 dams C et g une application absolument conlinue do F2, dans <.
Alorg: '

o T
S gBnfE) = gty X1 [ X ®) ¢ @
ez Il vt
’ 7',"6.55'1', tout simplement une sommation i ln Abel (voir par axemple
Bllison. [8], p. 11). o ' '
Ly 2. Supposons que ww(w) == O(wfloge). Alors powr toute applice
tion f de & dans D, on & (i.e. Tes trots linwites ewistont et sont dgales des que
Pune aw moins oxiste): :

-1
) a{w, £,

J

o N s @
limae~tylz, f) = Umae™ Ha, f) = Lo |-
. logs

] L : L--00

icm
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Nous allons montrer que, avec les hypothéses fadites:

(3) (@, f) 0 (x, f) = 0(zlogm),
(4) e, f)—loga n(e, f) = 0(-&._)_
In effet: ogs
e =t )l = 3 ogiplfe)< N loglpl
“pclii‘?’ o<

ety comme |plf

p%ll > 1, on a nécegsairement; ag[hgw ] Dot
logp,

loga
logp,

(s ) —d(e, £)] <.[

done (3). :
Bt en utilisant le lemune 1 avec .# = 4 et g(®) =logs, on obtient:
. ’ J. -

]Iogm ‘(@) = 0@ Ploga)

¢, f) —logw (s, f) = ~ fntt,f)fji
2y

f(') ((sltlaﬁi):) Endzzlén(l.)r(s c“iana D, |w(t, £)] < nit)= O(tllogi). L’intégrale cst done
AP ,‘ Nlog ). Le lerame 2 egt une conséquence immédiate de (3)
Le lemme 2 pent done s’appliquer dé I i
vt Pplie aes que y, 2 1. On en déduit en

sloye=8/2, w)=ato(@).

Lrvme 8. Soit M == {b,} e uné Dartie infinie de 4", avee |B,| eroissant
aw sens large, ot @'dément générigue b. Soient B(m) af B'(x) les entiors:

Biw)= Y1, Bo(a)= pE!
Bl M

alors las trois propridtés suivanies sont dguivalentes

(1) il ewiste une application B R — R} co?-ati%ﬁ@-wlle que:

Ba) = If’(m)—{«b(lr’(af;)]; |
(ii) Bo(w) = o(B(a)); |
(iif) pour foute application g de & dans D B
£ 1L i b t i)

- Yo | | ‘ , el en posant B(q-*,g{b

Bl

N ‘ ’
Ens AT ] " . 55 —1% B
ir:eiiN | Zg(b”’) = g <>i1mB(m) ‘Bz, g) = c. :

e 1 =300
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(i) = (i1} en ecffet, QLaprés (1), pour tout &> 0, il existe @, tel que:

@, = B0) (1 —e) (@) << BO(#) -+ }imﬂB(w’) < Bl = (L4-2) 1 (2)

dlon: B°(@) « 2 F{w) et (il).
(ii) = (ili) 81 N et « sont quelcongues ot vérifient:

‘ HBNH S,
e A Y

alors:
N

PXIAEICHIEAINI

w=l 1B 1

= B (w)

dés que g est & valeurs dans: D. - ~
Dolt en particulier si gy =1, on obtient: |N —B(2)] < Ba) ob:

N .

(3 9(8,) ~oN) —(Blz, g) —oB{w)

=

< (L lo]} B ().
On en déduit (jii) facilement, car N et B(w) sont dquivalents, o B (x)
est négligeable devant cux.

(iif) = (ii). Supposons que (il) n’est pas véritié, o'egt-d-dire  quil
oxiste £ > 0 ¢t une suite {@,}u.ex« croissante do nombres réels telle gue:

VneN*,  B(z,)>eBx,) o lima, s +oo.

N0
En gupprimant au besoin les premiers termes do ectte suite, on peut sup-
poser: '

(éar lim B(z,) = + oo},

=00

Ve N¥, BYw) =2

Pour chaque %, il existe done i = 4, tel que o, = 6] ait pour solutions:

b= EI-HG:

1 k< B,

On définit alors 1 fonction g de 4 dans I) par:

_ ] Bt
gloy) =1 sl ks [“"é%]s

- . 730
glua)= —1 5 0< Boa,) T < [f ;“’"")]ﬂl,

g(b) =0
Tl est alors immédiat que:
Vo e R},

si b nest pas parmi los précédents lorsque # déerit N™

Bz, g) = 0.

icm
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B (w,)
2

D’autre part, si n est quelcongue et N = 43,1+[

' ]
N tn N - =

I Ll L=l 2 2

], on obtient:

¢t comme N est infériour ou égal & B(w,) = i,+B°(w,), on obtient:

N
= 1
¥ gy > o ——
1521 2 eB(wm,)

done en faisant tendre # vers Ay

N
mN~ M g(F)>e2  cf g ne véifie pas (iii).
N-reo Jo== 1. ’

_ (ii) = (i) en cfet, si F est définic entre denx mormes conséeutives
"bn“ < llbn-]-ln Palri

F(”gnuﬁ) =1,
FlIby)l} = n—B(15,], _
I affine entre (b, et [[b,.l-

F est évidemment continue sur B, (en posant F(w) = 0 sl 2 < [Boll), etz

VoeRY, I(z)< B(o)<F(@}+B,(2)
ol o’ est la plus grande norme [B] inféricure & . Done (i) entraine que r
et B sont équivalents quand @ tend vers +oo. @

Nous pouvons maintenant établir le théoréme 4: le critére de Weyl -
g'énonce: une suite {0, /2m),ay ost équirépartic modulo 1 si et seulement si:

v
2 ¢y = o(N).

g1

Vi e N*,

done:
N

D f(bg) = o(I),

Tisss )

feE < VheNY,

N
felg =VheN*, D Hp.) = o(¥),

el

On. pout alors appliquer le lemme 3 avee J# = .47, (i) Stant vérifié dans
les deux cos, et avec A = #, (i) étant verifié si yo 2 3/2 eb (i) sl po= 1.
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Bt, d’nprés le lemme 2: ‘
Y — Z £l ;._ |
0,9 =0y (0,1 = ol

“Cela termine’ 1n dérnonstration du théoréme 4. m
0 ¢tant nn nombre réel, on détinit une application totalement muoalii-

plieative L, de 4 dans U par: :
L Ybewr,  Ly(b) = B e gl
On dédnit alors du lemme 1 )
Lrvvm 4. Soit g une application de & dans C. Alors;

B{ﬂl’, g) = C.?l*“i’ﬂko(m) = B(w, .G'La) == ) __.[_}:(}rq_‘:}é) i) "|~0(€U).

Posons B(z, ) = Co™*"+R(z, 9). En appliquant le lemme 1 svoe
g(x) = & on obtlent ’ ‘

Bo, gTn) = B(w, 9"~ [ B, g)a)

— Qg _ J O+ 4 (1 4R, ) — f R(t, g)d ()
: i " i
LA-ir i+i(r-;« %) -
T ] -J~o(m)+wlfo(1)dz

= ¢ i% gD Lo(), w
PROPOSITION L. Soit f une application 'dé v doms . A_.Zérs:
feB >Y0eR, fI,eX,
felg«VoeR, Ty € By.

Il sutiit en effet dutiliser lo théordmo 4, ofi lo Iemme 4

avee O ws 0
et en remarquant que:

(fL)* =f*L,, ~pour A,
v(@0) = B(w,g4) of ALY =ftAL,, pour By, w

L’appartenance & 7 on &' Hg

un Lg. Oe résultat ‘géndralize le
“s1 y egt une fonetion additive de
est équivalent & {y(n) )+ Ologn}

g est done inchangde en multipliant par
résultat énoncd par Delange dang [6]:
N dans R, {y(n)} est bquirépartie modulo T
eb équlrép&l‘tle module 1 pour: tout #
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réel”, 1o passage de fonctions dans R 4 fonctions dans U se faizsant par
¥ ¥ telle que ¥ (b) = ¢¥®, La fonetion flog bl donne alors Ly
Cettie proposition peut &tre relide au théoréme 2, donnant notamment :

Tuorivn 5. 8i X est totalement multiplicative et & valeurs dons U,
el §"1 ewiste un véel 0 tel que (XL = A", on a:

Xell=Xell.

I gutlit diappliquer le théordme 2 avee X' = X IL,, puis lo proposi-
tion 1. : '

4. Etude de la fonetion L(s, f).

4.1, 8if== X et totalement multiplicative et & valours dans I, L (s X)
o une éeriture en produit eulerien:

= [ 1-X(@)pI*)™" pour Re(s)> L.

On en déduit facilement gue:

—%“ X) = Y ABITE) I = ’fa:"sw___w(m’x).dm

4 d &
1

et, par un résultat clagsique:

: 2 \°
o4 i
1 r (I!bli) 1
XY = & Ab S
w(e, X) Py U-:L T (8 Xy +0 2 I

Hbi!

oll ¢ > 1, ¢t lo 0 est indépendant de o, # et . ‘ '

S8 X &ppmrfient A un #, avee R(z, X) = 0(2°) pour un réel 0 <1,
L(s, X)—A(X)](s —1) est holomorphe pour Re(s) > 6. On peut done rame-

ner Linbégration précédente sur une droite o < 1. L’intégrale entre o —iT

ot o-H4T est mlors o(2). Onpeut montrer qu’alors L(s, X) ne s'annule pas
pour lma(s) . Lo teyme principal de y(w, X) provient donc du résidu
en 8 =i, u;;,a.l & B{X)w, olt B(X) est Pordre du pole & =1 de L(s, X).
I1 ot tﬂ-mlv ‘do montrer que § == 1 est soit un péle simple de L(s, X) (si
A(X) # 0), soit wn point régulier (L(1, X) 5 0), soit an zéro simple.
Crost-d-dire que B(X) € {~1, 0,1}, et lo résultat du théoréme 1.

eaty cotbe mdthode qui (‘an utlhhuu par Mitller dans [12], pour des X
d’oxdre fini (i.o. 9m e N®, X% =1). Mais cotbe dernidre condition n’est
ubilinde que pour avoir [X (b} < L ‘

812 appartiont & oF,, Amitsur obtient le méme résultat dés que y = 2 _
ou -y =3 suivant oy X, m.us en utilisant de manidre essemticlle X = 1.
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pour un entier n: la démonstration est ,élémentaire”, et utilise un long
caleul gur les Tacines 7% de I'unité. Nous allons démontrer ici de manisre
analytique le résultat d’Amitsur, en enlevant Uhypothdse X d’ordre fini.

4.2. 8i f e #,, on ne peut rien dire sur Iexistence d'un prolongement
de L{s, f) sur une partie du demi-plan Re (s} < 1. Cependant, si § est un

< B
entier tel que 0 << j <y —1, Pintégrale f at "—(?,_f) dx converge absola-

1 w
ment pour Re(s) = 1, done définit sur ce domaine une fonclion continue
et bornée. On posera potw 0« j =<y —1:

Iy(f) = [ o™ R{@, f)log! wdw
{ .

e 8l O<{fCy—~1:

_ o 4Af)

g

(6) | (s, f) —(~1) JIE‘:‘:'L“)?:H
a un prolongement continu ¢t borné sur Re(s) > 1 (il sutfit dutiliser (1)
ot (2)).

Nous dirons que L(s, f) 2 un “pseudo-pble” on ¢ = 1 d’ordre B(f) si
Yo+ 20
LT _
Si L(s, f} est méromorphe sur ce demi-plan, cela signific que Ls, f) n’a
ni zéro ni péle sur la droite Re(s) = 1 sauf en 8 = 1, ot clle adinet un
pole d’ordre B(f) (ot B(f) = Z).

Oetite notion de pscudo-péle est intéressante pour 1a raison suivante:

TraorEME 6. 8% £{s) a un pseudo-péle en & =1 dlordre B gt 37 X est
wne application de A" dans D totalement multiplicotive et telle que L(s, X)
ait un psendo-pdle en s = 1 dordre B(X), alors:

plz, X) = B(X)z+o(x).

& un prolongement continu au demi-plan Re(s) s L.

C’est & dire que l'on pent obtenir une estimation de e, X) dd8 que
l'on connait le comportement de L(s, X) surla droite Re (§) = 1 Clo vésultat
repose sur un théoréme tanberion dit & Ikehara (on en trowvers e démon-
stration dans [137): :

THEOREME 7. _Soﬂ Tt [1, co[—+ R positive, eroissante et telle Gue

B(s) = fm*”df(m)

soit absolument convergente pour Re(s) > 1. On .mgajwse quil existe & > O

ol que F(s)—Cf(s ~1) soit continue pour Re(s) = 1. Alors:
fla) = Co-lo(a),
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En effet, on peut appliquer le théordme 7T i:
fl (@) = 2"4”(:0) + Re (’lp(ﬁﬁ‘, —X)) H
falw) = 29 () +-Im (1/)(5'3, X))r
fale) = y(z)

ces fonctions dtant croissantes et positives, et corvegpondant i:

20 = =25 0= 3 (F 0.0+ 26, 1),

& i(L €r
7o) = =250+ (50,0~ 1 6, 3),
) =~ )

En utilisant (1) et (2) avec f = 1,j =1 et s réel, on obtient: si £(s) a un
pseudo-pble en s == 1 d’ordre B, néecessairement B — 1. :
On obtient alors, comme X est & valeurs dans D:

e I — :
Tim (a—:L>»-—f(a,X>| =Tim|(s~1) 3 4@ X (0) o]

<l (o-1) 3] 4@ <m0 -0 £ (0) =1

[ 2% ) g1

ce qui entraine: .
’

1B(X)| = lim (a-1)-"%(a, X){gl.

gl

Done Oy = 2--Re(B(X)), 0y = 2--Im (B(X)) et 0, =1 sont positives,
et le théoréme 7 g’applique. Ce qui donne:
29(w)+Ro (p(w, X)) = 20+ Re(B(X)) o+ o(),
2p(@) -+ Im (y(w, X)) = 20+ Im (B(X)) e o(z),
wlw) = w0 ()
ot le rdsultat, m
4.3. Nous ddtinissons Pengemble o Qapplications X do 4 dans D
totalemoent multiplicatives par:
A A0 A ‘%/3,
‘:‘éfl = {.X Eu?n’ .A.(X) #: 0},
Ay = {X & F,| A(X) = 0 et Ly(X) # 0},
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Soit F(s) une fonefion holororphe pour Re(s) 2 1. On dira que B

a tn prolongement continu an, voisinage de & = :
nage V de 1-+4f dany le demi-plan fermé Re(s) = 1 tel que 7 admette un

prolongemnent continu sur V' (on notera aussi I ce prolongemoent).
Livmn 5. Soit f2 A - C telle que feFy. On pose L F) == AR
el om supposé quil existe un entier d tel que: .

| Ln:(f) # 0,

dz —1; fe.?fd_m;
~1 % J“’d 1w L(f) =
o a i s 8 o 1
Alors A (s, f)y— ) a wn prolongement dontinu aw Yoisunage de 8 == 1.
S Re.(s) > 1, on pose:
4(f) P e Bl (@, 1)
op(8y =L (s, ) — (Sig))g :—sf e f)—logﬁdm %[ :’-——-—dm,
A o [ e BT
a{8) mL(s,f)m-s ifl) - A(j)*jd,gf @ m_’___ dw |
. . ) i

@aprés (1) ot (2). Lhypothése fe 9, entraine que ¢y(s) ob ey(s) ont un
prolongement continu. dans lo (luu]—p](m fermé I%e( ) 2 1, notés cneore 6,

et ¢y Tit:
— uf d == —~1,
L 1 e(s)Fegs)(s—1)
T T T R o) 6=

a un prolongement continu dans Re(s) 3= 1 tel que sur V voisinage des-=1

: iﬂz'(b’)(l\'?.-l)i <A(f.) sur v
— §id == 0,
L els)
AUy =0 eb )

a un prolongement continu sur un voisinage V de s = L 1ol quo oy(s)
goit non nul swr F, ce voisinage exigtant cay

=, 5) = Talf) 03

— &l deN* les fonctions L9(s, ), 0<j <L d+1, sont continues
gur le_ demi-plan Be(s) = 1. 11 existe done dewx fonetions contjnues sur

6 (1)

w b A8 @I existe nun voisgi- -
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ce méme domaine oy(s) et ¢,(s) telles que:
a
i
Bls ) = DI, )s 1) 4 e~ 1y,
J=0
-1 1
. R
I, ) ,_\_J FFL(””(:L (s —1Y 4 (s —=1)%¢,(s).
Or, avee (1) ob {2):
L(L, f) = Ly(f) = 0,
L, N
) o l . 0 L3 . H_
= (= W Ly (F) (- 1Y Ly (f) = 5 sil<i<d—1,
(~L1)*Lg(f) #0 sij=d
ob
'{:,L(S’f)——““““r—' e c‘l-(s) ""GB(S)
L s—1  (—1)% : .
- T el 4 (s —1)e(s)
orsque Re(s) = 1 o done un 1)]:01011gémenb continu sur ¥ tel que:
. X 1 ’
(8 =V ea(s)] < —Ta(f)
d’ott le leanne. w
Deux sorbes d’applications f échappent 4 co lemune:
<dg D,

— les applications telles que Ly(f) n'est détini gue pour O <
et telles ques. :

0 = Lo(f) = Ly(f) = ... =TIp(f) —A(f);"

— les applieations telles que Z,(f) ost défini pour tout entier d, et
toujonrs nul. Dang co dernier cas, si B(z, f) = 0 (2°) pour un réel ¢ < 1,
le développement do Laarent de L(s, f) autour de s = I a toug ses coeffl-
cients nuly, douve f -0, ‘

Mais con applications ne penvent dtye totalement mualtiplicatives.
Hn - affel: |

JLmmwi 6. & X est Eomr'cmammumplwatwo, et vémfw X e F, 6f A(X)

= Lo(X) == 0, alors: Ly (X) s 0.
Voir ﬁLI._] ou [B] pour une-dédmonstration détaillée. Le résultat provient
do:
_ ' i X (D)
XeF, ot A(X) = Ly(X) =0 1——#«”—)—\ og ﬁ% e Iy (X) o (1)
‘ o : oz . a '
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d’on:
7 X (B)u(d) 2"1 X" @
1 = ——e -~ 10g —
e T Il ] T by
b
g
o X(b)u(d) .
= —I (X ILElL do(loge
P

bl
ot p ost la fonction de Mobius sur A7

4.4. Nous allons maintenant nous intéresser & L(s, f) an voisinage
d'un point s = 1-+4t; + # 0. :
T 7. 8i X est totalement multiplicative de A dans D, et telle que:

!

L . L
XeF, e X2eF,, dors ——_ﬁ-(s, X) a un prolongement continu av demi-

-plan. Re(s) = L privé point § = 1. ,

En effot, X e &, et X2 e &, entrainent que les fonetions L(s, X),
I'(s, X) et L(s, X*) ont des prolongements continus sur Re(s) = 1 privé
de s = 1. Tl regte done & montrer que L (s, X) ne g'annule pas sur ¢e domaine,
ce que Uon sait déjd pour Re(s)>1 A Dgide de DVéeriture en produib
eulerien.

Supposons gque L(l-+it, X) = 0, avee t o 0. Hn considlérant les
fonotions d'une variable réelle L(s--it, X) et L'(o-+it) X) détinios et
continues pour ¢ >1, on obtient: .

limw = L1 4ty X).
gl o—1 )

Or, X d¢tant totalement multiplicative, on gait piontrer par une

méthode eclagsique que:

Vo1, |0 L{otit, XYL(o+2it, X2)| 3 1

ot comme LmI(o-+2it, X2) = L(1+ 24, X*), on obtient: Jima §{0)® %

- § Ol

¥ (o—1)* >0 d’oh une contradiction, car B(w) = 0(w) entraine {(o)

“of2,). - .

Remarque. On sait que & fed,, L<y<2, L{s,f)est lipsehit-
zienne dordre y —1 au voirinage do L--4t, ¢ 5= 0, d’ol: '

— Lo +1it, X)
Lt I e 5

Tl est facile de voir que lon peut remplacer la condition. XcFy

par X e F, (on obtient alors la méme contradiction). On peut wmontrer
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par unce méthode analogue mais plus eompliquée que L(L-4, Xy £0
si ¢ 7 0 dds que X e F,, et X® € F; pour tout » > 2. On montre d’abord

gue pour tout nombre réel % fel que 1<k <2, il exigte un polynime
trigonométrique:

N
P(p) = 1+Tkcong+ k2" " cosnp

n=2

tel que P (p) soit toujours positif ou nul. On en déduit:

N
Vo1, |§(0)Llo+it, X [] L{o+nit, X" = 1

el

ot une contradiction analogue & celle du Jemme.

5, Fin des démonstrations des théordmes 1 et 2.

5.1. Los lemmes 5, 6 et 7 cntrainent immédiatement la:
PROPOSITION 2. 8i X & A ef Xt ¢ Fy, la fonction L(s, X) @ un pseudo-
péle en 8 == 1 d'ovdre B(X) avec: '

1 st Xed,,
B(X)=410 st Xed,,
"_1 8'].: .X"efa-

Or 'hypothdse v, > 2 entraine que 1 & ;. On peut done appliquer
la proposition 2 avec X =1, B(1) = B =1, done le théoréme 6 avec X
tel quo X € A ot X? e #,. Oela donne exactement le théoréme 1. w

5.2. Soit K un groupe multiplicatif d’applications de .4 dang C
tol quo K = . Alors X ¢ K ontraine que X est totalement multiplica-
tive ot & valenrs dans U. & on note K; = Enaty, 1 i< 3, on sait alors
{voir [B] ou [9]) que: : o

Kiles Ky, i==1,2,3  (ear dans K, X! = X),
(6) Kol = Ky KX Ky e Ky Ky xEs < Ky
’ ."{]‘ s J(z [ et I{:g‘; ICH # ]{g o=} .K,_ .

done on particuller K et K MK, sont des soug-groupes de K, et que
(KU Wt ) =5 2, :

Supposons que (XD < A On peut done appliquer le théoréme 1
4 toutes lep puissances X¥, ce qui donnoe: : _

YieN*, wlo, X = B(X*)z+o(@)
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d’otlr:
XeBeVYhe N, A(XY =0 d’aprés le théoréme 4,
b Tl Y -, .
«VheN', Xew,ux, card(X") £ 0caractérise ', dans x>,
A ¥ . . R .
<« VEeN', IXteu, car 81 X* e o7, on obtient

. . 1 SN
=VEeN", BXY =0 AT e weo (©),
1 ) f: . = s

<X ¢ Hg

On o done étabii le théoréme 2. m
Les propriétés (6) permetitent aussi doblenir:
PrROPOSINION 3. 8 X et X' vérifient (X, X'> < a((K, X7 ost Lo
groupe mulbiplicatif engendré par X ot X', alors:
X el
Xe¢l
e En ecffet, X ¢ & entraine Iexistence d'un enftier ny, & N* tel que
X" ¢ o, daprés le théorsme 4. Alors X™ e 9y,
De méme, si XX™¢H, il existo ny & N* tel quo (XX ¢ 4
Alors en utilisant encore (6): ’ e (LT e

20908 o 2R N
.X J.ZX 126.%"1‘(}.13-

d’apres le théordme 4,

=VneZ, n#0 > XX"cl,

o ATy .
X7 e gy e XN g g

ce qui (i,ntmine avec le théordme 4 ¢b X cli: 2mm,my = 0 Lolt 1 = 0, =
Mais, en pratique, la condition (X, X% < o est difficile & vérifier,

y 6.-dCas des fonctions multiplicatives. Soit ¥ une fonetion mulipli-
cative de " dans U et X = X(¥) la fonetion fotalement multinlicati 0
de.#" dans U définie par: ¢ nmitplicative

Vpe?, Xp)=Y¥(p).
11 est alors imia'l_édmt que, d’apres la définition de g, on an
X elg X elly. . |

a1t (76171 art il ' N, |
_ (?11 peut d cyutm part utiliser dans lo cadre de la théorie des nomhres
prexdery inTgéﬂuﬁrallscég wne technique employée par Haldsz dang [107] powr N*:
comme ¥ egt multiplicative, Li{s, ¥ luit: oul ‘
. ‘ b L8, X} a une deviture on produit calerio
oo By o | ‘ 1 luit oulorion

| Lis, T) = | [ {1+ Y @) o™+ X () pl =+ ...
et la fonction H(s) = L(s, ¥) IL{sy X) est une gérie de Dix’io‘lll.'c‘b abgo-

lument convergente pour Re(s) > 12 i9q
b _ ] = 1/2, puisque ¥ out & valoor s UL
Qn utilise alors le lemme suivant, étﬂ,b’li dang [10]: b Ullﬁ e T
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Lammm 8. Svient
T (s)= D f(b) b1,

trois séries de Dirichlet comvergenies pouwr Re(s) > 1, et telles que sur o¢
domaine F(s) = H(s)F°(s). Supposons que lo série H(s) soit absolument
convergente en § =1, ei que Pom ait:

Fo(s) = D PBIBITS,  H(s) = D) MBEIT

wr@) = ¥ le) = Outol)
fbjl<a .
alors on a:
Mig) = 3 f0) = C 2-’%’]—)“0@) _ CH(L)e+o().

1Bl

Bn prenant f = ¥* ot f° = X*, & déerivant- N*. Comme X (¥*
= (X(X)), les fonetions IL{s, ¥¥)/L(s, X*) sont des séries de Dirichlet

absolument convergentes en s = 1, done avee le lemme 8 et le théoréme 4

on obtient: .
iy ed, XeHeoYel

e gqui eutraine Péquivalence:
Yell«Ycly

dog que L3> « A

(Fest-d-dive que Pon obtient un analogue du théorcme 2 pour des
fonetions simplement multiplicatives, mais 'hypothése de régularité
porte cette fois sur X = X (Y} et non sur Y elle-méme.

¥ Bibliographie

[] 8. A, Awmitsur, drithmelic linear transformations and abstracl prime number
theorem, Comad, J. Math. 13 (1961), p. 83-109,

[21 == Correction to . Avithmetic linear transformotions...”, ibid. 21 (1960), p. 1-5.

31 A. Bourling, Anelyse de la lot asymplobique de distribution des nombres premicrs
généralicds, Acta Math. 68 (1937), p. 255201,

4] A. Blanehwrd, Dhdoric analylique des nombres premiers, Dunod, 1869

(51 J.-I. Borel, Prolidmos & équirépartition Tde auw nombres premiers généralisés
de Bowrling ot oum systimes &'enticrs de Gougs généralisés, Thise de 3e cycle, Tniv.

Ajx-Marseille 1T (1077). _
. Dolange, Quelques résultals novveaus sur les fonetdons additives, Bull, 8.M.F.

mémoire 25 (1071, p. 45-53. .
. G. Diamond, Chelychen estimates for Beurling generalised primes, Proc.

(7]
Amer., Meail. Soc. 30 (1673), p. 803-D08.
[8] W.J. Ellizon, Tes nombres premier fers, i mann, 1973.

167



Joan-Pierre Borel

292

[9] W. Forman and . N. Shapirve, dbstrawt prime number theorems, Comm.
Pure Appl. Math, 7 (1954}, p. 587619, - .

10] G. Halagz, Uber die Mitiehwerte multiplikotiver 2ahlentheoretischor Funlitionen,

Acta Math, Acad. Sci. Hungar. 19 (1968), p. 365-403. .

L. Kuipers and H. Nioderreiter, Uniform distribution of sequences, Wiley-

Interscience, 1974.

[11]

[12]
250 (1973), p. 171-182.

[13] D. V. Widder, The Laplace transform, Princeton Univorsity Press, 1040,

DEPARTEMENT DH MATHOMATIOURS
T.B.R. DES SCUIENCES

123, rue Albert Thomas

87100 Limoges, France

Regu le 25.1.1078

et dans lo forme modifide le 2.5.1578 (1038)

I, Miiller, Hin Beiirag zur abstralien Primsahbltheorie, J. Reine Angoew. Math.

icm

ACTA ARITHMETICA
XXXVIII (1980)

A note on Dirichlet’s L-functions
by

R. BALASUBRAMANIAN (Bombay)

1. Introeduction. The aim of the paper 1§ te prove an asympiotic
formula for 3 |L{}+it, y)|2 (see Theorem 1 below). This is an improve-

z

ment of result of Gallagher [3], who proves an upper bound for the sum.
e remarks that it is posgible to get by his method an agymptotic formula
In the range [t| < ¢°". (The condition |t < ¢"¥ as given in the paper
is a migprint.) He also remarks that Selberg and Paley have asymptotic
formulae for {f| < ¢*"~°. We prove below the agymptotic formula in the
range [tf| < ¢*47* In the range [f| > ¢**~*, Gallagher’s result is better
than ours. It is no doubt possible to deduce Gallagher’s result also by our
method, but since the proof ix essentially the same as that of Gallagher,
Wwe are not giving the proof. For some other results, see § 5.

This paper can be considered as a continuation of my paper A nole on .

- Hurwits's Zeta funetion [1].

2. Statement of the theorem.
THEOREM, The asymplotie formula

2 —_—
NG (E+it, ) = %ﬁ’—logth(q(loglogq)z) 0P
x .

+0 (gllstzlzs le10;/10—5,'5)

holds uniformly for all values of g, and t 3= 3.
ConroLrary, If [t| < ¢ then
T 7*(9)
ittty g - Lrogg

X

for all t= 3.

3. Notation. To avoid minor complications, we make the following con- -

vention. A sam of the form 3 fim) is defined to be zero if either b <
a<meh .
or the semiclosed inferval (e, 5] does not contain even one integer. In

5~ Acla Arlilimeliea XXXVIILA



