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- Berechnung einiger Poincaré-Reihen
yon

Jiirgen Herzog und Manfred Steurich (Essen)

Resiimee. In dieser Arbeit werden mit den Methoden von Shamash (siehe J. of Algebra 17, 19)

Poincaré-Reihen Pgr gewisser lokaler Ringe berechnet. Es wird zunidchst die Theorie von Shamash

auf kommutative, endlich dimensionale k-Algebren ausgedehnt, eine obere Abschidtzung der
Poincaré-Reihe durch eine rationale Reihe und Kriterien fiir die Gleichheit in dieser Abschidtzung
angegeben, Als Anwendung davon werden Poincaré—Reihen von einigen k-Algebren der Gestalt
klXq, ..., Xu]/2U bestimmt, wobei 2 ein Ideal ist, das von Monomen in den Unbestimmten X; erzeugt
wird. AuBerdem wird gezeigt, daB jeder Cohen—Macauley-Ring, dessen Multiplizitit kleiner oder
gleich 5 ist; eine rationale Poincaré—Reihe besitzt. SchlieBlich wird fir die Reduktion eines Ringes R
modulo eines Elementes aus dem Sockel die Abschitzung der Poincaré-Reihe PR des reduzierten
Rings R: PR Pr(1— X2PR)™? hergeleitet. Mit den benutzten Methoden 148t sich zeigen, daB fiir
eine gewisse Klasse von Gorensteinringen in dieser Abschidtzung Gleichheit gilt.

Das letztgenannte Resultat fiir beliebige artinsche Gorensteinringe wurde mit anderen Metho-
den von L. Avramov and G. Levin in den Stockholm Lecture Notes, No. 15, 1976, bewiesen.

Einleitung. Mit den Methoden, die Shamash in seinen Arbeiten [10], [11], [12]
entwickelt hat, sollen hier die Poincaré~Reihen gewisser lokaler Ringe berechnet
werden.

Im ersten Paragraphen wird die Theorie von Shamash kurz skizziert und gleich-

" zeitig auf kommutative, endlich-dimensionale k-Algebren ausgedehnt. Im allge-

meinen erhdlt man fiir die Poincaré-Reihen eine obere Abschiitzung durch eine
rationale Reihe, vgl. (1.2). In den Folgerungen (1.7) und (1.9) werden dann Kriterien
angegeben, wann in (1.2) Gleichheit gilt.

In § 2 wird die Theorie auf Algebren mit monomlalen Relationen angewandt
das heisst auf Algebren der Gestalt k[X7, ..., X,]/2L, wobei ¥ ein Ideal ist, das von
Monomen in den Unbestimmten X, erzeugt wird.

In §3 zeigen wir, dass jeder Cohen-Macaulay-Ring, dessen Multiplizitit
Kleiner oder gleich 5 ist, eine rationale Poincaré—Reihe besitzt.

Schliesslich untersuchen wir in § 4 das Verhalten der Poincaré—Reihe bei der ,
Reduktion eines Rings modulo einem Element aus dem Sockel.

Ist (R, m) ein noetherscher lokaler Ring mit maximalem Ideal m und ist ¢ ein
Element aus dem Sockel von R, dann gilt

(4.1) PR <PrX)(1~PrNX?) ™,

4 — Fundamenta Mathematicae CV/2
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wobei R = R/oR und Py bzw. Pg die Poincaré-Reihe von R bzw. R bezemhnet
Wir zeigen dann in (4.7), dass fiir eine gewisse Klasse von Gorensteinringen

sogar Gleichheit gilt.

§ 1. Die Berechnung von Poincaré-Reihen von k-Algebren nach Shamash

Es sei k ein Korper. Unter einer k-Algebra 4 wollen wir im folgenden stets
eine endlich-dimensionale lokale k-Algebra verstehen, deren Restklassenkdrper
mit k iibereinstimmt. Falls 4 ausserdem graduiert ist, dann soll 4 entweder kom-
mutativ oder strikt antikommutatiy sein, sonst aber immer kommutativ.

Fiir den Fall, dass A4 strikt antikommutativ ist, hat Shamash in den Arbeiten [10],
[11], [12] eine Theorie entwickelt, die es in manchen Fillen gestattet, die Reihe
PA(X Y) = Z dxkaorm(k k)X ry®

PaZ
zu berechnen. Tor,, bezeichnet hierbei den g- -ten homogenen Bestandtell von Tor

Seine Methoden konnen vollig analog auch auf kommutatwe k- Algebren
angewandt werden. ‘

Es soll hier kurz seine Theorie skizziert werden, ohne auf die Beweise im ein-
zelnen einzugehen. Der Leser sei dazu auf die Originalarbeiten verwiesen.

1. Die aBgeleitete Basis von (%15 oo X)- (X4 ,‘..., X,)-sei ein minimales Erzeugen-
densystem des maximalen Ideals m von 4, & die Menge aller Folgen
‘ G e i) 1E << S, k2 1) |
und 7: #—m die Abbildung mit _
Ty s I) = 5‘;3’% e X

Es ist klar, dass (%) ein k-Vektorraum-Erzeugendensystem von m bildet.

Wir ordnen die Menge aller Folgen # lexikographisch und deﬁnier,en eine

Teilmenge #* = F wie folgt:

Ein Eléement Ie % soll genau dann 7u B* gehoren, wenn ’C(I) nicht enthalten
ist in dem Vektorraum, der erzeugt wird von den Elementen Je % mit J<I.

Man iiberzeugt sich leicht, dass :

1) z|#* injektiv und )

2) ©(#*) eine Basis von m ist.

B = 1(F*) heisst dann die abgeleitete Basis von (x\, ..., X,). Es ist Klar, dass B
und # nach der Wahl von (xy, ..., x,) eindeutig bestimmt sind.

Offensichtlich gehoren die Elemente x; zu 4. Sie heissen primir, die ubngen
" Elemente heissen sekuna’ar '

2. Gute und schlechte Elemente. Der Komplex

ds dy  dy
Z..oom @ mQ m—-m Q mom—k-0,
k k k- .
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wo also %, = @ mdas p-fache Tensorprodukt von-m iiber k ist, a?1 =0 und

k)

p—1

dfa; ® ... ®a) = Z (“1)1“01 Q@ ® 841 ® - ® a,

fiir p= >2 heisst der Bar-Komplex der k- Algebra (4, m), wenn A4 kommutatw 1st
Falls 4 strikt antikommutativ ist, setzt man d; =0 und .

¥ (1)

},(a1 ®..®a) = Z (=" 4G Q.. ® 4t ® ... ® a,

fiir p=2, a, homogen, deg(a) = o;. )
Bekanntlich ist H(Z)~Tor(k, k). Ist A graduxelt und setzt man

deg(a1 ®..Qa)=y deg(a,), ‘a; homogen,

dann sind die D1ﬁerent1at1onen d homogen vom Grad 0 und daher ist- dann H (%)
fiir alle p ein graduierter k-Vektorraum ‘
Bezeichnet H,(%), den g-ten homogenen Bestandteil von H,(%), dann gilt

H(%),=Torp,k, k) .
Im folgenden sollen gewisse Untervektorriume F(p) und G(p) von %, definiert

werden, die wesentlich von der abgcleiteten Basis # eines minimalen Erzeugenden-

systems (xy, ..., X,) von m abhingen.
Fir p=>1 sei &, die Vektorraumbasw von & s bestehend aus den Elementen

a ®.. Q@ a,, a; ng?

Es soll zundchst gesagt wcrden welche Elemente von B, gut bzw. schlecht
sind. "

a) Die priméren Elemente von %, heissen gut.

b) Ein Element a; ® a,'e Qz helsst schlecht wenn @, primdr ist, etwa ¢, = N
und wenn es ein Element (i, ..., i,, i) € #* gibt, so dass

ay = Ty, ey ) -

¢) Ein Element a; ® ... ® a,€%,, p>2, heisst gut, wenn @; ® ... ® a,—,
gut ist und wenn gilt: Entweder ist a, primér und a,.; ® 4, ist micht schlecht,
oder' @, ist primir, und es gilt

o) @,y @ x; ist schlecht, wobei a, = (i, ..., %, i) und

B) a,—; ® a, ist nicht schlecht.

d) Ein Element ¢; ® ... ® 4, € #,, p=>2, heisst schlecht, wenn a; ® ... ® a,_,
gut und @,-,; ® a, schlecht ist. '

Die Untervektorriume F(p), G(p)S%, werden nun wie folgt definiert:

Wit setzen G(0) = k. Fiir p>1 soll G(p) der Untervektorraum von &, sein,
der von den guten Elementen aus &, erzeugt wird.

4%
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Fiir p >2 sei F, der Untervektorraum von %, der von den schlechten Elementen
aus 4, erzeugt wird. Dann wird. F(0) = F(1) =0, F(2) = F," gesetzt und
F(p) = F(p—1) ® m® F, fiir p>2. ‘

Nach djeser Fiille von Definitionen und Bezeichnungen kénnen wir im néchsten
Abschnitt die wichtigsten Resultate formulieren.

‘3. Die Siitze von Shamash und Folgerungen. Alle Resultite dieser Arbeit

griinden sich auf die beiden Sitze dieses Abschnitts, die Shamash fiir strikt anti-
kommutative Algebren bewiesen hat, die aber genauso fiir kommutative Algebren
gelten.

Sarz 1.1 (Shamash, [12], Cor. 2 zu Lemma 4). Fiir alle p>0 gilt:

1) %, = F(p) ® dF(p+1) ® G(p),

2) d ist injektiv auf F(p).

Aus 1.1 ldsst sich leicht eine Abschitzung herleiten: Sei ¥ der Unterkomplex
von % mit Y, = F(p) @ dF(p+1), p>0 und sei Z der Quotientenkomplex %/ Y.
.~ Aus der exakten Sequenz

0= Y>Z-T 0
und aus 1.1, '2) erhilt man H(Y) =0 und H(%‘) H(Z). Aus 1.1, 1) folgt dann
weiter
dim, G (p) = dlmﬂl” fir p=0.
Insgesamt erglbt sich daher, wenn man g(p) = dim, G(p) setzt
FOLGERUNG 1.2, P,(X)< Z g(p)X°.

Unglelchungen zwischen formalen Potenzreihen verstehen wir dabei koeffizien-
tenweise.
Wir zeigen als Nachstes dass die Reihe G (X)= Z g (p)XP? stets rational ist.
>0

Dazu definieren wir eine (n+1)>< (n+1)-Matrix M (4; Xy = (ay), die von der
Algebra 4 und von der Wahl eines minimalen Erzeugendensystems x = (x,, .. s Xp)
von m abhingt.

Die ganzen Zahlen oy, i, j =0, ..

1) 090 = 0,

2) ay; = 1 fiir i1 und j<i—I,

3) ag; = Anzahl der gutén Elemente x; ® ¢, wobei @ sekundir ist, fiir
j=1,..,n

4) Fiir i=1 und j>1i ist

.',‘n sind folgendermaBen erklirt:

{1, falls x; ® x; gut,

% =0, sonst.
1
Sei nun v, d'er‘ Spaltenvektor 0 und v, = M(4; x)’vy, p=0.
\o/
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To

Setzt man lul Z ri fiir emen Vektor v = , dann folgt unmittelbar aus der

Definition von G(p)

Lemma 1.3. g(p) = |v,| fiir p=0- :

Aus 1.3 ldsst sich leicht die Rationalitéit-y von G’A(X') ableiten. Sei namlich
M=M(;x) und N = M°+MX+M>X2+.. die Matrix, mit Koeffizienten in
Z[X], dann ist [Wwve| = G,(X). Andererseits gilt A = (zs’fMX)“l, wobei & die
Einheitsmatrix vom Rang n+1 darstellt. -

Setzt man £ = & —MX und bezeichnet 8;; die Matrix, die aus £ durch Strelchen
der i-ten Zeile und j-ten Spalte hervorgeht; dann ergibt sich aus der Kramerschen
Regel L .

= (det®)"'(cy), wobei ¢, = (—1)"*1det®,, .

Wir erhalten also L . .
LEMMA 14. G(X) = LZ( l)jdetﬁoj)(detﬁ)" | o

~ Falls die Algebra 4 graduiert 1st dann gilt das bisher Gesagte mit genngfuglgen
Anderungen auch fiir “die Reihen
PyX, Y) =Y dimTorj(k, k)X ¥*
,420 X
und

G, 1) = ¥ (b, q)X"Y“

p,qz0

Es ist klar, wie g(p, ¢) zu definieren ist: Bezeichnet G (p)g den Vektorraum, der von
den guten Elementen aus #, vom Grad g erzeugt wird, dann ist

9(p, g) = dimG(p), .

Es gilt dann.

D P&, V)<G4(X, 1),

2) G4(X, Y) ist eine rationale Funktion, :

Der folgende Satz von Shamash gibt an, wann in 1.2 Glclchhelt gilt.

Satz 1.5 (Shamash, [12], Main Lemma). Falls d%; = dF(3), dann  gilt
d%, = dF(p) fir alle p>0.’

Gilt d@” = dF(p) fiir alle p>0, dann ist d1e Differentiation auf & tr1v1a1 also
H#) =

Aus 1 5 folgt daher

FOLGERUNG 1.6. Falls d%; = dF(3), dann gilt P4X) = G« X). Ein entspre-
chender Satz gilt natiirlich auch im graduierten Fall.

Wir sagen A erfiillt beziiglich einem mlnlmalen Erzeugcndensystem (xl, ces Xn)
des maximalen Ideals m von A die Bedmgung (S), wenn d%; = dF(3) i
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Man beachte, dass F(3) nicht nur von 4, sondern auch von der Wahl von
(xg; .vs X,) abhingt! ; i

W1r geben nun zu (S) aqulvalente Bedmgungen an, dxe s10h in konk1eten Fillen
oft leichter verifizieren lassen.

LemmA 1.7. Folgende Aussagen sind dquivalent:

 a) A erfiillt beziiglich (xl, wes X,) -die Bedingung (S).

b) dim, Torj(k, k) = g(2). '

Beweis. Es gilt d%'s = dF(3) genau dann, wenn Hy(%) =
und dlmHz(&? ) = dimTorj(k, k), folgt die Behauptung.

Sei nun 4 = k{x, ..., x,] eine kommutative k-Algebra. Wir stellen A dar als
Faktofring einés Polynomrmgs 4 = k[Xy, ..
Die x; seien die Restklassen der Unbestimmten X; und # sei die abgeleitete Basis
VOIL (Xq, veey Xy)- o

Fiir i<j sind die Elemente x; ® X, stets gut. Die {ibrigen guten Elemente von 4,
nennen wir wesentlich und bezeichnen mit G die Menge der guten wesentllchen
FElemente von 4,. :

Jedem Element geg, ordnen wir dann ein Polynom F; e 2 zu.

"Sei g =x; ®a, geG,, dann gibt es genau ein Element ceF(Z), 50 dass

dc— dg .

¢ besitzt eine emdeutlge Darstellung

z aj’

ajEA .

Seien Fy,.. E,, F Polynome aus k[X 1 oee
a = F+9, dann setzen wir .

Fg = Z Xle—"XiF“
Es ist dann klar, dass F, ein Element von 2 ist. Ferner sieht man sofort, dass F blsk
auf Elemente aus (X, ..., X;) % eindeutig bestimmt ist. « -~ o
LemmA 1.8. Die Polynome F,,g9e@G, bilden ein Erzeugendensystem von ‘21
FOLGERUNG 1.9.. Folgende Aussagen sind dquivalent: " ‘
v a) A - erfiillt ‘beziiglich (x4, ..., x,) dle Bedingung (). o
. b) Die Bql_ynome Fy, €@, bzlden ein minimales Erzeugendensystem yon .
Beweis. Nach [7], 1.4.15 st . o ‘ ‘
| chkaorz(k k) _( )+dim,,ﬁ[/(X1, e )y
und es ist UV T e Ch T
(2) ( )+ Anzahl der Elemente von G, L.

v k]
!

Aus 1.7 und 1.8 folgt somxt die Behauptung

icm
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Beweis von 1.8. Wie im Abschnitt 1 ordnen wir jeder Folge (i, ..., i) € #
ein' Monom (i, ., &) = X3, X, ... Xy, Zu.und- iibertragen die. 1ex1kograph1sche
Ordnung auf &F aufd1eMonomemk[X1, o X IstFek[Xy, ..., X, F = Z a,X?,
ein Polynom, dann setzen wir degF = max{r X v)/a # 0}.

Fiir Elemente. Fe % zeigen wir nun durch Induktion nach degF, dass
Fe (Fyec, - ,

Der Induktionsbeginn ist trivial.

Sei nun Fe A mit (iy, .., &) = dch>(0 .). Da F ein Element von 2 ist,
folgt (iy, .., iy) ¢ #*, und es gibt eine Zahl r, 1<r<k, so dass

[CWSALE LN

Das bedeutet aber, dass entweder das Element g, = X;, ® Xj - %y, ~oder
g, = x;, ® x;,_, ein gutes, wesentliches Element ist. Man iiberlegt sich leicht,
dass F, so gewdhit werden kann, dass degF, = (iy,..,%). BEs ist dann
degFp X oy oo Xy = degF. Folglich gibt es ein Element l ek, so dass

(s eves Brmq) g_.@&‘* aber

deg(F—AF,‘X}” poe X)<degF.

Nach Induktionsannahme gibt es ein Element H € (Fgec,» 50 dass
Fe)Fy Xy o Xy = H.

Also ist F € (Fyeou- Entsprechend. schliesst man, falls g, ein -gutes Element ist.

§ 2. Algebren mit monomialen Relationen , ..

Eine kéAléebra A heisst Algebra mit monomialen Re‘lationen,. wenn
A= k[Xlx"*s,X;j/QI’
wobei 9 von Monomen ‘in dén’ Unbestimmten X erzeugt wird.

Fiir solche Algebren wollen wir in emlgen Fallen mit den Methoden von § 1 die

Poincaré-Reihe berechnen. .
Folgende Resultate sind bereits bckannt . T

1) Ghione-Gulliksen, [4]: ‘ ‘ ‘
P, ist rational, falls n<3 oder falls 20 voni hochstens 3 Monomen erzeugt wird.

2) Golod, [5]:
P, ist rational, falls' A =

3) Froeberg, [3]: ‘
Wird 20 von Monomen vom Grad 2 erzeugt, dann gilt

PO = HA-XD

Hierbei ist H,(X) di¢ Hilbertfunktion von A’ ‘

Fn X e
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Wir studieren hier den Fall, fiir den 4.= k[X], ..., X;)/¥, U=(Xy, ..., X,)?
und A artmsch ist. Es gibt dann eine naturhche Zahl k>0 so dass X, € QI fiir
i=1,

Mlt }., (i =1,...,n) ‘bezeichnen wir die Restklassen der Unbestimmten X;.
Es ist dahn klar, dass di¢ abgeleitete Basis von (x, ..., X,)-gerade aus den Monomen
in den x; besteht, die von Null verschieden sind, V ) :

xX;®a, ac® ist ein gutes, wesentliches Element, wenn gilt: Entweder ist
a=x;, i<j und x;x; =0 oder a=x;, ... %, IS <...Sh =n, k=22, §<],
X, x; # 0, aber ax; = 0.

Aus (1.9) folgt nun sofort

LemmA 2.1. Folgeﬁde Aussagen sind dquivalent:

a) A erfilllt beziiglich (xy, ..., x,) die Bedingung (S).

b) A wird von folgenden Monomen minimal ‘erzeugt:

1) XX, z< 5 XiXje €A

2) Xy .. K. Slgsys k22, s0 dass

wd X, X, ¢ %

" Ein minimales' Erzeugendensystem & von ", bestehend aus Monomen
X'= X" ... X3 v= (¥, ..., V), ist eindeutig bestimmt: Ein Monom X" e A gehort
genau dann zu &, wenn fiir alle X*e gilt: (X" £(X* (v # p).

“Insbesondere gehdren alle Monome vom Grad 2 aus % zu &.

Aus diesen Bemerkungen ergibt zusammen mit (2.1)
LEMMA 2.2. Folgende Aussagen sind dquivalent:

a) A erfiillt beziiglich (xl, iy X) die Bedingung (S)." -

1k+1’ ll

Xy X €W, X 0 X ¥

Bt 1

b) It X; ..X;, € i <ip < Sy k>2 so. dass X, X,  ¢U und
X, ...XikéQI dann gzIt ‘ :
Xu- ‘le_(-l w nkH ¢Q[ fur ] =1,.,k+1.

Wir untersuchen nun einige Spezxalf dlle: Fiir das minimale Erzeugendensystem &
von U gelte.

ENX Y, - X)) e{XE, LX) .
Aus der Formel 1.4 ergibt sich ‘dann
n n  j=1 . "
1:[1(1-—a’iX)-l—XjZ1 Hl (X+l-d[X')i ];‘[‘(l—-diX)
*) GuX) = = =n 1=j—1 = T.l ,
1 0-dX0)=x* 3 1, [TX+1-d20 ] (1-dX0)
= , j=1 =1 =)+

wobei : _
d = {1, - falls Xlee,
' |0, - sonst
und 7; = Anzahl der guten Elemente x; ® @, a sekundér.

icm
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Wir spezialisieren weiter
1. Es gelte N=(Xy, ..., X,)3. Fiiri = 1,

Element von C; auffassen.) Fiiri=1, ...,

., XX Ve,
Aus (2.2) folgt dann 'sofort
LemMA 2.3. Folgende Aussagen sind dquivalent:
a) A erfiillt beziiglich (x,, ..., x,) die Bedingung (S).
b) Fiir alle i = l,i.‘, n und-alle XV,‘X“E C; gilt:

a () <o), falls  (X)E(XY).

Gelten die aqulvalenten Bedingungen von (1. 3), dann folgt aus (1 6) und For

mel (x)
(1+X)
1— X2(1+r2(1+X)+ L (1+X) Y’

PyX) =

wobei r; = Anzahl der Elemente von C;.
BeisPELE. 1) Die Bedmgung 2.3, b) ist fiir A =
2) Fir % = (X?, X1 X5, X, X
erfiillt. Nach Umnumerierung X, »X,, X, X, ist sie jedoch erfiillt.
3) Fiir alle #>1 und alle m>1 erfiillt A = (X, ...,

In diesem Fall ist r; = ('";H 2) fiir i =2,.
IL. Es gelte &\(X7, ..., X;)* = {X7, ..
Lemma 2.4. Folgende Aussagen sind * diquivalent :

a) 4 ‘erfiillt beziiglich (x,, ..., x,) die Bedingung (S).
b) Ist X ... Xy €U, iy<iy<...<iy, und ist X,

X X;

=1

X;eW fir alle j<i.

Gelten die dquivalenten Bedingungen von (2.4), dann folgt wieder aus (1.6)

und Formel (x)
1
(L=X) =X ry+ 1y (1= X) 13 (1 —-X)"73)

wobei r; = Anzahl der Monome
XhXiz ...-.X.,'kE 5,
BeispiELE. 1) Das Ideal

A = (Xf,X;,Xf,Xf,X?,Xé,X,Xng,X4X5X6}

Py =

i <..<h, G =].

..., n sei C; die Menge der Monome in
den Variablen X7, ..., X;—;, die nicht in 9 enthalten sind. (Fiir alle i wollen wir 1 als
nund X" e C; sei «,(v) die kleinste Zahl mit

(X3, X3) nicht erfiillt.
2 X3) ist die Bedingung 2.3, b) ebenfalls nicht

X,)" die Bedingung 2.3, b).

X2 } Aus Lemma 2.2 erglbt sich sofort

o X ¢ U, dann gilt:
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erfiillt nicht die Bedingung 2.4, b), auch nicht nach beliebiger Umnumerierung der
Variablen. Die Ideale o

»911 —'(Xls Xa:X]XZZXS)’ 2[2=(XZ, 52’X2,X4X5X6)

' erfiillen die Bedingung 2.4 b).
Seien 4; = k[X;, X,, XS]/QI1 , A2 = k[X4, X5, Xsl/U,, dannist 4 = 4, @ A,

k
und es folgt

1 .
(=X =X
2) Sei A, =k[X,, .o, X,J(XE, o, X2) und Ay, = Auf(X1, 0oy X"

Fiir alle n und allg m>3 erfiillt 4, bezughch (%15 ..., x,) die Bedingung (S) und
es gilt: ‘ i

PA(X) PAl(X)PAz(X)
-4

1 .
a __X)n_szZ":a (:1:11) (1__X)',ﬂ,.

Py, (X) =

Abschliessend betrachten wir noch den Fall, wo & nur Monome Vom‘ Grad 2 enthilt.
Es gll‘c dann ‘

- LEMMA 2.5. Folgende Aussagen  sind aquzvalent
a) A erfiillt beziiglich (x,, ..., x,) die Bedingung (S).

b) Fiir alle Indices i<j<k gilt: ‘
Ist X;X;¢ U und X; X, ¢, dann folgt X, X, ¢ .

. Bedingung 2.5 b) ist auch nach beliebiger Umnumerierung nicht immer erfiillt.
Besprer. A = (X7, X, Xa: X3, X3, XX, X5 X5, X3 Xa, X4X5,X1 X;).
Gelten die ﬁqulvalenten Bedingungen von (2.5) und ist H, die Hilbertfunktion

von A, dann_ ist '
‘PA(X) = H,(—-X)"*.

Dies ist mit einigen Einschré{ﬁkun'gen' das Resultat von Froeberg.

. Den Zusammenhang zwischen Hilbert~ und Poincaré~Réihen kann man fol-
gendermaBen einsehen: Gelten die dquivalentsn Bedingungen von (2.5), dann haben
alle guten Elemente von &, p>1, die Gestalt ¢, ® ... @ a,,, wobei alle a; priméir
sind. Hieraus folgt sofort dass

PuX, Y)= ZOBP(X Yy, wobei B,=dimTori(k,k).
pe

Andererseits gilt stets”

H{OPA-1,7) = 1 - o
und hieraus folgt, die Behauptung..
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§ 3. Cohen-Macaulay-Ringe: kleiner Multiplizitiit

" Sei A = k[xy, ..., x,] eine k-Algebra, m bezeichne das maximale Ideal von A.
PROPOSITION 3.1. Es sei m® =0 und dimym?® = 1, dann gilt

1

1
PX) = -1-~—-———_71X oder P,(Y) = nX+ Xz

Beweis. Induktion nach n: Falls n = 1, dann ist 4 ein vollstindiger Durch-
schnitt und damit Py(X) = 1/(1— X) Sei n>1. Wir zeigen zunichst, dass man nach
geeigneter Wahl von (xy, ... x,,) xF="0 annehmen darf. Sei nimlich x? # 0, dann
gibt es Zahlen 4, pek mit x2—Ax} = x,x,—px} = 0. Falls A = 0, dann braucht
man nur. x, in x, und x, in x; umzubenennen. Sei also 1 # 0, dann findet- man
gégebenenfalls nach geeigneter Grundkorpererweiterung ein o & e mit (x v ozxz) = 0.
Man ersetzt dann x; durch x;+ox,.

' ‘Bs sei nun also m = (xy, ..., %,) und x} =0.

I. Fall. x;x; =0 fir alle i=1,...,n

Bezeichne A: = k[xs, ..., X,}, dann gilt' nach [7], 3.4.4

1

- falls  P7(X) = —————

R = P | Teax s PO =T e

4 1 —P:OX -1 ‘ e 1
D s P =TTy

2. Fall. Bs gibt ein i>1 mit x;x; # 0.

Nach Umnumerierung diirfen wir annehmen, dass xyx, # 0. Es ist dann
#* ={1),1,2),@, .., (n)} und G, = {x; ® x| i=j, () # (2, 1)} Die Poly-
nome F, fiir g € G, sind X3, X, X;— 2 X X, 120, G,0) # 2, 1) Diese Polynome
bilden oﬂ‘ensmhthch ein minimales Erzeugendensystem von dem Ideal 2U in
k[Xy, ..., X,], wobei 4 = k[X;, ..., X,]/2. ‘

Nach (1.9) erfiillt daher 4 die Bedingung (S) bzgl. (X1 > s X,). Man errechnet

sofort
1,

PA(X) 1— nX+X2 : I

BEISI’IELE 1) A= kX, Xa, Xs1(XF -X2, X7~ X3,X1XZ,X1X3,X2X3) ist
ein Gorensteinring und
. 1
PO = T xrxe
(vgl.-auch [14], Satz 9).- . - X . ‘
2) Sei 4 = k[X;, X,, X3)/(X7, X3 XX, X1 X5, X, X5, X3), dann dst

1 N
r APy (X)) = 15%
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Die Algebren in 1) und 2) besitzen dieselbe Hilbertreihe!
Als Anwendung von (3.1) erhalten wir sehr leicht

ProposITION 3.2. Sei (R,m,k) ein lokaler, equicharakteristischer Cohen—
Macaulay—Ring mit Multiplizitit m(RY<5, dann ist Py rationgl, Fir dimR = d
gilt )

1+X)
PpX) = £ +3 | (ne{o, 1,2,3,4),
(1+X) '
Pp(X) = XikE (ne{2,3)).

Beweis. Indem wir zu Komplettierung von R iibergehen, diirfen wir annehmen,
dass R seinen Restklassenkdrper enthilt. Ausserdem habe k, gegebenenfalls nach
geeigneter Grundkdrpererweiterung, unendlich viele Elemente. Dann kann man
eine reguldre Folge x in m~\sm?* finden, so dass m(R) gleich Linge von R = R/xR.
Damit ist .

Pr(X)
a+xn*

Es geniigt daher, Py fiir artinsche Ringe R mit Linge von R<5 zu bestimmen.
Falls edimR<2, dann ist R ein Golod—Rlng oder ein vollstand1ger Durch-
schnitt (vgl [7], 4.3.5 und 9). In beiden Féllen ist Py bekannt.
Falls edimR = 4, dann ist m®> = 0 und damit R ein Golod-Ring.
. Es bleibt der Fall edimR = 3 und m(R) = 4 oder m(R) = 5. Im ersten Fall
gilt wieder m* = 0, im zweiten Fall kénnen wir (3.1) anwenden. Es ist klar, dass
nur die angegebenen Poincaré-Reihen auftreten konnen.

Pr(X) =

§ 4. Reduktion lﬁodplo Sockelelementen

Sei (R, m, k) ein noetherscher lokaler Ring. DasIdeal0: m = {x € R| xm = 0}
heisst der Sockel von R. Wir wollen hier in einigen Fillen den Zusammenhang von
P mit Pg untersuchen, wobei R = R/oR, o EO m. Zwel Resultate sind bekannt:

1) Falls ¢ e m\m?, dann ist

Pr(X)

X = T %

(vgl. [7], 3.4.4).
2)' Falls R ein O-dimensionaler vollsténdiger Durchschmtt mit 7 = dimm/m?*>1
ist, dann gilt: o : ‘

Pr(X) = (vel. [6], Th. 1).

1
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1
Da Pr(X) = m , kann man die Formel in (2) auch in der Form
Py(X) .
Pr(X) = T_—j}(})—ﬁ schreiben .
Ganz allgemein gilt:
SAtz 4.1.
Pr(X)
P NN eV ek
R(X) —P (X)Xz

Beweis. Sei F eine minimale freie R-Auflosung von k und F der . Komplex
F® R. Aus der langen exakten Homologiesequenz, von
R

0—»oF—F-F-0
ergibt sich sofort, dass Hy(F) = k und
H{F) = Torf,(k, k) fir i>0.

Ausgehend von dem K omplex F kanni man nun die Eagon-Auflésung E von k iiber R
konstruieren. E; ist dann die ite homogene Komponente des Tensorprodukts

graduierter R-Moduln F ® ¥, wobei ¥ = @ X, mit X, frei vom Rang
R i=0

dimH,_,(F) = dimTor} ,(k, k) (vgl. [7], Chap. 4, §1).

Hieraus folgt sofort die Ungleichung. )

Wir wollen nun Fille untersuchen, bei denen in (4.1) Gleichheit gilt. Dabei
bezeichne H(R) fiir einen lokalen Ring R die Homologiealgebra des Koszulkomplexes
K(R) von R.

Es sei im Folgenden R ein Gorensteinring mit dimR = 0 und dimm/m? = n>1.
Dann ist H,(R) = 0im = oR, wobei 0 € 0:m, ¢ # 0. H,(R) ist also eindimensional.
Mit H(R) bezeichnen wir die k-Algebra H(R)/H,(R). Es ist also H(R); = H{(R)
fiir i<n-1 und H(R), = 0.

ProrosiTION 4.2. a) Das Bild der kanomschen Abbildung H (R)—»H (R) ist
isomorph zu H (R)

!
b) Fir i=1,..,n; j=1,.., (z‘-nl)
A sei die graduierte k-Algebra k[X;1/(X;)*. Dann gilt:
H(R)  H(R) & A .
Beweis. Wir betrachten zu
0—+o6R—R—>R—-0

seien X;; Unbestimmte mit degX;; = 1.

die lange exakte Homologiesequenz
.. »H{R)—»H(R)~H;_,(cR)...
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und zeigen zunichst, dass .
H(R)~H,_,(cR) surjektiv ist fiir i = 1,...,n

Fiir 7= 1,...,n bezeichne (T}, ..T}), 1<j;<j,<...<j;<n die kanonische
Basis von Ki(R). Offensichtlich ist H;_,(cR) = oK;_,(R). Fiir ein Element
Tj oo T, ys 1<y <. <Jji—y <n miissen wir ein Urbild in H(R) angeb'e'n‘. Da R ein
Gorensteinring ist, ergibt sich, dass die bilineare Abbildung

mim*x0: m*0: m=0:m
eine perfekte Paarung ist, d.h. es gibt fiir ein minimales Erzeugendensystem x,, ..., x,

von m Elemente o4, ..., 6, € 0;m* mit x;0; = &;;0. Wir wihlen nun ein /e {1, ..., n}
mit / # j, ..., j;—;- Dann sieht man sofort, dass ‘

d(oy T,

g1 Tji—t) = GTJL T.hq .

Aus der langen Homologiesequenz folgt nun, dass H,(R)—H(R) injektiv ist fiir
i=0,..,n—1. Da ausserdem H,(R) = H,(sR), ergibt sich a).

Fiir i =1,...,n und eine Basis in H,_;(ocR) wihlen wir Urbilder uy - in
H{(R) wie oben angegeben. Dann ist H(R) = H(R)[u;]. Da die u;; im Sockel von
H(R) liegen, folgt sofort b).

FOLGERUNG 4.3. Unter den Voraussetzungen von 4.2 gilt:

 Prs(X, Y)

Pyi(X, Y) = = .
1-Prmy(X, Y)X(‘Zl (ifl) _Yl)

Beweis. Ist 4 eine graduierte k-Algebra, c € 0: m, ¢ # 0, dego = n, o € m\m?,
dann erhdlt man analog wie in 1)

Py(X, V)
1-PxX, Y)XT"
Durch mehrfache Anwendung dieser Formel ergibt sich die Behauptung.

Falls gewisse Masseyoperationen auf K(R) existieren, dann gibt es einen ein-
fachen Zusammenhang zwischen der Poincaré~Reihe Pyry(X, Y) der Homologie-

algebra von K(R) und der Poincaré-Reihe von R. Es gilt dann nimlich nach
Shamash [11], Th. 2

O Pr(X) = (14+-X)"Pyry(X, X)),
wobei n die Einbettungsdimension von R ist.

Fiir den Fall, dass (R, m, k) seinen Restklassenkorper & enthalt (was in den

Anwendungen hiufig zutrifit), dann lassen sich die Masseyoperationen sehr einfach
beschreiben:

Sei Z(R) die Unteralgebra der Zykeln von K(R) Die Homologleklasse eines
Zykels z e Z(R) bezeichnen wir mit [z].

PX, ¥) = (A = Alod).
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Ist nun »n>1 eine ganze Zahl, dann sagt man R besitzt Masseyoperationen der
Ordnung n, wenn gilt: .
Fiir p = 1, ..., n gibt es homogene, k-lineare Abblldungen

Tol @H(R)»mK(R)'

vom Grad p—1, wobei H(R) das maximale Ideal von H(R) ist, so dass
) y(AR)SZ(R) und [y;(x)] = x, fiir alle xe H(R).
2) Fiir alle p, n>p>2, und alle homogenen Elemente ay,.
dega, = oy, gilt:

. a,e H(R),

d)’p(‘h ®.. ® a,) = E( 1)JB1 )’i(dl ®..8 a)Yp-iGis1 ® e ® g+

-1 (Zu;)+i+1

+ z( ' Vpes(@y ® o @ G141 ® .. @ ).

Besitzt R Masseyoperationen jeder Ordnung, dann gilt die Formel ).
Im allgemeinen wird der Zusammenhang zwischen Pyp(X) und Pyy(X, Y)
durch eine Spektralsequenz

D) Tor,‘j’,,“"(k, k) @ E(mim®) = Torh, (k, k)
beschrieben, die Avramov in [1], 5.1 hergeleitet hat. (E(m/m®) bezeichnet dabei
die suBere Algebra von mjm®) Degeneriert die Spektralsequenz (x+), dann erhilt

man gerade die Formel (%).
FOLGERUNG 4.4. Wenn R Masseyoperationen jeder. Ordnung besitzt, dann gilt

1+ X)"PrmX, X)

1 —Preg(X, X)X A+ X)—X"]

Beweis. Es st leicht einzusehen, dass R genau dann Masseyoperationen jeder
Ordnung besitzt, wenn auch R Masseyoperationen jeder Ordnung hat. Mit ()
und (4.3) ergibt sich sofort die Behauptung.

Aus (4.4) folgt direkt

FOLGERUNG 4.5. Wenn R Masseyoperationen jeder Ordnung hat, dann sind
dquivalent:

2) P(X) =

PR(X) =

L PrX)
1-P (X')X X2
PugX, X)
b)) Parmy(X,
) Prm(X, X) = - PH(R)(X X)X””’
Fiir (4.4) und (4.5) braucht man natiirlich mur vorauszusetzen dass die Spektral-

sequenz (+x) fiir R und R degenermrt
Wir wollen nun die Formel 4.5. b) und damlt 4.5, a) in einigen Fillen beweisen.
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.~ H(R) ist nach [1], eine Poincaré~Algebra mit Sockel H,(R). Sei o jetzt ein
Element von H,(R), ¢ # 0. Dann ist H(R) = H(R)/cH(R).

Sei o/ = (x4, ..., X,) ein homogenes minimales Erzeugendensystem des maxi-
malen Ideals H (R).von H(R). Die Bilder der x; in H(R) bezeichnen wir ebenfalls
mit x;. Da wir dim m/m?>1 voraussetzen, gehort ¢ nicht zu & und (xy, ..., x,) ist

auch ein minimales homogenes Erzeugendensystem des maximalen Ideals MM von -

H(R).

PROPOSITION 4.6. Genau dann erfiillt H(R) die Bedingung (S) bzgl. o, wenn
H(R) die Bedingung (S) bzgl. o erfiillt.

Beweis. Seien #* fiir H(R) bzw. Z* fir H(R) definiert, wie in § 1 angegeben.
G(2) seien die guten Elemiente in %,(H (R)) und G(2) die guten Elemente in 2,(MR).

Es gibt nun ein Element (1, i, ..., i) € #* mit (1, i, ..., i) = %0 mit % # 0.
Es ist unmittelbar klar, dass #* = #* U {(1,1,, ..., 7)}. Damit folgt, dass

GR)SG2) U {x;, ® X1 X1 o X1,_,} -

Andererseits ist auch jedes Elf,:ment»u ® v e G(2) auch ein Element von G (2), wenn
U,V # X Xy, X, Gilt aber u = x;x;, ... x;, oder v = x;x;,... x;; dann ist u ®@ v
ein Rand in %,(A(R)) und damit nicht gut. Somit gilt

G2 =GR u {xi, ® X1 x5, 0 X}

Nach (1.7) geniigt es daher zu zeigen, dass
dlmTorH(R)(k k) = dimTorZ®(k, k) +1 .

Dazu betrachten wir eine freie H(R)- Auﬂosung F von k. Wie im Beweis von (4.1)
Zeigt man, dass

H(F) = Torf®(k, k) =

wobei F = F @ H(R). Hieraus folgt sofort die Behauptung.

H(R)

Fiir den Ubergang von H(R) Zu I?(—R—)_ haben wir die Anderung von G(2) zu
G(2) beschrieben. Es ist jedoch nicht direkt ersichtlich, wie man mit Hilfe der in (1.4),
(1.6) beschriebenen Methode, die Anderung der Poincaré-~Reihen von Pyry 20 Piices
angibt. Deshalb wird hier noch eine weitere Moglichkeit der Berechnung von Poincaré~
Reihen angedeutet fiir den Fall, dass H(R) die Bedingung (S) fiir ein minimales
Erzeugendensystem von H(R) erfillt.

Sei dazu F, bzw. F, der Untermodul, der von den schlechten Elementen in
%,(H(R)) bzw. in & 2(M) erzeugt Yvird. Bezeichne weiter

T -
. F2,l =jDO(® H(R)) ®F,® (® H(R))~
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F,; sei entsprechend definiert. Die Graduierung auf H(R) induziert eine Graduierung
auf & und fiit einen Untermodul U= &', bezeichne Hy(Y) die Hilbertfunktion von U.
Durch sorgfaltiges Abzdhlen (vgl. [13]), erhiilt man:

Erfiillt H(R) die Bedingung (S) bzgl. eines minimalen homogenen Erzeugen-
densystems & von H(R), dann gilt:

1
1= Hyy( DX+ 3, (=)' Hp, (DX

PI:I(R)(X: Y) =

Bezeichne wieder o = (x4, ..., X;) ein minimales homogenes Erzeugendensystem
von H(R), so kann man, wie in (4.2) angegeben, durch Hinzunahme von homogenen
Elementen x;;, ein minimales homogenes Erzeugendensystem == (X, sy, Xig)
von f(R), dem maximalen Ideal von H(R), erhalten.

Sarz 4.7. Sei (R, m, k) ein O-dimensionaler Gorensteinring, c€0:m, o # 0
und R = RJoR und sei of ein minimales homogenes Erzeugendensystem von H(R).
Genau dann besitzt R Muasseyoperationen jeder Ordnung und erfiillt H(R) die Bedin-
gung (S) bzgl. o, wenn R Masseyoperationen jeder Ordmmg hat und H(R) die
Bedingung (S) fiir o erfiillt.

In diesem Fall gilt:

: ‘ . Pr(X)
(+) . Pr(X) = TP () X2

Beweis. Es muss 1ed1ghch noch die Formel (+) unter den angegebenen Vor-
aussetzungen bewiesen werden. Dazu geniigt es, 4.5, b) zu zeigen.

Sei dazu wie oben X1X;, x,; = xo mitx # 0, (1, iz, .., i) e #* dann gilt:

P = Foo2Fy0® k(xi, @ % ...

Fiir />0 hat maﬁ .
O) Foy=F,,.

3{1,-1) =F,® k(xi;- ® Xy Xy, w0 Xy,) -

Es ist klar, dass. jedes.Element von F,; auch in F,, liegt. Sei andererseits
P ® . @ V426 Fyy mit Y@y €F, Y Yip €AY fir i=1,.,I+L
Fiir (%) geniigt es nun zu zeigen, dass y, ® y;—; # X;, ® X{ .. X4, -
Fiir i</ ist es klar, da sonst nach Definition von schlechten Elementen r = 2 .
folgen, und es damit ein Element u € #* geben wiirde, 'so dass x; ® u schlecht wire.
Sei also i = /41 und angenommen, es sei

PO V2 =01 ® .. @ ®x;, @ Xy ...
x;.€ G(2), da

Xi  €EFay.
Dann wire aber y, primdr und. darmt B ® x1
yl ® l1,. E FZ

P @ Xy Xy, ist aber ein Rand und daher ‘nICht gut

5 — Fundamenta Mathematicae CV/2
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Insgesamt erhalten wir somit
: 4 1 ' .
PW(X’ n = ) . ) -
1—Hyoy (V) X+ ¥ (= 1) Hp, (V) (X + XY — ¥ X2
i=2
und daher

Pam(X, Y)
1—Pypy(X, Y)Y X2"

PamX, Y) =

Als eine Anwendung von (4.7) ergibt sich:

Lemva 4.8. Sei R ein O-dimensionaler Gorenstemrzng mit dim mim? =:n>1,
6€0:m, o5 0 und R = R/oR. Dann sind dquivalent:
a) R besitzt Masseyoperationen jeder Ordnung und H(R) H; (R) Ofiiri+j #n.

b) R ist Golod-Ring.
In diesem Fall gilt:

PR(X)
T=P (O X*"

BeispieLE. 1) Das Resultat von Wiebe [14] ist in (4.8) enthalten.

2) Von Gulliksen und Negard [8] stammt das Beispiel von Gorensteinidealen
der Hohe 4, die von (n—1)x (n—1)-Minoren einer nxn-Matrix erzeugt werden.

Firn>3sei R, = k|[X,j]] t,7=1,..,s Und 4, das von den (n—1) x (n—1)-Minoren
von (X3);j=1,... erzeugte Ideal.

Teilt man nun R,/4, durch éine regulare Folge der Linge n*—4 von homogenen
Elementen in m\m? (m bezeichne das maximale Ideal in R,/4,), so erhilt man
Gorensteinringe R, mit dimH(R,) = n?, dimH,(R,) =2n*—2, dimH,(R,) = n?
und dim H,(R,) = 1. Durch Nachrechnen erhilt man (vgl. [13]), dass 4.8 a) erfiillt
ist. Fiir den reduzierten Ring R, erhdlt man unter Verwendung von 4.2 b)

PrX) =

1+x)*
P,
e e +DXP =@ +2) X~ H6) X~
und daher
K (1+x)*
PRn(X) - I—HZXZ“(ZHZ—Z)xs—n2X4+X6 .
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