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Propriété de Banach-Saks
par
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Abstract. Nous définissons la propriété de Banach-Siks pour des opérateurs
ontro espaces de Banach et prouvons que tout opérateur qui la posséde se factorise
par un espacc qui la posséde aussi. La méthode utilisée, qui repose sur I'interpolation
de Lions-Peetre, s'applique & I'étude d'autres propriétés.

Introduction. Notre but-dans cet article est d’étudier les espaces
d’interpolation réels de Lions—Peetre du point de vue des propriétés de
factorisation. Nous donnons sur un exemple une nouvelle méthode per-
mettant d’obtenir des théorémes dits ,de factorisation”, c’est-a-dire du
genre suivant: i 4, et 4, sont deux espaces de Banach, avec 4, contenu
dans 4, avec injection continue 4, les espaces d’interpolation (4,, A)ep
(0 <0<, 1<p< o) possédent une propriété P si et seulement si
Pinjection ¢ posséde cette propriété. Deux théorémes de ce type ont
déja 6t6 obtenus par Pauteur, dans [1] pour la réflexité (comme con-
séqueénce de [4]) et dans [2] pour la présence de sous-espaces isomorphes
& ' L’exemple choisi pour développer cette nouvelle méthode est celui
de la propriété de Banach—Saks (on lira les définitions plus loin), mais
ce nest quun exemple, et la méthode s’applique aussi bien aux deux
résultats déjh mentionnéds. Hlle devrait en outre permettre d’obtenir
d’autres résultats du méme genre, concernant des propriétés de nature
similaire. Lia méthode que nous développons repose sur une étude fine
de la structure des espaces d’interpolation de Lions—Peetre, et elle est
compldteinent différente, tant par la forme que par Pesprit, de toutes
celles qui ont 6té développées pour obtenir des résultats de ce genre.

La propriété de Banach—Saks, outre la valeur d’exemple que nous
avons mentionnée, permet de donner un résultat de factorisation pour
les opérateurs uniformément convexifiants et les opérateurs de type
Rademacher, introduits par Pauteur dans [1] et [2]. Pour les opérateurs
uniformément convexifiants, par exemple, on sait quil n’y a pas en
général factorisation par un espace super-réflexif. On sait par contre
que, puisqu’ils sont faiblement compacts, ils se factorisent par un espace
réflexif [4]. Nous démontrons iei qu’ils se factorisent par un espace qui
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posséde la propriété de Banach-Saks, qui est une propriété plus forte
que la réflexivité.
Soit (@,),v une suite de points dans un espace de Banach- on dit
N

qu'elle est de Banach-Saks si les moyennes de Cesaro — Zmn conver-

gent. On dit qu’un espace de Banach % posséde la propnété de Banach—
Saks si toute suite bornée contient une sous-suite qui est de Bamach—
Saks; ces définitions sont celles utilisées par Brunel-Sucheston [3].

Soient E, F deux espaces de Banach, T un opérateur linéaire continu
de B dans F. On dira que 7 posséde la propriété de Banach—Saks si de
toute suite bornée dans ¥ on peut extraire une sous-suite dont ’image
par T est de Banach—Saks dans F. L’objet de ce papier est de démontrer
le théoréme suivant:

THEOREME 1. 87 wn opérateur T posséde la propriété de Banach—Saks,
il se factorise par un espace qui lo posséde aussi. (Ceci signifie qu'il existe
un. espace X, possédant la propriété de Banach—Saks, et deux opérateurs
8;: B—+Y, 8;: Y—F, tels que T' = §,08;.)

Pour établir le théoréme 1, il suffit d’établir le théoréme suivant:

TotorEME 2. Soient Ay, A, deux espaces de Banach entre lesquels
ewiste une injection continue 1. Cetle imjection posséde la propriété de Ba-
nach-Saks si et seulement si les espaces d'interpolation de Lions—Pestre
(Ao, dy)op (0< 8L, L<p< 00) la possédent aussi.

Lemve 1. St un opérateur T a la propriété de Bamach—Saks, il est
faiblement compact.

Démonstration du lemme 1. Si T n’était pas faiblement compact,
on -pourrait trouver un nombre 6 > 0, une suite (e,) de points de B de
norme 1, avec, Yk,

. distp{cony(Te,, ..., Tey), conv(Te,.,, ...)) > 0.

Mais il est clair qu’aucune sous-suite de la suite (e,) ne peut avoir une
image de Banach-Saks, puisque

N P33
1 1
MFZT%«_ 57 > o | >
1 T r

et ceci prouve le lemme.

Par conséquent, si Pinjection ¢ de 4, dans A4, est de Banach—Saks,
elle est faiblement compacte, et les espaces d'interpolation (4, 4,),
(0<b6<1, 1<p< oo) sont réflexifs d’aprés [1]. Nouns allons main-
tenant montrer qu’ils ont la propriété de Banach—Saks. Pour simplifier,

nous le montrerons pour (Ay, 4,)y,,, la démonstration étant identique
pour les autres.

02,

Ay
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Supposons au contraire que ’on puisse trouver dans A = (4,, 4,)1p,»
une guite bornée ¢, dont aucune sous-suite ne soit de Banach—Saks. On.
peut supposer la suite (e,) normalisée, et, puisque ’espace est réflexif,
on peut la supposer faiblement convergente vers 0. Un résultat de Rosen-
thal [b] permet alors d’affirmer qu’il existe un nombre 6> 0 et une
sous-suite (ep),.y de la suite (6,) qui posséde la propriété suivante:

VE, b<ng < ng < oo < Myl

Vey, ..., ey scalaires,

2k 2k
8 Dled <|| X et |-
1 a=1

Rappelons que la norme de l'espace d’interpolation peut étre définie
par la formule:

(1) lof = inf max (le™m(m)lu, ”051"'“7("”)”12@,))
xntE(: 2(m)
avee & = —§ (puisque 6 = &/(&— &) =)
Rappelons en outre que, pour toute représentations (m) de z (c’est-

+o0
a-dire pour toute suite z(m) telle que > »(m) =, avee (max]]e"omm(m)nlz( Ag))
-0
lle¥1™ & (m)lh2q,) < o0}, on a la formule:
2 1
2) loll < max (6%, ¢%))16%™a (m)lta - l6™ o (M)t

(pour fixer les idées, nous prendrons & = —1, & = +1 dans la suite).
Soit # avee 0 < 9. Choisissons, pour chaque n, une représentation e,(m)
de e,, avee:

(3) max (e~ e, (m)lizagy 6™ (M) lhzeay) < L417.
Pour chaque n, on a, d’apréds 2:

1/2
1 = llogll < 6l ™ e (1) lidgagy 6™ e () by
¢t done
™ g () !
o™ entmleuay > e

Nous allons maintenant normaliger, pour chaque #, la suite (en(m))meN,
en posant:
e, (m)
m) =
W) = T ey
si bien que

(4) le™en(m)llzeay =1, le™™en(m)lhzag < (1+7)%6?
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Par ailleurs, V&, k<o, <y < ... < Ny Veu, .oy 0, SCAlAITeS, On a:

2k ok gk
_ 12 172
d 2 el < e “6 mZ Cob, () ”12(,40)'” 6mZ oy, (M) ll2(4,)
I a=1 a=1

et on en déduit, en posant & = 52/(1+’i])62,
gk

’”Zc ena m) 6'2 leal.

Remarquons que nous pouvons, sans modifier (4) ¢t (5), supposer que,
pour chaque », la suite (e' m) )meN & un support réduit & un nombre fini
de points.

Nous allons nmntena,nt établir un lemme:

LevMe 2. IT ewiste un nombre M, et un indice i, tels que Yi>ig,

(8)

By
(3 lereiom))” > a—no

m=- I,

Démonstration du lemme 2. Supposons que ce ne soit pas
vrai: on pourrait alors construire par récurrence deux suites strictement
croissantes d’entiers MM, et 4, telles que, si I'on poge

I, = [—Myp, =M, [0] My, Mk+l]
et

D(m) = ey (m)  simel,
=0 sinon

%

et eg‘(m) = ezk(m)—e (m) Vm, on ait les propriétés suivantes:
— les % sont & supports disjoints pour % = 1,2, ...,
— les ef vérifient lle™eg, (m) 2 ap < (L—n)d".
On déduit alors de (5) que si K eN, on a

ok
5'2"’“1 “2” U PR HZC HCA " 'Fllzcaem"i

et done, en prenant tous les ¢, égaux i 1/2%:

12(d 1)

' < (L—m) & 12",

ce qui est impossible lorsque % est assez grand; ceci prouve le lemme.
Nous éliminons les ¢, premiers termes de la suite (¢;) et rénumérotons:
I’énoncé du lemme sera alors vrai avec 1 = 0.
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Nous allons maintenant étudier la répartition des masses des o; -
Deux cas se présentent:
+M

(A) ou bien AW i, Vi> ig| O le™ejm)I, | > [1—[(1 —n) ']
7

+3L
(B) ou bien VM, Vi, 3i> z‘o(Zne’”a;(m)n;l)”z <[L—[x—n)eT*
-M
Pogong 8, = (1 1) &', et considérons d’abord le cas (A). On a alors,
V¢>¢o,( 2 ||e e i|A1)1/2<51

On décompose ei(m) en e (m) = e (m)+ef(m), avee eF(m) = e}(m)
sl m| > M, 0 sinon. Si jeN et j<m < ... <y, ona Ye,..., 0y,

r Steas | Sesretion sy | Souetim)

et done:
of 2
(6.0) o™ 3 ot im) |y, = 10" Xl
1 1

Supposons maintenant le cas (B) réalisé. On construit alors, comme
dans la démonstration du lemme 2, deux suites strictement eroissantes
Qentiers M, et 4, avee M, > M,, telles que:

— €y, (m) soit & support dans [—M,+1, My—1],

— 3 e, (m) )" < (1— sy,

<My, g

On décompose alors ¢, (m) en ¢, (m) = e 465, aveo by, (M) = nk(m)

sl |m| < My_;, O sinon. Les e,ﬁa sont & supports disjoints. Done, si j < n,y
< oo Myjy S oGgy e,

o7 somt des scalaires:
of of
1 m vad
8 12|oaa<[}e et

2(4y)

o
m D
e ol
T 2

i2(dy) + ’ 2(4y)

et donc

e 20% pay > ZIGI—(ZIGI)”

avee [lé™e] ., < (1— &))" pour tout k.
Remayrquons que puisque, pour tout 4, { 2 e’
on a nécessairement fmlI<24

2 lemef ()" > (1 —n) o

ml<My

" (m)“itl)m>(1 ),

Nous plagant toujours dans le cas (B), nous considérons maintenant la
suite ef;, que nous appelons simplement ¢ aprds renumérotation. Deux
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ca§ se présentent:

M 112
(BA) ou bien M, Fiy, Vi> i, (D lemeF (m)If | > (1— 281",
=y 4

On pose aloxs e (m) = ef (m) si |m| < M, 0 sinon, et on obtiont,
VieN, j<i, < ... < iy, Veq, ..., 0 scalaires:

of o of "
(6.1) o D eudtt|> e Xied - (o)™
1

. +M
(B*) Ou bien VM, Vi,, i > i, ( %7‘ lle™ el (m)[% )'* < (L —28})"

On construit alors une sous-suite ef; que l'on déeompose o e, (m)
- ef(m)—i—egf’ (m), ol les ef? sont & supports disjoints ¢t [le™ef, (1),
T

< (1—26)"% On 2 en outre ,
of 27 2!
o Soatio g > Sret-a( S

et on remarque que

D el mE )" > @ —n)e.
Im|< My

2
On continue de la méme fagon: si les cas (B), (BY),..., (B*) se sont

produits, on a des fonctions ¢}, qui satisfont

2d
v P
H em E Cafn,
1

23' Zj

by > & 3 lea 1= 3 oot}

et

> e my,)” = 6,

le™ eF* (m)legyy < (1— TSR,
ImI<My

et on subdivise le cas (B*) en deux:
M

(BXA) 38, Jiy, Vi > i (D) lem e (m)lfy) = > (L — (b +1) 83,
74

.

On en déduit

of 0J of
(6.5) “ o 2 CGGEZA (m) lllQ(A1)> né' 2 o] — k( 21: ]Oa|3)1/21
1 1
M
(B*) VI, Vi, 3i > i, | +2 le™eF* (I, | < {1 — (e +1) o2
=y

et aingi de suite.
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Soit %, = partie entitre de (1~8})/8}. Supposons que les cas (B),
(B2, ..., (B*) se soient produits. On a, d’aprés le lemme 2:
M,
[ 21 ef m)iE ) > (=) > [1— (k1) 272,
—M,
et done le cas (B*A) se produit.
Il en résulte que I'un des cas (A), (BA), (BZA), ...y (B®A) se produit
néeessairement, et done que Pune des mégalités (6.0), ..., (6.k,) est satis-
faite: on &, pour un k entre 0 et ey

of

i
’IZ(Al) = ’75'22: lc“,_"k(Zjlc"zl)m
1 1

¢t les fonctions ¢ "4 sont toutes & support contenu dans un méme inter-
valle [—M,, M,]. On en déduit

of Py 27
1 phy _1_[ , _ ( 2)1/2]
(7.%) “; et e, = 7z [13 _IS: leal — T 12 e?)”].

Par ailleurs, il est clair que

o
m Pl g
lem 3ot
1

6™ e 4 g0y < (1 +7)26
¢t done
(8.%) 1?0y < 6™ (L 41262,

Pour obtenir une contradietion, nous allons utiliser une lemme:
r‘;§ LemMe 3. Soit N un entier positif. 8i i est de Bamach—Saks de 4,
dams Ay, elle Vest aussi do AY dams AV,

Démonstration. Tl suffit évidemment de montrer le lemme pour
N = 2, et il résulte immédiatement du fait, démontré par Erdos-Magidor,
quune suite de Banach-Saks admet une sous-suite dont toutes les sous-
suites sont de Banach—Saks.

Prenant dans le lemnie ¥ = 24 x+1, on obtient une contradiction:
814 ost de Banach-Saks de ALY dang AV, il nlest pas possible de trouver
une suite f; (on pose f, = e 4 pour simplifier) vérifiant (7.k) et (8.%).
Bn offet, (f;) est borné dans Ay, et

1 & 8 8

1 1 il

. Z o S . =0
2]/2 4 ‘f‘b 2j - fi zz(Al) = Mk > H

pour § agter grand. Les sommes de Cesro de {(f;) ne peuvent done con-
verger, et un raisonnement identique s'applique 4 chacune des §ous-
suites. Ceci achdve la démonstration du théordme.

3 — Studla Mathemalica LXVI3
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Nous allons maintenant donner une application du thdoréme 1 4 la
factorisation de certaines classes d’opérateurs. Rappelons (voir [2]) quun
opérateur T est de type Rademacher si les nombres

l n
a,(T) = sup — H () T
@ = sw = | Zs,.() 4

[zl

li13

tendent vers O lorsque n tend vers Dinfini.

THROREME 3. Tout opérateur faiblement compact de type Rademacher
(et en particulier (voir [1]) tout opérateur uniformément convewifiant) se
Sactorise par wn espace possédamt la propriété de Banach—Saks.

Démonstration. Il suffit de montrer le théordme pour unc injection
¢ de A, dans 4;. On vérifie facilement que §i I’on peut trouver une suite
de fonctions (f;) bornées dans A7 et satisfaisant des conditions du type
(7.%) dans 4;, injection ¢ ne peut &bre de type Rademacher de .4} dans
AY: ceci impligue qu’elle ne I’est pas non plus de 4, dans 4,, ce qui
prouve le théoréme.

Remarque. La méthode introduite dans la démonstration du thé-
oréme s’applique & d’autres propriétés que la propriété de Banach-Saks.
Elle permet notamment de retrouver le théoréme de factorisation d’un
opérateur faiblement compact par un espace réflexif démontré par Davis—
Tigiel-Johnson—Petezyriski [4], puis par auteur dans le cadre des
espaces d’interpolation. Pour ’obtenir, on utilise un résultat de R. C.
James: si (4,, 4;),, n’est pas rétlexif, on peut y trouver une suite de
points (z,) de norme 1, avee, Vi e N:

dist{conv (@, ... @), conv (@, ...)) > 0.

En choisissunt 6 proche de 1, on peut se passer de 1’étude des différents
cas dans la démonstration du théoréme 2, et le lemme 2 suffit & conclure.

On peut également retrouver, par la méme méthode, le théoréme
de factorisation par un espace ne contenant pas I' démontré par ’auntcur
dans [2]; 13 aussi, la démonstration est plus simple que celle que nous
venons de présenter ici.
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