icm®

STUDIA MATHEMATICA, T. LXVIL. (1980)

Charakterisierung der Quotientenriume von s und eine
Vermutung von Martineau

von

DIETMAR VOGT und MAX JOSEF WAGNER

Abstract. There is given a complete characterization of all nuclear (F)-spaces
which are isomorphic to a quotient space, respectively a complemented subspace of s.
Application to sequence spaces gives concrete criteria, which permit easy construction
of nuclear (F)-gpaces which are not quotients of 5, so disproving a conjecture of Marti-
neau. Moreover, it is shown that there exists no gnotient universal nuclear (¥)-space,
respectively nuclear Kothe space, which solves to the negative some problems posed
by Pelezyfiski. The lifting Theorem 1.4 seems to be of independent interest.

In der vorliegenden Arbeit wird eine interne Charakterisierung
derjenigen nuklearen (F)-Réume gegeben, die isomorph sind einem Quotien-
tenraum des Raumes s der schnell fallenden Folgen. Dabei ergibt sich
auch eine vollsténdige Beschreibung der projizierten Unterrdume von s.
Diese Charakterisierungen fithren im Fall der nuklearen Folgenrdume,
d.h. der nuklearen (F)-Riume mit Bagis, zu handlichen und anschaulichen
Kriterien (fiir den Fall der projizierten Unterrdume vgl. dazu [1]). Mit
Hilfe dieser Kriterien wird dann ein Beispiel fiir einen nuklearen (F)-
Raum angegeben, der nicht Quotient von s ist (s. [12]). Damit wird eine
Vermutung von Martineau ([6], [9], 8. 161) widerlegt. In Verschirfung
dieser Widerlegung der Martineauschen Vermutung wird abschlieBend
gezeigt, daf os in der Tat keinen nuklearen (F)-Raum gibt, der alle nukle-
arven (F)-Riume als Quotientenriume hatb.

1. Sei ¥ im folgenden ein (F)-Raum, U, o U, o ... eine Nullumge-
bungsbasis absolutkonvexer, abgeschlossener Mengen, || [ < <.,
die zugehorigen Halbnormen.

1.1. DerNmoroN. B hat die Bigenschaft (Q), wenn folgendes gilt:
7 jedem p e N existiert ¢ € N, so daB es zu jedem ke N ein n e N und
C > 0 gibt mit

. ;
U, =0T+ - U, fir alle r > 0.
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Die Bedingung (Q) héngt offenbar nicht von der speziellen Nullum-
gebungsbasis ab. Wir konnen dabei immer ¢ > p annehmen und brauchen
bei Beweisen die Inklusion nur fiir grofe & uwnd groBe # zu zeigen. Man
erkennt unmittelbar das folgende Lemma.

1.2. Lewva. Hat B die Higenschaft (Q), so auch jeder Quotientenraum
von H.

Wir kénnen nun schon die eine Richtung der vorgesehenen Charak-
terisierung beweisen:

1.3. Samz. Jeder Quotientenraum von s hat die Bigenschaft (£2).

Beweis. Auf Grund von 1.2 miissen wir nur zeigen, daB s die Tigen-
schaft (£2) hat. Dies folgt aus 2.5. Wir geben aber hicr einen direkten
Beweis. Sei dazu p € N. Wir setzen ¢ = p+1, 0 = 1 und nehmen an

£l = >34 < 1.
=1

Bs gentigh zu zeigen: Bei gegebenem » > 1, & 148t sich mit geeignetem n
¢ schreiben als & = +¢, |nll, <% 1, < 1 /e

Sel dazu j,eN, so daB j, < r<j,+1 und = (&1y.0uy &, 0, ...,
¢ =1(0,...,0, v Ejggar ---). Wir erhalten:

0 .
Il = 331651 < - 0gl, < -,
J=1

Wlo = Y Pi&l < Go+1) [El,< 1/r.

J=dg+1

Im folgenden soll nun die Umkehrung von 1.3 gezeigt werden. Hines
der wesentlichen Hilfsmittel dazu ist der folgende Satz, der cine Variante
éines Hrgebnisses aus [11] darstellt, wobei aber hier statt der in [11]
verwendeten Voraussetzung (+) an B (Quotient eines Folgenraumes mit
logarithmisch konkaver Matrix, z.B. eines Potenzreihenraumes) die
Bigenschatt () fir B steht (vgl. die Bemerkung vor 2.4). Der Beweis
ist auf die (F)-Raumsituation zugeschnitten.

1.4, 8SArz. Sei 0>F >G5 F >0 eine exakite Sequenz nuklearer
(Fy-Edwme, B habe die Bigenschaft (2). Sei H abgeschlossener Unierraum
:Jzo;: s und g € L(H, F). Dann existiert ein y eL(H, @), so dap ¢ = goy,

0+-E>G3F=o
AN

\
NH oo
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Beweis. Wir nehmen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an,
daB ¥ < @, und wihlen in ¢ eine Nullumgebungsbasis absolutkonvexer,
abgeschlogsener Mengen Wy, so daB fir die U, = W, nF gilt

1
(1) U, < @0, + - U, fiir alle » > 2.

Sei ¥y, die von den W, mittels g auf F induzierte Nullumgebungsbasis,
ferner [[&];, = Y i® 1§] das kanonische Normensystem auf s und damit
i=1

auf H. Seien weiter H,, G4, ... die zu den jeweiligen Nullumgebungen
Ichorigen normierten Riume, 14'7‘,5, é,a, ... die zugehorigen Banachriume.
bhre Normen, sowie die zu den Uy, W, ... gehorenden Halbnormen
gezeichnen wir ebenfalls durchgingig mit |[ [}, ihre Einheitskugeln mit

Uy Wiy e
Fiir jedes % erhalten wir eine exakte Sequenz
0—>Ek—>(§‘k % f’h—>0,
sowie eine von @ induzierte nukleare Abbildung ¢,: H — ff’k . Zu ¢, existiert
(8. [B], I, S. 87) eine nukleare Abbildung v,: H — d,c mit @ = ;0 Y
Bezeichnen wir mit g, ,, » > pu die verbindende Abbildung &,— @G,
(bzw. B, ]3;, usw. ), 80 i86 g0 (0p4 1,10 Yi+1— %) = 0 also

Xk = Crt1,k0%ks1— ¥i € L(H, By).
Die Abbildung y, ist nuklear, 1484 sich also fortsetzen (s. [6], I, S. 87)
zu einer Abbildung z,: $—H,. Ist ¢, der j-te Hinheitsvektor in s, so
setzen wir @;;, = 7,(¢;). Fir ein geeignetes n(k), O > 1 haben wir dann
ilik(f)l[lc < C’k ”E“n(kh d.h.
25,5l << Oref™®.
Wir kénnen ohne Beschridnkung der Allgemeinheit annehmen, daf
B+ ) < n(k+1), OPpria®@tcg,
ist. .
Nach Multiplikation mit 20, " und Einsetzen von r = 28+ 0, j»® > 2
erhalten wir dann aus (1):
(2) 20,5j"(k) Ulc = 20%1{:)+1jn(fa)+v(lc)n(la)2(lc+1)v(lc) Uk—{-l +2—Ic Ups
< Ck+1jn(k+1) Uppr+27° Ty
Ist nun well,, (o, <20,™®, db. @20, U,, so finden wir
zunfchst ein £elBy,, 0,,16€27"U;,_,, 80 daB z+&e 20’,¢j"f") o Uy
(ez: B — B, die Quotientenabbildung), d.h. @+ & = g7, 7.€ 20" U,.
Zerlegen wir nun n geméB (2):y = a--pund setzen a = g, a,b -k—_ lgkﬁ —§&
80 it @ = ggpy, a+0 und [[allyy < Con™* Y, llog-1bli—r < 277
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Wir wihlen auf Grund dessen nun bei festem j sukzessive eine Folge a; ,,

mit a;; € By, a1, < Orf"™. Dabei lassen wir zur groBeren Klarheit,

wo unnotlg, die Abbildungen g¢. weg. Zunichst setzen wir a; , = 0. Ist

a5, geWihlb, 50 8t Jlo, 4 ay,4ll, < 20, Wir finden also ein ., € By, 4,
fla;, sl < 0}c+1]n(k+1) so daB

g1
Ny, 6+ 5,0 — @, oga oy < 277

Durch (&, &, ...)~> 3 &y, Wwird eine stetige - lineare Abbildung
=1

A,: s 1, definiert. Sei 4, die von 4, induzierte Abbildung H-» Gy,

Dann ist g,04, =0.
Wir setzen ¥, = v, —4,; und erha,lten fir » =

(@1, 5, ...) e H < g:

P12 — Py olle—s =)@ A @ — Aoy 2y

0

3
2, o] 125 1+ @0 — W i lliomy <

FE

= (Y41

= |l + A2 — Ay Bl < 275 ]l

Fir jedes # € H und = existiert also im%(x) = q, in dn (genaner '

I~»00
k>n

}Cim Crn Py (). Offenbar ist @,y = a,. Die a, reprisentieren mithin
> 00

einen Vektor u(»)ed.
Die Abbildung @ — w(x) ist linear, und wegen

Je—1

1% (@)l < 1P @)+ D) 140 (®) =2 (@) s
jsm
< Clll,+ Z 27 ally < C llnlly+ lollo

fiir alle k& > n > 2 mit geeignetem nur von # abha.nglgem C und ¢ ist sie
stetig.

Wegen. g,0 V), = ¢,0 9, = ¢, Liir alle & erhalten wir goy = ¢.

Unter Verwendung von 1.4 sowie der Tatsache, da.ﬂ (o8 zu jedem
nuklearen (F)-Raum F eine exakte Sequenz

0>s—>F —>F -0

nit # < s gibt (s. [10]), gelangen wir zu dem folgenden Lemma.

1.5. Lemwa. Ist B abgeschlossener Untorraum won s, so ewistiert eine
exalkite Sequenz 0 —~H—~>s—>F -0, wo F < s.

Beweis. Wir wenden das eben zitierte Ergebnis ([10], 1.6.) auf
F = s/H an und erhalten eine exakte Sequenz

0-—>s—>F -’lzs/E—>0
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Ist @: s —s/E die Quotientenabbildung, so konnen wir, da s die Eigen-
schaft (Q) hat, 1.4 anwenden und erhalten eine Abbildung 1,0 8 —F mit

hoy = .

—_ O

0>s L Fhsimso0
PN

AN

e

-

o Iy

Wir definieren nun Abbildungen f: B — s@s, g: s@s—~F folgen-
dermafen: :
f@) = (y,i2) falls gy = p(in),
990, Ya) = JY1— Y2
f ist dabei auf ganz B wohldefiniert, denn % (zp(z'm)) = @(iz) = 0. Also
exigtiert ¥ € & mit jy = w(iw). Dieses ¥ ist wegen der Injektivitdt von j
wohlbestimmt.

Zu zeigen bleibt (da s@s =~ s): die Sequenz

08 L% sDs > F >0
ist exalkt.

Klar ist, da8 f injektiv ist, ferner daBl gof = 0, denn (gof)w = jy —
—p(im), = y(iw) —yp(ix) = 0.8einun g(y;, ¥:) = 0, d.h. jy; = py.. Dann ist
0 = h(jys) = h(yys) = @y, d.h. es existiert w € B mit y, = iz. Wegen
jy, = w(éz) und y, = iz ist demnach (¥, yy) = f(#). Zuletzt die Surjek-
tivitit von ¢g: Zu v eF existiert y, €5, so daB hv = — @Y. Wir setzen
y = v+vyy, und erhalten hy = hv+hoy(y,) = ho-+py, = 0. By existiert
also y; € 8 mit jy, = y und daher v = jy; —yys = (Y1, Ya)-

Anzumerken ist, daB bei der nach 1.5 existierenden exakten Sequenz
die Abbildung 0 - B — s nicht mit der vorgegebenen Einbettung Ec.s
{ibereinstimmen muB. Dies kann im allgemeinen nicht der Fall sein, wie
die exakte Sequenz 0 ->s-—+$—> o —>0 (3. [10]) zeigt, denn « ist nicht
isomorph einem Unterraum von s (da o keine stetige Norm besitzt, s.
auch [107).

1.6. LiewmvA. Ist B abgeschlossener Unterraum von s und besitet B die
Eigenschaft (Q), so ist B isomorph einem projizierien Unierrawm von §.

Beweis. Nach 1.5 existiert eine exakte Sequenz

0>E—~>s—>F—->0,

wo F < 5. 1.4 mit ¢ = idgp ergibt die Behauptung.
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Wiederum ist. anzumerken, daB der abgeschlossene Unterraum &
nicht notwendig projiziert in s liegt. Auch dies zeigt dag Beispiel 0 — § —g
~> o — 0, denn wire in diesem Fall s als projizierter Unterraum in s cin-
gebettet, so wire o projizierter Unterraum von s. Dies kann nicht seir.

17. LesmA. Ist 0>F — B 5 B0 eine cxakle Sequons von (F)-
Réumen und besitzen I und B die Bigenschaft (Q), so auch .

Beweis. Wir konnen annehmen, daBl 7 abgeschlossener Unterraum,
von B ist. Sei U, > U, o ... eine Nullumgebungsbasis abgolutkonvexer
Mengen in B, p e N. Da F die Bigenschaft () hat, oxistiert cin @ e N,
80 daB es zu jedem k e N ein m e N und €, > 0 gibt, so daB

UonF < 0y™(UpnF) -+ %— (U, nF)

1
< 0™ U+ T,

Ist n e N, so folgt hieraus, indem wir r durch ™+ ersetzen und die
entstehende Inklusion mit +* multiplizieren:

W(UQ nF) < Glrm(n+1)+n T+ _]; v,.
r

Da weiter B die Eigenschaft (£2) hat, existiert ein q e N sowie zu
jedem % € N ein % € N und C, > 0, so daB

1
9 U, < Oar"Us+ —¢ U,

Bei vorgegebenem » und % existiert also zu e U, ein a e 0,7 U,
be(l/r)Ug und ye F, s0 daB o = a+b+y und damit

1
Y =a—a—Db E(UQ—I-GW‘ U,,—}—? UQ)nF.

‘Wir nehmen nun ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, daB p < @ < q
und erhalten fiir & > ¢, r > 1

¥ € (Ca+2)r™(Ugn),
d.h. im ganzen:

1
U, = 02¢”Uk—|—7 Ug+(0242)r"(UgnF)
m(n1)-40 1 1
CO,,'r Uk+7UQ+(OS+2)7Up

< 0" U+ 1:- U,.

Hieraus folgt leicht die Behauptung.
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‘Wir kénnen nun unser Hauptergebnis beweisen:

1.8. Sarz. Bin nuklearer (F)-Raum ist isomorph einem Quotientonraum
von s genaw dann, wenn er die Bigenschaft (Q) hat.

Beweis. Die eine Richtung des Beweises ist 1.2. Sei umgekehrt B
ein nuklearer (F)-Raum mit Eigenschaft (Q). Nach dem oben zitierten
Ergebnis ([10], 1.6) existiert eine exakte Sequenz

0—>s—>E’—>E——>0,

wo B ein abgeschlossener Unterraum von s ist. Mit s und ¥ besitzt nach
1.7 auch # die Bigenschaft (). Nach 1.6 ist somit & isomorph einem pro-
jizierten Unterraum von s, d.h. inshesondere Quotient von s. Damit ist
auch Z Quotient von s.

Um zu einer vollstindigen internen OCharakterisierung derjenigen
nuklearen (F)-Réume zu gelangen, die isomorph einem stetig projizierten
Unterraum von s sind, verwenden wir 1.6 sowie die Ergebnisse aus [10].
Wir iibernehmen dazu die folgende Definition. 3

1.9. DEFINITION. Ein (F)-Raum F hat die Eigenschaft (DN), falls
folgendes gilt: By existiert eine stetige Halbnorm | ||, so daB es zu jedem
ke Nein p e Nund 0 > 0 gibt mit

c
Flhe<#ll 1+ -1 leyy  fhraller>0

dzw. [ E< O 1N ) -

In [10] wird gezeigt, daB ein nuklearer (F)-Raum genau dann iso-
morph einem Unterraum von s ist, wenn er die Eigenschaft (DN) hat.

1.10. SArz. Bin nuklearer (F)-Raum ist isomorph einem stetig proji-
zierten Unterraum von s genau dann, wenn er die Bigenschaften (DN) und ()
hat. i

Beweis. Ein stetig projizierter Unterraum von s ist Unterraum von s,
besitzt daher die Bigenschaft (DN), und ist Quotientenraum von s, besitzt
also nach 1.2 die Eigenschaft ().

Begitzt umgekehrt ein nuklearer (F)-Raum F die Rigenschaften (DN)
und (R), so ist er wegen (DN) isomorph einem Unterraum I < s. Dieser
besitzt wieder die Eigenschaft (R), ist also nach 1.6 isomorph einem proji-
zierten Unterraum von s.

2. Bs sollen jetzt die Brgebnisse des ersten Abschnitts auf nukleare
(IF)-Réume mit Basiy, bzw. auf Kothesche Folgenriume angewendet
werden. Bevor wir dies tun, formulieren wir die Bedingung (£2) in einer
dafiir geeigneten Weise. Sei dazu ¥ ein (F)-Raum, U; > U, o ... eine
Nullumgebungsbasis absolutkonvexer abgeschlossener Mengen, | |, die
Bichfunktion von Uy, in B, d.h. [ly||l_; = sup{ly(@)|; @ € Uy}

2 — Studia Mathematica 67 2
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2.1. LemmA. B hot die Bigenschaft (2) genau donn, wenn folgendes
gili: Zu jedem p € N ewistiert ein q € N, so daf es zu jedem ke N einn e N
und C > 0 gibt mit

1
IO lL;rl-;*U l.p  fitr alle r > 0.

Beweis. Ist U, < Or" Uy + (1/r) Uy, 80 1484 sich jodes x e U, schreiben
alsz = Or*a-+(1/r)b,a e Uy b e U,, und fiir y ¢ B’ gilt

1
ly (@) < Or™yll_, + = il
Hieraus folgt die eine Richtung des Beweises.
Ist umgekehrt || |-, < O [|l_; -+ (1/7)] flopy 80 isb
1 ”
(—Eaﬁ U,g) N (5 Ufo,) < Ug.

Die Behauptung folgt dann durch Polarisieren:

U, = TR0 T, (2/r) U,) < 30r" Uy +(2/r) U,.

. 2.2. KOROLLAR. B hat die Bigenschafi (Q) genaw dammn, wenn folgendes
gilt: Zu jedem p e N ewistiort ein q € N, so dap es zu jedem ke N ein n e N
und C > 0 gibt mit

WIrs < Clyl_glylt, ~ fir alle y < B,

Beweis. Ist einer der auftretenden Terme oo, so sind die Unglei-
chungen in 2.1 und 2.2 (unabhingig davon, wie die Kongbanten gewdahlt
sind) dquivalent. Sind alle Terme < -+ oo, 80 folgt die Aquivalenz aus
der Berechnung des Minimums der Funktion

1
FO) =+, @, 8>0 (fakh = o(n)ap?).
Sei im folgenden 4 = (a;) eine unendliche Matrix, 0 <

L Gy < O
fiir j,% =1,2,... und supa, , > 0 fiir alle j, Wir setzen c
k

AMA) = {& = (&, a0 Il = 31§10, < + oo fiir alle &)
j=1
yerse%len mit den Halbnormen || [,. 2(4) ist (F)-Raum, Tn diesem Falle
ist fir y ed'(4), U, = {&: &l <1}
]?/j|

lyll-p = sup o
Ik
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wo y; = y(¢;), ¢ j-ter Hinheitsvektor. Dabei soll % = +oo fiir a>0,

0
— == 0 gein.
0 811

Wir erhalten nun eine Charakterisiernng derjenigen Matrizen A,
fir die A(4) die Eigenschaft (2) hat. Es folgt daraus, das z.B. alle A(4)
vom Typ (dy) (s. [2], [1], [13]) die Eigenschaft (Q) besitzen. (d,) und (£)
sind jedoch nicht dquivalent, wie das Beispiel eines Potenzreihenraumes
vom Typ -+ oo zeigt.

2.3. BArz. A(4) hat die Bigenschaft (R) genaw dann, wenn folgendes
gilt: Zu jedem p e N existiert ein ¢ € N, so daf3 es 2u jedem & e N ein n e N
und € > 0 gibt mit )

Cafl' > a; paf,  fiir alle j.

Beweis. Wir setzen die j-te Koordinatenabbildung f;: £ — &; in die
Ungleichung von 2.2 ein. Ist a;, > 0, a; ;> 0, so sind alle Terme < 4 co.
‘Wir erhalten

1\ 11y
@ o) <0u:les)
%,q @i \ @,p

und damit die Behauptung. Im andern Falle (a;, =0 oder a;, = 0)
ist die Ungleichung in 2.3 klar.

Zur Umkehrung ist nur etwas zu beweisen, falls g, = 0 fiir alle j
mib a;; = 0 oder a; , = 0. In diesem Falle ist a, ;, a; ,, 0,5 0 fiir y; 7 0.
Fiir diese j erhalten wir (1) und damit leicht die Ungleichung in 2.2.

Mit Hilfe von 2.3 kénnen wir die folgende sehr anschauliche Beschrei-
bung der Folgenrdume mit Bigenschaft (R2) geben. Diese besagt insbeson-
dere, daf} die Bedingung () in [11] gerade die Eigenschaft () fiir den
dortigen Folgenraum bedeutet. Die nuklearen Quotienten von Folgen-

‘réumen mit Bedingung (*) sind wegen 1.8 algo identisch mit den nukle-

aren (F)-Réumen mit Eigenschaft (R).

2.4. SATZ. A(A) hat die Bigenschaft (2) genow dann, wenn eine Matriz
B = (by;) ewistiert, so daff A(B) = A(A) und b} > byy b gy fiir alle §
und k> 2.

Beweis. Existiert eine solehe Matrix B, so hat wegen 2.3 der Raum
A(B) und damit auch A(4) die Bigenschaft (Q), denn setzen wir bei vor-
gegebenem p g = p 41, so erhalten wir fiir £ > p und b;, > 0

big 7 I bye01
by (‘ZZ;) by 1 b,

und damit B > b; bEoP~N Filr b;, = 0 ist diese Ungleichung trivial.
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Zum Beweis der Umkehrung kdnnen wir ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit annehmen, daB fiir jedes p € NV gilt: Zu & > p existiert cin,
n eNund 0> 0,50 dal

005 ph1 2 05,0 5.

‘Wir wihlen nun » (k) e N, 0, > 1 so groB, daf
Craf > 4, ,a?®  fir alle » < & und §:

Wir definieren die Matrix (b, ;) induktiv iber & und sectzen dazu
biy = a1, by, =y, Fir k> 2 sei

2
ik g g b
b 1alls 05, <0y p.01 05,51
bj,k-i-l = dyl~1
@ i1 sonst.

Man beachte, daf im ersten Falle b; z—1 > 0 ist. Nach Definition ist

und b, < @

p < @y tir alle § und k.

2
Y55 2 Dype1 by

Sei » die grofite ganze Zahl mit » < k4 n(k) und b, = a,. Dann
gilt » > 2, ferner ist » = k+n(k) oder b, ;> 0. Im ersten Falle ist
) knt = Bning) = Oz, i zweiten gilt .

k+n(k)—
by ) mamr ( %,
P = Gy

bj,v—l bj,u..]

i

)k—}-n(k)—u a )k-p-n(h)_.,

bj',k—i-n(lc) =b;, ( =@, (

aj,v—l
Die letzte Ungleichung folgt aus by o1 < 8,y Dies bewirkt, dafB aunch
@y > 0.

Ist nun » >k, so ist @, > a;, und wir haben bs tetoniy = Ggy 186
v <k, 8o erhalten wir auf Grund der Wahl von % (k) mit 0;, > 1

)n(lc) 1

(% Y™, L
/Ok oo

” \a’j,v—l
In jedem Falle ist a, ;, < Ciby sy - Dies beweist 1(B) = 1(4).

Eine wichtige Klagsse von Folgenrdumen, auf die sich unsere Kri-
terien leicht anwenden lassen, bilden die folgenden. 8ei b = (by, by,...)
eine Folge reeller Zahlen mit b;> 1 und sei s & Ru {400} Wir setzen
By = A(A) mit a;, = b, Wwo o, s Die Definition hangt offenbar
nicht von der Folge o, ab,

by oty = 0

By, ={(W1,$2, ) 2 ]zi‘j]bj'< +oo fiir alle o < s}.
iz :

Ist die Folge b; monoton wachsend, supb; = + oo, 50 sprechen wir von
. i
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einem Potenzreihenraum. Einen solchen Raum konnen wir auch gchreiben
in der Form

A, (a) = {(ml, Doy een)t Z' ;| 0% < + o0 fiir alle 0 < o <7},
j=1

WO 4 < ap < ..., SUP0; = -+oo, eine Folge nichtnegativer reeller Zahlen
ist und 0 <7 << +oo. Ist ¥ = + o0, 50 heifit 4, (a) Potenzreihenraum vom
Typ + oo, sonst vom Typ kleiner 4 oco.

Aus dem Nuklearitétskriterium fiir Folgenrdume (s. [97) folgt leicht,
dafB ein nichtendlichdimensionaler nuklearér Raum vom Typ I, , bis
auf eine Permutation notwendig ein Potenzreihenraum ist.

2.5. Barz. Jeder Rawm vom Typ B, ; (und damit jeder Potenzreihenrauwm)
hat die Bigenschaft (Q).

Beweis. Einfache Anwendung von 2.4, man wihle dazu o), = F,
bzw. o), = 8 —1]k.

Hieraus ergibt sich mit 1.8:

2.6. SATz. Jeder nulleare Potenzreshenraum ist Quotient von s.

Im folgenden sollen nun die Folgenrdume beschrieben werden, die die
Bigenschaften (DN) und (2) haben. Die nuklearen (F)-Riume mit diesen
beiden Rigenschaften sind ja nach 1.10 gerade die projizierten Unter-
réume von s.

2.7. SArz. A(4) hat die Bigenschafien (DN) und (2) genou dann, wenn
eine Folge b; > 1 ewistiert mit A(A) = B, .

Beweis. By . hat nach 2.5 die Eigenschaft (Q) und nach [10], 2.4
die Bigengchaft (DN).

Hat umgekehrt A(4) die Eigenschaften (DN) und (), so existiert
wegen (DN) (s. [10], 2.3., (2')) eine Folge a; € 1'(4), a; > 0, und zu jedem
heNein K eN, (> 0, so daB of , < Ca,a; ¢ fiir alle j. Durch wiederholte
Anwendung 'erhalten wir zu jedem keN, neN ein KeN und ¢ >0
mit aff' < Cafay,, fir alle j. Wir konnen ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit a; = @, , flir geeignetes p wihlen.

Wegen () existiert zu diesem p ein ¢ e N ¢ > p, mit den in 2.3 ge-
nannten Eigenschaften. Wir setzen b; = a; 07,, dann ist §; > 1, und
wir behaupten A(4) =B, , . B

Einerseits existiert némlich nach Wahl von ¢ (5. 2.3) zu jedem k e NV
ein ¢ > 0 und » € N mit

;< Oa;

a5 0 \"
5 . N1
i ("‘") = Ca; , b7+,

a.
(o
andererseits existiert zu jedem # e N ein Q € N und ¢ > 0 mit
petl
no_ Ya
bf N n
i

a;

,m < Oay,.


GUEST


236 D. Vogt und M. J. Wagner

Die Diagonaltransformation
(Byy Bay o) > (B0, Ba sy - )
stellt also einen Isomorphismus von A(4) auf B, ., ., her.

Bemerkung. Wir haben sogar bewiesen, dafB 1(4) bis auf Diagonal-
transformation vom Typ B, ., ist.

2.8. Sarz. Ist A(A) nuklear, so sind dguivalent:

(1) A(A) hat die Higenschaften (DN) und (RQ).

(2) A(A) ist isomorph einem projizierien Unterrawm von s.

(8) A(4) dst isomorph einem Potenzreihenraum vom Typ -+ oco.

(4) A(4) ist bis auf eine Permutation der Indizes und eine Diagonal-

tramsformation ein Potenereihenraum vom Typ + oc.

Der Beweis folgh unmittelbar aus dem vorausgegangenen und 1.10.
Er kann aber auch ohne Heranziehung von 1.10 gegeben werden. Denn:
(1) = (4) ist 2.7, (4f) = (3) ist Klar, (3) = (2) ist elementar beweisbar
(8. [61), (2) = (1) ergibt sich aus den Vererblichkeitseigenschatten von (DN)
und (&), sowie ans der Tatsache, dafl s beide Bigenschaften besitzt.

Beac]flten wir, dafl auf Grund des Basissatzes fiir nukleare (F)-Réume
»(s.. [9]) die nuklearen (F)-Réume mit Basis mittels der Koordinatenab-
bildungen identisch sind mit den nukleaven A(4), so erhalten wir den fol-
genden Satz von Bessaga [1]:

2.9. SArz. Fiir einen nuklearen (F)-Raum mit Basis sind dquivalent:

(1) B ist' isomorph _einem projizierten Unterraum von s.

(2) H ist isomorph einem Potenzreihenrauwm vom Typ -+ oo.

In d.iesem Falle wird eine Isomorphie bei belicbig gegebener Basis
n'awh geeigneter Numerierung und Normierung durch die Koordinatenab-
bildungen hergestellt. Man beachte auBerdem, daB der Potenzreihenraum
wegen. [7] eindeutig bestimmt ist.

Bemerkung. Die aus 2.4 und 1.8 sich ergebende Charalkterisierung
d‘er nuk%earen .(F)-Raume mit Bagis (= nukleare 1(4)), die Quotient von s
gind, stimmt im wesentlichen mit dem in [4] Thm 2.4 angekiindigten,
oﬁenpar .a,uf einem ajnderel_ll Beweis beruhenden Ergebnis von Dubinsky
und .!?m_)bmson iiberein (*). Ahnliches gilt fiir 2.7 und seine Folgerungen,
wobei in dem 2.7. en'tsprechenden Cor. 3.2 in [4] statt der Bedinguligen
(DN-) und () die im Falle der Folgenriumae dquivalenten, konkreten
Bedingungen auftreten. Ferner wird in [4] ein Gegenbeispiel zur Marti-
neauschen Vermutung, d.h. ein nuklearer (F)-Raum, der nicht Quotient

;mn s ist, angegeben. Das erste Gegenbeispiel dieser Art ist in [12] ent-
halten. :

* Zusa.tz bei. dexr Korrektur: Inzwischen erschienen in E. Dubinsky,
JW. Robinson, Quotient spaces of (s) with basis, Studia Math. 63 (1978), pp. 267-281.
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3. Von Martineau wurde vermutet ([6], s. auch [9], S. 161): Jeder
nukleare (F)-Raum ist Quotient von s. Diese Vermutung kénnen wir

;jetzt leicht widerlegen (vgl. [12]). Die folgenden Gegenbeispiele beruhen

dabei nur auf den elementaren Sitzen 1.3 und 2.3.
. . . ik o .
3.1. Buisprarm. Die Riume A(A) mit o, = o, o i, exp(exp (...J))
L ——
. . R k—mal
sind nuklear und nicht Quotient von s.
Bewois. Wir zeigen allgemeiner, daB jeder Raum A(4) mit a;; > 1,

b n

. at,,
lim —2%- — 9
Jtoo B Rl

s
21w +oo  und

a

7=

fiir alle # und & nuklear und nicht Quotient von s ist.
Die Nuklearitit folgt induktiv ang

i Y Qg
= k41 L Gy = Y

wo k=2 und O = sup(aj; 6;.1)-
j

Wiire A(4) Quotient von s, so gédbe es wegen 1.3 und 2.3 (zu p = 1)
ein ¢, sowie n und C'> 0 mit

06" = 4j,01107 = g0y fiir alle j.

Dies widerspricht der Voraussetzung. .

Der Nachweis der Voraussetzungen im Falle der oben genannten
konkreten Réume ist dann einfach.

Eyg ist somit nicht jeder nukleare (F)-Raum Quotient von s. Es bleibt
die Frage, ob es einen nuklearen (¥)-Raum H, gibt, so daB jeder nukleare
(F)-Raum Quotient von B, ist. Wir werden im folgenden die Widerlegung
der Martineauschen Vermutung verschirfen und zeigen, daf es einen
solchen Raum F, nicht gibt.

Zum Beweis verwenden wir eine Modifikation von Bedingung (2)
(vgl. in Analogie [11]). Sei dazu ¢ eine strikt positive, monoton wachsende
Funktion auf (0, -+-oo). i

3.2, DurNitioN. B hat die Bigenschaft (£2,) wenn folgendes gilt:
Zu jedem p e N existiert ein g € N, so daB es zu jedem % e N ein (> 0
gibt mit

1
U, < Oq)(r)U,ﬂ—I——,; U, fir alle » > 0.
Bntsprechend zu 1.2 gilt dann wieder

3.3. LovuA. Hat B die Bigenschaft (Q,), so auch jeder Quotiem von H.
Wollen wir dieses Lemma auf einen gegebenen Raum ¥, anwenden,
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80 miisgen wir diesem eine Bedingung (f2,) zuschreiben kénnen. Dieg
sichert das folgende Lemma.

3.4. Limmma. Zu jedem (F'S)-Raum I existiert ein @, so dap B die Bigen-
schaft (8,) hat.

Beweis. Nach Voraussetzung ((F8)-Raum) existiert zu jedem peN
ein ¢ = q(p) e N, ¢ > p, so dad die kanonische Abbildung B, - H, priikom-
pakt ist. Hy, B, sollen die den Nullumgebungen U,, U, zugeordneten
normierten Rédume sein,

Zu jedem n =1,2,... existiert also eine endliche Menge ¢, < 1,
s0 daf3

1
Uq < e, ;b Up .
Wir kénnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen : 6, <
Fiir jedes ke N und 7 > 0 setzen wir
‘vp,k(y) = sup {nw”k; ¢ e 6;}

wo neN und n—1<r<n ¢,, ist dann monoton wachsend und es
gilt

bnyrs

1 ,
Uyn) < @pilr) Uh‘|'; U, fir alle » > 0.

Sei ¢ eine strikt positive, monoton wachsende Funktion aut (0, +o0)
80 daf fir alle p und % die Funktion g, /p beschrénkt ist, z.B.

p(r) =1+ ' g,,(r).

D+ESr

4

Wir erhalten:

1
Ugey < Op,pp(r) Uy + p U, fir alle r> 0
mit '
P, l7)
C , = gup 2k’
Dk rP ()

Dies beweist die Behauptung.

Da j'eder nukleare (F)-Raum ein (F8)-Raum ist gentigt also inghe-
sondere .Jeder. nukleare (F)-Raum einer Bedingung (2,). Das folgende
Lemma igt c}le fir unsere Zwecke benotigte Teilaussage des Analogons
zi-2.3. Es wird dabel kein Wert auf groStmogliche Allgemeinheit gelegt.

8.5. Lmvma. Ist A(A4) nuklear wnd besitat die Higenschaft (2,), ist
Jerner a;, =1 fiir alle j, so ewistiert ein q, so daB és zu jedem & ein 0> 0
gibt mit

U5 < Op(a0) 0y,
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Beweis. Wegen (2,) existiert (zu p =1) ein ¢e N und zu jedem
keN ein 0, >0, so dal

1
U, < Crop(r) U+ p U, fir alle r> 0.
‘Wie i Beweis von 2.1 folgt hierans (mit denselben Bezeichnungen):

1
I g < Crp(n)l U-lﬁ-;” -

Setzen wir bier wieder die Koordinatenabbildungen f;: &~ ¢; ein,
so erhalten wir

1
a4 < O (r) oz + "

oder mit » = 2q; , nach Multiplikation mit 2a; ,a; ;:
a’j,lc < ZOIc(p(za’j,q) wi,(l'

Wegen der Nuklearitit von 1(4) existiert ein @ und jo, so daf a; a5

<« § fixr > o, Also gilb
< Owplagg)ayg  Hir alle §> 4,

und damit mit einer modifizierten Konstante Ok;a.uch fir alle §.

3.6. LuMMA.: Zu jedem ¢ ewistiert ein nuklearer (F)-Raum, der die
Bigensohaft (Q,) nicht hat. ‘

Beweis. Wir setzen ¢, = 1 fiir alle j und wéihlen induktiv. a;,,,
= 05 80, dafl

00
. a, 1 i
lim —2E @(a;,) =0 und E Ik < 4o
VRS =~ Y1

A(4) ist dann nuklear und hat wegen 3.5 nicht die Bigenschaft (£2,).

Die Lemmata 3.3, 3.4, 8.6 crgeben nun das angekiindigte Resultat:

8.7. Sauv. Bs ewistiert kein nulklearer (F')-Rawum B, mit der Bigenschaft,
dap jeder nulleare (I")-Raum Quotient von I, ist.

Bewois. Angenommen, es gibe ein solches Hy, so wirde nach 3.4 ein ¢
exigtioren derart, dal B, die Wigenschaft (£2,) hitte. Dann hitten nach 3.3
alle nuldlearen (F)-Réume die Rigenschait (£,). Dies widerspricht 3.6.

Bemerkung. Aus 3.7 folgt natinlich insbesondere, daf es keinen
nuklearen (I)-Rawm H, gibt, der alle nuklearen (F)-Réiume als projizierte
Unterriume zulsBt. Da im Beweis von 3.7 Kothesche Folgenriume als
Gegenbeigpielo verwendet wurden, gibt es also auch kein H,, das alle
nuklearen Kétherdume als Quotienten oder projizierte Unterrdume zulaBt.
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Damit sind die von Pelezynski in Studia Math. 38 (1970), 8. 476 vorge-
schlagenen Probleme 38, 39, 40 vollstdndig gelost.

Wir haben ferner sogar bewisen, daf es keinen (F'S)-Raum gibt,
der sdmtliche nuklearen (F)-Réume aly Quotienten hat (zur Nichbexi-
stenz eines universellen (F§)-Raumes bzgl. Unterrdumen s. [8]). Da wir
die Konstruktion von 1(4) in 3.6 ohne Schwicrigkeiten so gestalten kénnen,
daf A(4) s-nuklear (s. [6], [9]) oder auch A (a)-nuklear in einem heliebigen
Sinne (s. z.B. [3]) ist, folgt, daB aunch kein (F'S)-Raum (und damit kein
nuklearer, s-nuklearer usw. Raum) existiort, der alle diese Riume zu
Quotienten hat. :
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Tempered nontangential boundedness

by
B. MARSHALIL (Princeton, N. J.)

Absteact. Wo prove regults on the growth and convergence properties of distri-
butions and their derivatives, with the help of results from our earlier paper [3].

The object of this article is to show that with certain necessary
modifications all the standard results on nontangential boundedness
of harmonic functions are true when any mollifier is used, not just the
Poigson kernel. ‘

Let (v, 1) be a harmonic function of the upper half space QF = {(z, t):
seR® t> 0} u is said to be nontangentially bounded at a point , if
there exist constants 4 > 0, a > 0, h > 0 such that

gup |u (@, £)| < oo
ag)

where I™(m,) = {(#,?): |&—u,| < at, 0 <t<h}. It has been shown that
if % is nontangentially bounded at almost every point of a set E, then
it is nontangentially convergent at almost every point of that set. In
addition, every harmonic conjugate of u is nontangentially bounded
almost everywhere in H.

With this in mind we attempt to apply the notion of nontangential
boundedness to the study of a distribution f at a point ,. Let ¢ be a C%
function. such that f(p(w)dm';éo. Detine w(x,t) = fro,(x). I ¢ is the
Poisson kernel, then the results quoted above are statements about the
good behavior of f on the set F. In view of the work of Fefferman and
Stein on the real variable theory of H? spaces [2], it is reasonable to expect
that any mollifier could be used, not only the Poisson kernel. ‘

Tt is thereforo surprising to discover that this is not the case. We will
gee in Chapter IT that there oxist a tempered distribution fe &’ anfi
Schwartz functions @ and @ with mean value one guch that fre(2) is
nontangentially bounded almost everywhere but fx®,(») is nontangen-
tially bounded almost nowhere. )

It is possible to stremgthen the definition of nontangential boundeq-
ness in such a way that we can eliminate this dependence on the molli-
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