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La presque-périodicité et les coalgdbres injectives
par

ANDREW TONGE (Cambridge)

Abstract. We continue our study of injeetive coalgebras. This wag begun in
{157, where we characterised them as the closed translation invariant subspaces of
the continuous funections on compact semigroups. The purpose of this paper is to
bring out some connections between injective coalgebras and various notions of almost
periodicity. In particular, we identify certain cofree injective coalgebras as the almost
periodic functions on appropriate topological semigroups. From this we are able to
deduce the existence of the cofree injective coalgebra on an arbitrary Banach space.

1. Introduction et notations. Soient B et F deux espaces de Banach.
Nous noterons By la boule unité de E, et E' le dual de E. On peut munir
le produit tensoriel algébrique F @F de plusieurs normes raisonnables
[6a], mais nous nous intéressons surtout & la plus petite, la norme injee-
tive ¢. Si 7 € E®F, on définit

[lz]l, = <311]?’{[<T7 ¢ ®fl>]: ¢ EBE’Jf, € By} .

Le complété BEQF de (BT, ||-|.) s'appelle produit tensoriel injectif de
B ot F. Pour les propriétés de é, on pourra consulter [6].

Cet article est consacré & I’étude des coalgdbres injectives. Une coal-
gébre injective ([14], [18]) est un espace de Banach O auquel on associe
une application linéaire N: ¢ —+(0®0 de norme <1 (c’est-A-dire une

contraction) et ¢ € 0’ de norme 1 qui rendent commutatifs les diagrammes
suivants:

C—-T—>céc Cx—céC
N 1&N N edrs
C®C— = CHCHC COC~—Fr———C&C

N®I IQe

I désigne Papplication identique ¢ — C,.et O s’identifie de fagon naturelle
H 0QC et CRC.
N gappelle la comultiplication de C, et e est sa coidentite.
Irexemple type d'une coalgébre injective est C(S), Iespace des fonc-


GUEST


104 A, Tonge

tions eontinues sur un semigroups eompact 8, muni de Ia norme uniforme.
Précisons que pour mnous toub semigroupe topologique S sera
supposé unitaire, et la multiplication sera supposée une application con-
tinue § %8 — 8. Grothendieck ([6], p. 90) & démontré que C(S) é()’(ﬂ)
et isométriguement isomorphe & €(8 x8), et en vertu de ce résultat on
peut définir

(Nf) (s, 8) = f(s1) et e(f) = f(1) (s,0€8; [e0(S),

Remarquons que Pespace de Banach €(8) devient une algébre de
Banach, et méme une ¢*-algéhre, lorsqulil est muni de la multiplication
ponectuelle [(f-g)(s) = f(s)-g(s)]. Les algdbres de Banaeh jouissant d'unc
structure de coalgdbre (de manidre cohérente) ont é6é étudibes par plu-
sienrs auteurs, notamment Hofmann [7], [8] et Sankaran-Selesnick [12].
I’école autrichienne de Cigler, Cooper et Michor a considéré des objets
semblables, mais dans un contexte plus général. Voir par excmple [2].
Hofmann a démontré en pavticulier l'existence d’une dualité entre la
catégorie des semigroupes compacts et la catégorie des C*-bigébres com-
mutatives [7], généralisant ainsi les théordmes classiques de Pontriagin
ot Tannaka. Sankaran et Selesnick ont défini les (4%, @A)B)-avlgébres de
Hopt, et ils ont donné une démonstration simple d’un théoréme de dualité
pour les O*-algdbres commutatives qui sont des (4, ée)-algébres de Hopf
([12], th. 3.6). Dans un article précédent [15], nous avons prouvé, a laide
d'un théoréme de Kaijser (voir par exemple [16]) et des méthodes standard
de I'analyse harmonique, que toute (ﬂ,é}s)-aylgébre de Hopt est une O"-
algébre commutative. Il en résulte qu’il y a une dualité entre la catégorie
des groupes compacts et la catégorie des (ﬂ,és)-algébres de Hoptf [14].

Dans la suite nous ne considérons que des espaces de Banach munig
d'une structure de coalgébre. Nous devrons parfois imposer comme hy-
potheése la propriété d’approximation de Banach, mais nous n’utiliserons
qu'une seule des plusieurs versions équivalentes énumérées dans [6].
Remarquons d’abord qu’un élément de B QF peut étre interprété comme
application lindaire ¥’ — F. Nous dirons que F satisfait & la propriété
d’a:‘pprowimution si, pour toubt espace de Banach F, on peut identifier
BEQF & XW(E',F), Pespace des applications linéaires compactes de
(B’ o(E', B)) dans (¥, o(F,F)), muni de la norme uniforme. I est
tonjours vrai que Eél«’ c KXW (&', I). k

Moyennant la propriété d’approximation, on peut caractériser les
coalgébres injectives comme les sous-espaces fermdés invariants par trans-
lation d’un espace C'(8), ol § est un semigroupe compact [15]. Dans ces
conditions on peut également prouver une rvéeiproque & la proposition
suivante.

ProrosrrioN 1.1 [15]. Le dual d’une coalgébre injective C admel une
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structure naturelle d’algébre de Banach. La boule unité, munie de la topologie
(0, O), est un semigroupe compact.

Signalons que pour @, y € 0/, le produit xy est défini par

{e,ay> = {(Ne,2®y) (eel).

Observons aussi que Ia coidentité de ¢ n’est autre que l'identité de O'.
Nous dirons que € est cocommutative si ¢’ est une algébre de Banach.
commutative pour la multiplication ci-dessus.

Diésormais il sera commode de ne considérer que les algébres de Banach
commutatives (avec une identité normalisée) et les coalgébres injeetives
cocommutatives. Hgalement, tout semigroupe topologique sera supposé
abélien.

Un. atome de la coalgdbre injective ¢ est un élément a tel que Na
= ¢ ®a. Il est clair que les atomes de C sont des éléments du spectre de
(', Les atomes de O(S) sont précisément les semicaractéres de 8.

Si R, et R, sont des algébres de Banach, ALG(R,, B,) désigne I’espace
des contractions d'algébres R,—R,, ¢’est-a-dire les contractions mulbipli-
catives qui envoient Videntité sur P’identité. D’autre part, si ¢ et D sont
des coalgébres injectives, COALG (C, D) désigne les contraciions de coal-
gébres ¢ — D, cest-a-dire les contractions telles que

Npf = (f®F) Ny et
On vérifie aussitét la

ProposrrioN 1.2 [15]. Le transposé f' dune contraction de coalgébres
I est une contraction d’algébres.

enf = egr

Nous entendrons par homomorphisme de semigroupes topologiques
une application continue multiplicative qui envoie I’identité sur I’identité.
Nous aurons besoin dans la suite du produit tensoriel projectif HQF
de deux espaces de Banach F et T EQF est le complété de F@F muni
de 1a norme @, la plus grande des normes raisonnables [6a]. Si v e HQF,
on. définit
Jltl, = sup {I<z, ®p|: @ forme bilinéaire de norme < 1}.

Isolons enfin deux propriétés essentielles de la nmorme injective:

(P) Si By et Iy sont des sous-espaces fermés de B et I, resp., alors By éﬁ’l
est isométriquement un sous-espace fermé de E QF.

(Q) & QI est isométriquement un sous-espace fermé de (B éF)'.

Pour les démonstrations nous renvoyons & [0].

Ce travail a ét6 fait & McGill University, Montréal et & la Faculté
des Sciences d’Orsay, ol je préparais une thése de Ph. D. & Cambridge,
G. B. Jai beaucoup profité de plusieurs discussions avec A. Atzmon,
T. Fox et aveec mon directenr de thése S. W. Drury, qui m’a suggéré ce
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sujet; je les remercie, ainsi que le SRO qui m’a accordé une bourse. Je
tiens aussi & remercier le rapporteur de cet article, qui m’a signalé divers
résultats anbérieurs lids & cette question.

2. Le codual d’mne algéhre de Banach. Comme le dual d’une coal-
gbbre injective est une algébre de Bamnach, on pomrrait espérer que le
dual d’une algébre de Banach soit une coalgébre injective. Bien que
cela soit faux, on peut en tirer quelque chose d’intéressant.

Soit R une algdbre de Banach. Désignons sa multiplication par M:
R®E — R et posons N = M. Si ¢ est dans le spectre de B, on voit que,
moyennant quelques identifications naturelles, on a Ng = @ Qq & R QR
c (B éR)’. S’appuyant sur (P), on peut ge servir du lemme de Zorn pour
démontrer que parmi les sous-espaces fermés de R, il existe des espaces
maximaux qui sont des coalgébres injectives pour la comultiplication N.
Comme il est clair que la fermeture de la somme de deux tels espaces est
toujours une coalgébre injective, nous venons de démontrer la

ProrosTTION 2.1. Il ewiste dans R' un sous-espace fermé mazmimal
wnique qui est une coalgébre injective pour la comultiplication N.

Cet espace s’appelle codual de R, il est noté R”. Pour examiner R de
plus prés, il sera utile d’introduire la notion d'un élément presque-pério-
dique de R’. A tout ¢ e R’, on peut associer une application linéaire ¢:
R — R' définie par

z), Yo =Ly, 2Y> (#,y e R).
On vérifie aisément que [§f| = |lp]l. Suivant Kitchen [10], nous dirons
que ¢ est presque-périodique si ¢ est une application compacte. Les élé-
ments presque-périodiques de R’ constituent un sous-espace fermé que
nous désignerons par AP (R).

TEEOREME 2.2. (2) 8¢ R est une algébre de Banach, on a R = AP(R).

(b) 8i, de plus, AP (R) satisfait & lao propriéié &' approximation, on
a R7 = AP (R).

Pour démontrer ce théoréme, nous aurons besoin du

Levye 2.3. Soit T un sous-espace fermé de Z’espowe de Banach F. Si
E satisfait & la propriété d’approvimation, alors (B ®P) (F ®L‘) = I ®1’

Démonstration. D’aprés (P), on a EéJE < (E®F m(F@E). Sup-
posons alors qu’il existe & e (H (éF) (T éE) tel que & ¢ B QF. Remarquons
que la topologie o(H,H') sur H est p1ccisément celle induite par
(F, o(F, F)) ([1], p. B4). Or, comme EeIJ@I’,S on a &eRKW(H', ).
8i 'image de £ était dans F, on aurait £ e 17®E en vertu de 1’hypothése

que F satisfait & la proprleté d’approximation. Ceei étant faux, il existe
% € B’ tel que &(u) ¢ I. Par conséquent, il existe v € B° —1’ensemble polaire
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de B — tel que {(&(u), v 3= 0] c’est-a-dire &, u®u) 5= 0. Mais puisque
E' = I'|E’, nous pouvons choisir w € B’ tel que (&, w®v> # 0. D’autre
part, comme £ e FQE et v e E’, on a (&, w®v> = 0. Cette contradiction
nous améne a ’égalité voulue.

Remarque. En fait, il n’était pas nécessaire de supposer que H sa-
tisfait & la propriété d’approximation. La démonstration reste valable
§i on suppose que BEQE = KW (E', E). D'ailleurs si F satisfait & la pro-
priété d’approximation, on peut démontrer que (E éF)n(F éE) = OQE
si et seulement si KW(E', B) = BQH. On trouve dans [15] un exemple
d’un espace de Banach H pour lequel EQF S KwW(E, ).

Démonstration de théoréme 2.2. Rappelons que (RéR)' est
isométriquement isomorphe & L(R, R'), I'espace des applications lindaires
continues R — R’, muni de la norme uniforme. Cette identification asso-
cie & Ny e (ROR) Vélément § de L(R,R). 8i NoeR QR < (R@R)
alors ¢ est une application compa.cte (voir [6]

(a) Si pe R”, on a Ne e RPQRV < R’®R’, et il en résulte que &
est une application compacte. La premiére partie est démontrée.

(b) Supposons maintenant que AP (R) satisfait & la propriété d’appro-
ximation, et fixons ¢ € AP(R). Nous nous proposons de démontrer que
No e R’ ébAP(R) c R'®R < (R é)R)’, ¢’est-A-dire que ¢ est une application
compacte B — AP(R) <= R’ ([6], p. 165). Pour des raisons de symétrie,
NpeR' é&A_'P(R) si et seulement si No e AP(R) éR', et le lemme 2.3
permet de conclure que Ne € AP(R) QAP (E). On en déduit que AP(R)
c RF, d’ol AP(R) = RF.

Demonhons alors que N(p eR’®AP (R).
pour touta e R I'application tp( ) est compacte ([6], p. 165). Il est immédiat

Ceci revient & dire que

que (p( Y(8) = @ (rs) pour tout s e R. Soit (s,) une suite dans Bp. Comme
& est compact et (rs,) est une suite bornée, nous pouvons extraire une

sous-suite de Cauchy de @ (rs,)= # () (s,)([11], p- 98). Nous en dédunisons.

que rﬂ;) ost compacte.

Donnons deux exemples.

TxnvpLE 2.4. 8i K est un espace compact sépard, O(K) est une algébre
de Banach pour la multiplication ponctuelle. Kitchen [10] a prouvé
que AP (((K)) = My(X), les mesures diserdtes sur I. D’aprés le théoréme
2.2 et [6], p. 195, on a O(K)" = M,(K).

Soit f e 0(8), olt § est un semigroupe topologique. Si s € §, on définit
f.e 0(8) par f,(t) = f(st) pour tout teS. f est dite presque-périodique
g la fermeture de {f,: s € 8} est compacte dans C'(8)([3], [4]). L’ensemble
A(8) des fonctions presque-périodiques sur § est un sous-espace fermé
de 0(8).
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8 § est muni de la topologie discréte, I' (8) est une algébre de Banach
pour la convolution:

sia = (a,), b = (b)) e *(8), alors axb =( Z a,“bv).

Bxevrrs 2.5 [H(S)FF = A4(8).

Démonstration. Comme A(S) satisfait & la propriété d’approxi-
mation ([6], p. 185), il suffit, d’aprés le théordme 2.2, de démontrer que

P(I}(8)) = A(8). On sait que [I*(8)] =1"(8) = C(8). 8i sed, adi-
nissons ¢, € I*(8) par ¢,(t) =0 si s ¥ ¢ et ¢(s) = 1. Or, la boule unité
By de 1'(8) est lenveloppe convexe équilibrée fermée de {e,: s e 8h
Sig e ¢(8) alors §(6,) = ¢, b il est clair que la formeture de {F(h):
b e Byg) ecst D'enveloppe convexe équilibrée  fermée de {pg: ¢ eS8}
Cette enveloppe est compacte si et seulement si {p,: s € 8} est relativement
eompact ([11], p. 72). Ce n’est autre que la condition pour que ¢ soit
presque-périodique. ‘

Remarque., Notons FAP(R) la fermeture du sous-espace de R’
comprenant les éléments ¢ tels que ¢ soit de rang fini. Il n’est pas difficile
de démontrer que FAP(R) est une coalgdhre injective et que FAP(R)
< R¥ < AP(R), [14]. Il serait intéressant de savoir dang quelles condi-
tions on a TAP(R) = AP(R).

3. Des fonctewrs adjoints. Nous allons montrer que les passages
au dual d’une coalgdbre injective et au codual d'une algébre de Banach
donnent lien & des foncteurs adjoints. Comme application, nous démon-
trerons Dexistence d’une coalgébre injective colibre sur tout espace de
Banach. Ce théoréme d’existence sera démontré de fagon plus concréte
dans le paragraphe suivant, oll nous faisons apparaitre un lien avee les
fonctions presque-périodiques.

Tout d’abord, il faut introduire une construction différente du codual
R¥ de Palgeébre de Banach R. Une construction semblable a déja &6
utilisée dans [7], p. 79. Rappelons que M: R ®R — R est la multi plication
de R et que V'application transposée M’ est notée N. Posons suceessive-
ment:

Uv=8

) OF =R,
(2) OB = N"H(FR0R)NCR si o = A+1
El

(3) 08 = M{0F: 2< o} 8i ® est un ordinal limite,
(On se¢ sert implicitement des propriétés (P) et (Q) de é).)

Désignons par ¢ un ordinal tel que OF = Of,; = C.

ProroSITION 3.1. O est le codual de R.

Démonstration. ¢ est un sous-espace fermé de R’. Identifiant ¢ ®C
4 un sous-espace fermé de (R @R)’, on a

N(C) = N(CR.) = CE®CF = 0&C.
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Observons que ¢ contient le spectre de R. I1 en résulte que ¢ est une coal-
gébre injective, ot par définition on a ¢ ¢ RF.

Pour démontrer que K¥ < ¢, nous raisonnons par récurrence. Nous
gavons @ priori que R < €F = R'. Fixons o et supposons que si A < w,
alors ]?V < 0%,

(1) 8i @ estb oun ovdinal limite, R  ({0F: i< 0} = CF.
(@) 8 o= a1, sl BY e NUEYGRY) = NUU(CRGOR), do
R < (le

11 s’ensuit que pour tout ordinal o on w B < ¢ B, Tn particnlier,
R OF = ¢, eo qui termine T m’».nm.nﬁLr.'..tion

Remarque. On peut prouver gue BY == ﬂ 0% §i ee dernier espace

ne==1
gatisfait A la propriété d’approximation.

La proposition suivante est un coanalogue de la proposition 1.2 qui
affirme que le teansposé dune contraction de coalgébres est une contra-
etion d’algébres. i

PrROPOSITION 3.2. Soit fe ALG(R, S), ot R et 8 sont deux algibres
de Banach. Posons f7 m‘f’\w. Alors

(a) Jr(8") = R ¢

(hy fr e GOAL(w(S” , B¥). .

Démonstration. (a) Nous raisonnons encore par récurrence eb
nous mountrons que f(05) < O pour tout ordinal w. D’aprés la définition,
on o f/(0F) = CF. Snppo..,(m.a alors que f(CF) < OF pour tout A< w.

(1) 8i o ost un ordinal limite, alors

Fes =f(INGi: 1< o)) N5 A< o} s OF.
(2) 81 w = A1 et ¢ &0y, alors Ng() e o ®O
Soient @ ot ¥y dans ]1,. Puisque fe ALG(R ,S), @
N () — (' RF )N (), @y = (f'(0), > — (Vo) Fl&) ©F )
= Loy fly)y =<6, 1) f( > = 0.

11 en vésulte que Npf'(e) = (f @f)Ngle) € CF 0%, ot nous trouvons
done que
A/"(‘-’);C{Nﬁl(U?®(3'fzﬂ)ﬂ(7ic = (%,

Par conséquent, f((45) € ¢ pour toub @, et on vertu de 3.1 on &
P87 = RY.
(b) Comme il est évident que e f% = 6., e raisonnement de (a, 2)

fournit la démonstration de (b).
Avant @aborder la question des foncteurs adjoints, donnons une

earactérisation plus abstraite de R7.
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ProrosITION 3.3. Soit R wune algbbre de Banach.
(a) T emiste un semigroupe discret S tol que B soil un quotiont (par un
idéal fermé I) de 11(S). ‘
(b) 8i AP(R) satisfait & la  propridlé dapprowimaiion, dalors
RV = A(8)nI"
Démonstration. (a) Nous prenons pour § la houle unité de R, munie
de la topologie diserdte. Si nous définissons une application linéaive z:
1(8) - R par
\ 1
n(()‘s)na»ﬁ‘) = b/\_/ A8
“eN
il est immédiat que z est un épimorphisme d’algébres qui envoie By sue
By. Nous en déduisons que R est isométriquement isomorphe & I (8)/1
ot I = kerz. ’
(b) Comme g: [*(S) = B est un épimorphisme d’algdbres, o’ : B — I
o I°(S) est nne isométrie. On vérifie anssitoét que
o' (AP (R)) = AP(H(S)) nI* = A(S)nI°,
o Yoy, oo it 2
en Tvgztu de 'exemple 2.5. Il s'ensuit que #'(R") = 4 (8)n 1% et la pro-
pom_twn 3.2 permet de conclure que R¥ g’identifie comme coalglbre in-
jective & 4 (S)nI°. '
. _‘( . . 3 v . SR 0 .
‘S\oan ﬁﬂla. catégorie dfzs coalgébres injectives ot des contractions de
coalgebres, et o/ la catégorie des algébres de Banaclh et des contractions
) A ) A 1 Ao - bl - Y i
d’algébres. D’aprés les résultats préeédents, il est clair que
():R—>R; f—f" -
est un foncteur contravariant & —%, et que
()00 f "
est un foncteur contravariant € — 7.
COAOn é:tabilt une corlj?spondzmce bijective ‘entre ALG(R, (") ot
LG(C, R") de la manidre suivante:

- 751 déflgngétoujours le plongement d’un espace de Banach dans son
idual, et ¢ désigne une inclusi Si f e ALG ication
, g ne inclusion. 8i fe ALG(R, ), alors Papplication

s 05 (o Eomr

est une contraction de coalgébres. (On vérifie aussitot
. b rific aussitot que = (C) < ().
D’autre part, si g e COALG(C, R7), alors ! O = (@)

R _"‘)_ R// _1’) (RV)I _ll; O»
est une contraction d’algébres.
THEOREME 3.4 ( ) et ( ) sont adjoints & drodte.

TLa presque-périodicitd ¢t les coalgbres injoctives 11k

Ta démonstration ne pose aucune difficulté et nous la laissons au
lectenr.

Paggons maintenant & la question des coalgdbres injectives colibres.
Tout d’abord il nous faut une définition.

DEFINITION. Soient B3 un espace de Banach, ¢ une coalgébre injective
ot p: ¢ - B une contraction. Alors lo couple (0, p) est dit coalgébre
injective colibre sur B #i quelles que soient D, une coalgdbre injective, eb
fi D+, uno contrnction, il existe une contraction de coalgébres .
D@ rendant commutatif le diagramme suivant:

r
(' s D

Doy quon sait démontrer Pexistence d'une coalgdbre injective colibre
sur B, il oxt clair qu’elle est unique, 3 une isométrie de coalgdbres prés.
Dorénavant, nous parlerons de la coalgdbre injective colibre §(B) sur B.
Si nous ayions défini nog coalgdbres en termes du produit tensoriel pro-
jeetif o), nous aurions pu utiliser un réswltat dans [8] pour démontrer

e théordme Pexistence. Malheureusement, la méthode de Fox s’appuie

gur dos propriétés trody particulitres de @, ot elle ne marche pas dans notre

cas.
On peut cependant reprendre presque mot pour mot des raisonnements

de Swoeedler [13] pour démontrer P'existence de §(B'"); lexistence de 8(B)
déeoulera du fait quil y a un plongement isométrique de B dans son
bidual.

Signalony qu'il est
B sldentifie & N

S(]}) s @)llB @ll(B ®B)Bym @ll(B ®B ®B)sym @11 (RN
ott, par exemple, (B é?;li)wm est lo quotient de B @B par Pintersection des.
noyatx dey formes bilindaires continues symdétriques sur B % B. La multi-
plication ost détinie & partir des relations
[, ® ... &b, 1 [0 ® v ®by] = 0:® ... ®bp,]

olt [ ] désigne une classe Léquivalence ot b; e B (L<i<m).

TuhoriME 3.5, Soit B wn espace de Banach. Alors §(B'") = [8(B)F.

Démonstration, Voir [18], pp. 196-128. Lrapplication p: §(B")—
—B' exigée par la définition est Ia composition

[S(BY > [8(B)) > B

ol § est linclusion ot 4: B —8(B'); b'—(0,0,0,...)

bien connu [17] que I'algébre de Banach libre sur
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Pour bien exploiter le théoréme 3.5, nous allons démontrer que leg
sous-espaces héritent des thdorémes d’existence.

Loyve 8.6. Soient (C, p) une coalgébre injective colibre sur Pespace de
Banach B, et B, un sous-espace formé de B. Supposons qu'il ewiste un atome
@ de O tel que p(a) e By. Alors, il existe dans C un sous-espace fermé mavimal
unique Oy de sorte que:

(a} Oy soit une coalyébre injective pour lo comultiplication induile par
G, et

(b) »(Cy) = B;.

8i py désigne lo restriction de p @ Cyy dalors (Cy, p;) es
injective colibre sur B,.

Remarque. Cest Ia propriété (P) de ® qui rend légitime Pénonesd du
lemme 3.6. On trouve dans [ 15] une discussion dn probléme do In bonne
définition d’une ,sous-coalgébre”.

t une coalgébre

Démonstration. Pour établir Pexistence et Punicité de (4, il suffit
de reprendre, mutatis mutandis, la démonstration de la proposition 2.1.
Considérons le diagramme (i) ci-dessous,

F
c—-—=t c—" »
@ s N \ /
. B =2 B By

f:D — B, = Bestune contraction, D est une coalgihre injective ot 7
@8t la contraction de coalgsbres qui rend le diagramme commutatif. On
voit facilement que F(D) est une coalgébre injective pour la commitipli-
cation induite par ¢. Comme P est continue et pF = f: D By, on a
2(F(D)) = By, Il en résulte que F'(D) = Cy, eb F est done une contraction
de coalgébres qui rend commutatit le diagramme (ii). 8i ¢ était une autre

contraction de coalgdbres telle que (iii) commute, elle rendrait commutatif (iv)
ce qui entrainerait que ¢ = 7.

G
Coermeo e D,
N
(i) p\ G @ /
Bl b B

Ce lemme permet de démeontrer lo théoréme génor
TaBorREME 3.7, 8
injective colibre sur B. )
Démonstration. Nous plongeons B dans son bidual B,
de 3.5 et 3.6, il suffit de trouver un atome ode g

al Qexistence.
0it B un espace de Banach. Alors i existe une coalgébre

En vertu
(B") tel que p(u) e B.
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Vi 3 30 1 1 (A ’ ]|7

En fait 4 en trouver une »'l]l‘élw})i)ll(lﬂ/]lﬂ( Cuisque Q(B, ) = S(B ) 7

411 1e nous er trouvoerons 4R : P ‘

les viiomes de o (“ ) sont T ywroeisément les Alémen ts du spectre de S( B )
3 atonies @ ’ v ' e Y IRE .

Or le dui 1 de S (lf ) bl ld(‘:l\j}”:l(‘v R

AT, 10

C Do B Do Ly (B) Dy Ly (B') Do -

‘ ace doy for n-lindaires continues symétriques sur
oi L, (B7) est Tespace dey formes n-lindaires eontinues symétriques

o
B w3 % B, Par consbquent, les éléments de spectre du S(B') sont
POV S IO
de o forme - )
1 Chp (o tag) (e & Ge) @ ...

o ost un élément do Ty boule unitéd de B, D’apréy lu déf]'nitim.l de p,
on ,vx. Ip(l (l‘)rp(’!)(r,m:ﬁ,;) (1.0 =g, Nous achevons la démonstration en
ON Y R C (g ) L o

1t g a houle unité do 13,
yrenant ¢ dans la bou S ‘ -
! :Si O(Pnt P sont deux coalgdbres injecfives, la composition
G(é 7 }\*(,fi?l,’\’f‘) e ((/1 &)(;) é(]) é{)]}) _4_15«1‘:1\\1{;01;1011 N (O®_D) & (CeD)

Adétinit une comultiplication sur ¢®D. Bo offet, ¢ ®DF l(nume de écgttzée
comultiplication, est lo produit de ¢! et D dans la catégorie 4. Plus précis f
1;10n1' ¢ H est une coualgdbre injective et si Fy: B-C gt Fy: BE-D ;;)n
(‘lu;; (*’0111‘1"1(-1;imm de conlgdbres, il existe une contraction de coalgébres
unigue I B(@D qui rend commutatif le diagramme

D -~ ceD

ofl 7, est I contraction de coalgébres
> 0@ 0 <yiiition ™

0RD -

“1(1(,@0,)

i ; i s fac samblable. -
of 7, ost définio de fagon se ) : . * conlzthres
Remarquong qulict nous ubilisons :Lmrtumo.nti 1? fait que nos coalg
sonti cocommutatives of possddont o (‘,o‘l‘(lentltto.l.} roiuit do B, ob B,
Puisquil est bion connu que By (DeBs est lo prod ‘

lo I ot dos contractions, il est facile
dans Ta catégorio des espaces de Banach ob does contractions, st fa

de démontrer Ta )y
1 P aces nach. Alors
PROPOSITTON 8.8, Soient By et B, doun espaces do Banach

S(By @DBs) = S(By) ®S(Bs).

Nous laissons log ddétails au leeteur.

libres et les fonctions presque-périodiques.

4. Les ¢ ¢hres injectives ¢o ! i .
4. Los conlgihros inj sons une méthode différente qui permet

Dans ce paragraphe nous introdui
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de retrouver le théoréme d’existence pour les coalgbres injectives colibres.
Nous allons identifier la coalgébre injective colibre sur 1%, Pespace des
fonctions bornées sur X lettres, & T’espace des fonctions presque-périodiques
sur le semigroupe libre (discret) sur K lettres, et nous présenterons une
généralisation de ce résultat, due aun professeur K.H. Hofmann (Tulane)
Le théoréme 3.7 apparaitra alors comme corollaire.

Nous aurons besoin d’une généralisation, due & De Leeuw of Glicks-
berg, du compactifié de Bohr d’un groupe abélien localement compact.

* TrBorBEME DG [3]. (a) Soit 8§ un semigroupe topologique. Alors il exisie

¥8 un semigroupe compact ¢t igy: S8 un monomorphisme dense tels que la
Dproposition suivanie soit vérifiée:

quels que soient T un semigroupe compact et @: §—T un homomorphisme,
il emiste un homomorphisme wunique ®: yS—T de sorie que le diagramme
survant commute : )

is

N

»S
A
T

(b) Lespace A(S) des fonctions presque-périodiques sur 8 s'identifie &
Vespace des fonctions continues sur v8, muni de la norme uniforme.

Le couple (y8,4i5) — noté simplement ¥8 — s’appelle compactifié
presque-périodique de §. yS est unique, 3 un isomorphisme prés.

Considérons I'exemple § = Z*, le semigroupe additif discret des
entiers nonnégatifs. Dans ce cas, yZ*+ est la fermeture de Z+ X Z* dans
le semigroupe compact aZ* x yZ, ol aZ* désigne le compactifié d’Alexan-
droff de Z* ot yZ désigne le compactifié de Bohr de Z. Pour les détails,
on pourra consulter [9], p. 67.

THEORBME 4.1, Notons § = Sx le semigroupe libre discret sur K lotires.
Alors (1) = A(8g).

Démonstration. Il sera utile d’identifier § — S & X Z%F, 1o sous-

Jeely?
semigroupe de [] Z* comprenant les éléments (M) qui Womt quiun
kel

nombre fini de n,, ditférents de zéro. Bien entendu, § est muni de la topolo-
gie diseréte. Nous éerirons ¢ = (Ojp)rere €6 Dous alloms systématiquement.
confondre les éléments de § et leurs images par iy dans p8.

Munissons A(8) = C(y8) de la comultiplication habituelle N ; la
coidentité ¢ est Iapplication qui associe 3 tout élément de A(8S) sa valeur
en 0.

Tout d’abord nous définissons une contraction P: C(p8) -1 en

- ©
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osant _ o
» ()l = a(e) (b <K, ue0(S).
Qoient maintenant 1 une coalgdbre injective et f: DI une conpmc—

tion, lindaire. Notre but est do construire une contraction de c,oalgebres
) L 3 A= ) e ) ’
7 D0 (y8) jouissant do la propridté pF = f. prpeélons qu’en ve]1;tu
St . ~ ot S5 T rr YT « e
do 1.1, By, osb un semigroupe compact. Si k e K nous définissons f, € By,
par 1o relation

Sy @y == [f( D) (de D).

SHoit n wu () & 8. Nous considérons

” e N
g(m) = [ (fi)" & Bp.
led
Puisquo (f,)° ot Pidontité, il ghagit d’un produit fini,. donc bien dé’glm,B et
coMmme Afi" est muni de la topologie diserdte, il est év1\den1: que ‘P'Al -1 tDO,
ost un homomorphisme. Hn conséquence du théoréme (DG), il exis

i ismo unique @: y8-B, tel que Pig = ¢.
1n homomorphisme unique @: 8 o tel ' ‘ )
Soit d e D. Nous définissons Papplication F(d): yS-C par la rela

tion
F(d)(0) = (D (o), dy (0&y8).
Nous allons démontrer que I ost la contraction de coalgébres cherchée.
Dabord, si o) € p8 ot &> 0, nous posons
U, == U,(oy, &) = {0 € p8: KP(0), dy —(D(00), D] < &}
Comme @ ogt continue, nous pouvens affirmer que U, est un voisinage de
oy, Maiy alors
\F(d) (o) =T (@) (00)| <& (0T
ot nous en déduisons que F(d) e C(y8).
On vérifie aussitot que F: D-0(y8 o
i Pon identitic O(yS)@0(yS) & O(y8xy8), alors pour
o, v eyl on o
(T &I N (d)](0, 7) = (Np(d), D()@B(2)) = (d, D()P(F)
| = iy B (00)y = B (@) (07) = [NF(@)](o, %),

); d—>F(d) est une contraction.

i = i 16
Qott NI' == (F QF) N, Puisquil ost clair que ¢l = ep, il en résulte
que J oxt une contraction do qoa.lg(}bres.
Or, quels que soient ke K ot d e D, ona ,
[PI(@)], = I (d) () = <P(o), & = <plen), & =fuld) = Lf (@) s

‘ot plf = f. N ‘ ‘
‘ Oul\?i’ls mfrons prouvé que I répond & toutes les conditions désirées sauf
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celle de I'unicité. Soit alors ¢ une applieation ayant les mémes propriétés

que F. Fixons encore d € D. Alors
G(@)(0) = o (d) = ep(d) = eF(d) = F(d)(0),

et comme p@G =f =pF, on a G(d)(e) = [f(d)], = F(d)(e,) (kek).
Nous allons utiliser un raisonnement par réeurrence pour démontrer que

G(d) = T'(d) sur S. Mais puisque § est dense dans 8 et G(d) et F(d}
sont des fonctions continues, nous pourrons en déduire que G(d) = F(d),
ce qui achévera la démonstration.
Boit alors n > 1. Supposons que pour tout w-tuple (%, ..., %,) s K
on a
e)er, .- o) = F(o)(ey, ... 6,), VeeD.
J
Quel gue s0it ¢ > 0, il existe un 'te,nseurz b ® ¢; e D@D tel que
i=1
4
1V p(d) — 2 b; ®¢lipsp< &
j=1

EBerivons » = ¢, .

- 65, .- Comme F et ¢ sont des contractions de coalge-
bres, on a

|6 (@) ey - O, ) = F (D)0, - 0, )] == 16 (@) (6, 0) — F(d) (0, 0)|
= |NG (@) (6x, ) — NF (@) (6, , )]
= (6 86) N p(d) (01, @) — (F & F) N p(d) (e, , )]

J
<2et| D@ (1) ()G (e

J
)= D F (b)) (0,) F () (@)} =
j=1
en vertu de I’hypothése de récurrence.

Ceei étant vrai pour tout ¢ > 0, nous en déduisons que

G(d) (e, ... ) = I(d) (e, .-

et, par récurrence, que G (d) = F(d) sur 8. La démonstration est terminée.

Grice au théoréme 4.1, nous pouvons procéder d une

Nouvelle démonstration de 3.7. Soit B un espace de Banach.
Désignons la boule unité de B’ par K. Il est bien connu que B est un sous-
espace fermé de IR: on fait correspondre i b e B 1'élément by B pexe
de Iz. D’aprés 3.6 et 4.1, il suffit, en conservant les notations do (4.1),
de trouver un atome a4 de §(I2) = C(»8) tel que (@ () iexe € B.

On sait que les atomes de ¢'(y8) sont précisément les semicaractores
de y8. 8i b est dans la boule unité de B, nous posons

w) = [T, 5™ =

kekK

Oty . 6’%-}-1)

(1) € 8).

icm®
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2, ost alors un homomeorphisme §—D, ot D est le semigroupe multipli-
catif compact {z € C: |2/ < 1}. Il résulte du théoréme DG que g, se pro-
longe en un homomorphisme X,: pS—D; en d’autres termes, c’est un
semicaractére de p8. Mais, pour tout ke K, X,(e;) = <{b, k>, et donc
(X (61))perc $'identifie & b e B < 2.

Isquissons une démonstration différente du théoréme 4.1. Notons
¢, (I0) Pespace des fonctions bornées sur K lettres qui ,tendent vers zém
4 Dinfini”. Remarquons que [e,(K)] =1 (K) et que [IMK)] =
En vertu du théoréme 3.5, on a §(IR) = [S(I' (X)) ], et on démontre sa,ns
diffienlté que S(I'(K)) =1'(8g), ol 8y est le semigroupe libre sur K
lettres. Puisque nous savons déjh que [IM(Sg)” = 4(Sg), nous avons
démontré 4 nouveau que S(IF) = A (Sg).

Pour conclure, nous présentons une généralisation du théoréme 4.1,
qui nous a été communiqué par le professeur K. H. Hofmann (Tulane
University). Soit U le foncteur d’oubli de la catégorie des semigroupes
compacts & la catégorie des espaces compacts. D’aprés le théoréme de
Freyd ([18], p. 117), U admet un adjoint & gauche, que nous noterons V.

TunsorEME 4.2 (Hofmann). Soient X wun espace compact et j: X—
= U(V(X)) = V(X) Vhomomorphisme unique qui correspond & Videntité
F(X)=V(X). Soit C(J): G{V(X))—\»C(X) Vapplication induite par j.
Alors (G’ (V(X)), G’(j)) est la coalgébre injective colibre sur C(X).

Remarque. Le théoréme 4.1 n’est autre que le théoréme 4.2 pour
X = pK, ot K est un espace discret.

Démonstration. Soient D une coalgébre injective et f: D—C(X)
une contraction linéaire. Nous définissons une application continue f*:
X—Bjy, = B par

(&, f*(x)y =f(d)(w) (veX,deD).
On vérifie sans peine que C(f*)r, = f, ot rp, désigne Papplication naturelle
D—(0(B):

rp(d)(w) =<d,u) (deD,ueB).
11 est clair que 75, ost une contraction de coalgdbres. Comme U et ¥ sont
adjoints, il existe un honmmmphisme unique f+: V(X)—B tel que f+j
=f*, dolt O(f* C(f*). L’application F = f*)r D»O(V(X))
est une eonm*actlon, de coaﬂ%bles qui satisfait & C()F = O(f)rp=f-
Soit G: D—C(V (X)) une contraction de coalgtbres telle que O' NI = C(H)a.
Pour terminer la démonstration, nous devons montrer que 7 = G-

Soit P(V (X)) le semigroupe compact des mesures de probabilité
sur V(X). Les applications transposées F' et G induisent des homomor-
phismes P (¥ (X)}—B de semigroupes atfines compacts. En vertu de la rela-
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tion O(§)F = C(j)&, ces homomorphismes coincident sur les mesures
de Dirac {8;,: @ X}, et done sur le sous- gemigroupe convexe faible-
ment fermé ongendré par cet ensemble, e’est-d-dire sur P(V(X)). 11
g'ensuit que F’ et G’ coincident sur I’enveloppe convexe équilibrée faible-
ment fermée de P(V (X)), et donc sur un voiginage de 0. On en déduit
que F' =@, d'olt F =G.
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On basic sequences in non-loeally convex spaces
by
J. R. MORROW (Worcester, Mass.)

Abstract. The results in this paper concern linear topological spaces that are
not necessarily locally convex and basic sequences in such spaces. The main result
is a characterization of a block basic sequence which is a subsequence of a basis. Other
sequences gencrated by a basis are considered.

0. Introduction. This paper deals with basic sequences in linear

topological spaces which are not necessarily locally convex. The purpose

of this paper is to study several types of sequences generated by a basis.
One of these types is the block perturbation introduced by Pelezynski
and Singer [10]; a second type is the block basie sequence; and the third

(3
type studied has the form (y,)2.;, where y,= > »; and (x,)5-, is 2 basis.
f=1

i=

Section 1 contains the essential definitions and terminology for the
remainder of the paper.

Two important properties of basic sequences in F-spaces are con-
tained in Section 2. An elementary proof of the “selection principle” of
Bessaga and Pelezyniski [2], in the context of an F-space, is given following
closely the work of N. J. Kalton [7].

Section 3 contains a characterization of the space ¢,.

Block perturbations are used in Section 4 to characterize the locally
bounded gpaces among F-spaces with a bounded, regular basis.

Seetion 5 contains results concerning when a block basic sequence
iy a subsequence of a basis.

The paper is concluded with an elementary proof of a result of L. Drew-
nowski [4] concerning. the weak basis theorem.

The author wishes to thank the veferee for his/her helpful comments.

1. Definitions and terminology. Let X denote an arbitrary linear
topological space in this section unless otherwise specified. Let (y,) be
a sequence contained in X; then [v,] denotes the closed linear span of
{#/,)- Two basic sequences ( z/n) and (Hn) are said to be equivalent provided

that Z a,y, converges if and only if Z“nm converges. A basic sequence
n=1 n=1
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