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Remarque sur la méthode de la variation de la constante généralisée

par Z. MIKOLAJSKA (Krakow)

Résumé. Dans le cas ou I'équation z’(t) = f(¢, #(t)) admet une solution unique
@(t, by, x,) telle que (¢, 1,, )) = 74, la méthode de la variation de la constante permet
d’obtenir la solution de I’équation z’ = f(f, z)+r(f) sous la forme =z(t, 1, z,)
= o(t, ty, e(t, tos zy)) ol eft, ty, x,) est une solution de l’équation différentiele

e’ (t) = 7(8):[@z, (2, tg, 0 (8))] 7.

La forme ainsi obtenue de la solution z(t, ¢,, ) permet d’obtenir certaines conditions
suffisantes de stabilité et do stabilité asymptotique de la solution z = 0 de I’équation

z'(t) = f(t, x()) +7(t, x4, z(t))
ol z(s) =xz(t+8) pour —p<< 9K 0.

Envisageons 1'équation différentielle
(1) ' (t) = f(t, z(1),
ou f(t, z) est de classe C! pour ¢ > 0, et I’équation perturbée
(2) «'(t) = f(t, () +r(t, x(t)).
Dans le cas ol ’équation (1) est linéaire
(L) a' () = a(t)z(t)+7(t, z ()

la méthode de la variation de la constante permet d’obtenir une équa-
tion intégrale équivalente & (L)

¢ 8
/ a(s)ds t _ fa(r)ds

(Ly o) = (ol + o b (e, ale)ds).
ty

De l’équation (L,) on peut déduire certaines conditions suffisantes de
stabilité de la solution z = 0 de I’équation (L). Dans la présente note
nous allons déduire une équation analogue & (L,), équivalente & (2), et
démontrer un théoréme sur la stabilité (ou sur la stabilité asymptotique)
de la solution # = 0 de 1’équation (2) dans le cas ou # = 0 est une solu-
tion stable (asymptotiquement stable) de ’équation (1).
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1. La formule de la variation de la constante généralisée. Envisageons
les équations (1) et (2). Admettons les hypothéses suivantes:

HypoTHESES H. 1° f(f, z) est de classe C', r(¢, ) continue pour
e (—o00, +o00), t&(0, oo).

2° Pour (%, 7,) (f, = 0) la solution ¢(t, %, z,) de I’équation (1) (telle
que @(to, ty, @) = ,) est définie dans Pintervalle 0 <t < oo,

3° L’équation (1.1)

(1.1) @' (t) = f(t, () +r(t)

pour chaque 7(?) continue ladmet une solution unique, telle que z(t,) = ,.

LeMME 1. Les hypothéses H étant admises, il existe pour chaque (1,, z,)
ume fonction c(t, ty, @), ¢(byy oy Ty) = @,, définie dans Dintervalle t, <t
< b(t,, ,) telle que la solution x(t, ty, x,) de Vequation (1.1) est de la forme

(1.2) (¢, t, 7)) = olt, t.,,c(t)) ol c(t) = c(t, t, x,) est une solution de
Véquation:
(1.3) ¢'(t) =r(t) [?’:co (ty toy c(t))]_l’ e(ty) = 2,.

Démonstration. (ty, 2,) étant donné, posons pour simplifier les
notations ¢(?) = ¢(¢, t,, #,). Supposons que c(t) satisfaise & (1.3). Envi-
sageons la fonction

E(t) = @[ty %, c(t))-
On a

E(t) = @ty to, ¢(0) + 9z, (ts tay €() €' (2).
De I’hypothése que ¢(t, f,, ¢) est une solution de l’équation (1) on tire
@,(2y 1y ) =f(t, (L, %, C))
(pour chaque %, ¢). On a donc
E (1) = f{t, @t toy (1)) + 0z, [t oy e®) ' (1) = 7 (¢, £(8)) +7(2),

d’ot il résulte que &(t) = g(t, %, ¢(f)) est une solution de I’équation (1.1).
De I'unicité de solutions de 1’équation (1.1) il résulte donec que chaque
solution de I'équation (1.1) est de la forme (1.2).

Remarque 1. Do lemme 1 il résulte immédiatement que dans le
cas ou les hypothéses H sont satisfaites 1’équation (2) est équivalente
a 'équation intégrale

. t i
(1.4) o) =gty tey st [7(5, 2(8) [z, (81 for @ (tor 8, 2(0)))] " ds).
lo'
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2. La stabilité.
HypoTHESES K. Supposons que la solution ¢ = 0 de I’équation

(2.1) o' (8) = r(ty @ (t, toy ¢(1)) oz, (¢, toy (1))]
soit stable au sens de Liapounoff.

HyproTHESES K,. La solution 2 = 0 de I’équation (1) est stable au
sens de Liapounoff.

HyroTHESES K,. La solution ¢ = 0 de I’équation (1) est asympto-
tiquement stable.

THEOREME 1. (A) Les hypothéses H, K, K1 élant admises, la solution
z = 0 de Uequation (2) est stable.

(B) Les hypothéses H, K, K, étant admises, la solution xz = 0 de
DVéquation (2) est asympiotiquement siable.

Démonstration. (A) Dans le cas ol 7(t) = r(t, #(t)) nous avons,
en vertu du lemme 1, la relation (1.2) avec ¢(t) satisfaisant &

¢'(t) = r(t, @ (ts tos €(2)) [q’-‘to(t’ o, c(t))])_l°

Envisageons ¢ > 0. De I’hypothése K, il résulte qu’il existe un é(¢) > ¢
tel que

(2.2) lp(t, %, £)I <& pour |§] < d(e), t2>1,.
De I'hypothése K il s’ensuit que pour (e) il existe un 6,(¢) > 0 tel que
ety to, @)l < 0(e)  pour |zo| < 6,(¢)
et par suite, en vertu de (1.2) et (2.2)
12 (t, 1, @)l = |@(2) oy 6(2, T, @))| <& pour |z,] < d,(e).

La stabilité est done démontrée.

(B) Dans le cas ou I'on a H, K, K, les hypothéses H, K, K, sont
aussi satisfaites et par suite la solution banale de I’équation (2) est stable.
Il reste & prouver qu’il existe un J, > 0 tel que pour |z, < J, chaque solu-
tion (2, t,, @,) de ’équation (2) tend vers zéro. De ’hypothése K, il s’ensuit.
qu’il existe un 8, > 0 tel que

(2.3) limg(t, %, &) =0 pour |&| < §,.
oo
De I’hypothése K il résulte qu’il existe un &, = 6(8,) > 0 tel que
le(t, toy @)l < & pOUT E >y, || < &
d’ou, en vertu de 'unicité des solutions de (1), on a

@(tytoy — 50) < @ty oy 7y) = ‘P(ty toy C(t, Ty, mo)) < @ty by, 50)
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ot par suite, en vertu de (2.3),

limq)(t, toy ¢(t, to, T)) = 0,

{—o00

Le théoréme 1 est ainsi démontré.
Remarque 1. Dans le cas ou

{2.4) u-r(t,u) <0 pour |u| < §
on a

o'(t)-e(®) <0 pour [¢[]< 4
(ou &, est tel que

lp(t, %oy ) < 8  pour |y < &)

ot par suite ¢ = 0 est une solution stable de ’équation (2.1). Il résulte
donc du théoréme 1 que dans le cas ou sont satisfaites la condition (2.4)
et les hypothéses H, K,, ¢ = 0 est une solution stable de I’équation (2).

Dans le cas ou sont satisfaites les hypothéses (2.4), H, K,, la solution
z = 0 de P’équation (2) est asymptotiquement stable.

Remarque 2. On vérifie facilement que notre méthode peut aussi
étre appliquée dans le cas de 1’équation 4 parameétre retardé de la forme:

(2.5) o' (t) = f(t, 2(t) +7(t, 7, 2(2))
ou z, est la fonction z,(8) = x#(t+8) pour $< 0, et r(?, o, z) satisfait
a Pinégalité
(2.6) zr(t,o,2) <0 pour |of <7y, @ <7y t2>1.

Il suffit d’admettre les hypothéses suivantes:

HypotHikses H. 1° f(¢, ) est de classe C*, r(t, o, ) continue dans
BxC[(—o,0], R]| x R.

2° La solution ¢(t, t,, 7,) de I’équation (1) (telle que @(ty, %, T,) = x,)
est définie pour chaque z, et ¢t € (— oo, ), ¢, € (— 00, 00).

3° Supposons I'unicité des solutions de 1’équation (1.1) (pour chaque
r(t)).

4° Supposons que
(2.7) ()t To)l <7y POUT |@] < (3> 0)
pour chaque #, et ¢ <<{,.

5° Supposons que la solution # = 0 de 1’équation (1) soit uniformé-
ment stable. \

Dans le cas envisagé la relation (1.2) est de la forme

(1.2) 2(ty toy Ty, @) = @(t, by, 0ty toy %oy 0)),  O(t) = @y,
(2.8)  c(tot+3, 1t %y, 0) =¢(t0y t+ 8, 0'(3)) == a(8) pour 8<0.
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La fonction ¢(t, ty, z,, ¢) est une solution de 1’équation
(2.9) (@) =r(typ(t+-ytey 0ty t, 7o, 0),

@ (t) oy 0(, toy 0))) [z, [t oy (2, o) %oy )]
(2.10) ¢, (8) = a(8), o) =a = o(ty).

En vertu de 'unicité des solutions de 1’équation (1) et de ’hypothése
que z = 0 est une solution de (1), on a

(2.11) Ty p(ty toy @) >0 pour x, # 0.
ot par suite, en vertu de (2.6),
(2.12) Ty 7 (8, 0, @(t, o, @) <O pour'fo| <ry ob 114,
tel que |p(t, 1, 7o)l < 7.

De la stabilité de la solution-z = 0 de 1’équation (1) il résulte qu’il existe
un §, > 0 tel que

l@(ty 20, )| <7y POUT [Z| < &, 121,
et par suite pour £ e C[(—oo0, 0], R et |& <7y
(2.13) @y r(ty & @ty t, T)) <O pour >4,
En vertu de (2.7) et (2.13) on a
(2.14) oty o, Ty )7ty @ty Ty 0t -+, Ty 0)), P(t, o, 0(2))) < O
pour t>t, tel que |c(t+s, 1y, z,)| < 3.

De la stabilité uniforme de la solution z = 0 de I’équation (1) il résulte
qu’il existe un 4 > 0 (ne dépendant pas de 8) tel que

|e(tay to+ 8, to, @o)| = |p(loy to+8, (8))| <38 pour <0

pour o(8) tel que |o(s)| < 3 pour 8 < 0.
On a
o(t-+8, by @y @) = ¢ (to+ (t—15+-8), b, T, 0).
Supposons que ¢ > ¢,. Alors

1—1,+8<0 pour ¢<t—1<0
et par suite

le(t+ 3,1y, T, 0)| < 38 pour 8 < t,—1< 0, |o| < 8.

De la continuité de c(t, %, #,, o) au point (4, t,, Zy, o) il résulte qu'il
existe un &* > 0 tel que

le(ty 2oy To, o) —€(lyy tyy Xy, 0)| < ’}8 pour [t—t,] < o*



204 Z. Mikotajska

et par suite
le(t48, tyy ey 0)| <8  pour [t—1) < 8%, t,—t<8<0, |a| <3,
c’est-a-dire
(218)  lo(t+8,%, @y 7)| <8 pour 8 <0, [t—1t; < 8, o] < &
donc (2.14) est satisfaite pour 8 < 0, |t—1,| < 6% |o| < 6. On a
Pzo(ty %, 0) >0 pour ¢ #0,

et par conséquent

ety By, Toy 0) €' (L, by, Ty, ) <O pour 4, <1< 8+ 6"
d’ol1 il vient

le(t to @y 0)| < ool pOUr 1y <E< o+ 67, 1ol < 4.
Supposons que ¢ >> %, 6* soit tel que
(2.16) le(2y tyy Toy 0)] < |2y] poUr B, <EL E,
(2.17) le(ty Loy @y 0)| > |2g] PpoUr t <t < it-+7 (np>0).
Envisageons la fonction |e(¢, ¢, «,, 7)|, ol

Y

w(8) = p(t+2,%,¢(f) to, c(E+8, 1,3, 0))) pour 8<0.
On a
e(?, tor.wo’ o) = |@ol-

En vertu de (2.6) et (2.12) on a
o(ty £, @y 0)-1(t, @(t+ By o(t++, F, 3o, ), (1, £, c(t, , @y 7)) < O
pour ¢t > tel que |c(t4s,?,d) < 3.
En vertu de (2.14) et (2.15) on a, pour ¢ < i,
le(t+8, 1, 7,,0) <8 pour |z| <3,t<i, 8<0.
De méme que pour ¢, on démontre donc qu’il existe un &** > 0 tel que
le(t+8,%, 3,8 <3 pour [t—F <&, 850,

ce qui est incompatible avec (2.17) (cf. (2.14)). Nous avons ainsi démontré
que

le(ty %y, @y 0)] < |T,|  poOUr =1, (0] < 6, a(ty) = &,
et par suite

(2.18) |&(t, 1y, 2o,y 0)| = I‘P(tr toy €(2, by, %o, “))‘
< Itp(t, toy 1%])]  pour >4y, |o| <96, ally) = .
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L’inégalité (2.18) et la stabilité uniforme de la solution # = 0 de ’équation
(1) entrainent done la stabilité uniforme de la solution # = 0 de 1’équation
(2.5), et la stabilité asymptotique de la solution # = 0 de 1’équation (1)
entraine la stabilité asymptotique de la solution # = 0 de ’équation (2.5)

3. Hyroruises K. Supposons que

(3.1) lp(t, b, ) < w(t, %, &) pour t>1,
r(t, @) |
‘on(t,-tm P (to, ¢, m)) |

ou la fonction g(?, 2) est croissante par rapport & z pour z > 0 et telle que
la solution z = 0 de 1’équation '

(3.3) Z(1) = efts w(ts toy 12(1))
est stable.

THEOREME 2. Les hypothéses K étant admises, la solution ¢ =0 de
DVéquation (2.1) est stable, c’est-a-dire que Vhypothése K est satisfaite.

Démonstration. En vertu de la définition de la fonction ¢(?, ), &)
Ia Trelation ‘

(3.2)

<elt, |2),

z(t) = ¢ (t’ Toy o(t))
est équivalente &

e(t) = @lto, t, 2(1))

et par suite, en vertu de (2.2) et (3.2), on a

'r(t,qp(t,to, c(t)))' B r(t, z(t)) < ot 161
%u(t, toy (1)) \ N %;u(t’ b, ‘P(toa t m(t))) < el |

= g(t, @ (2, 1o, c(t))l)

d’oli, en vertu de (3.1),

I’ (1) < e(ts ¥ (ts toy le(®)])}

e’ (t)_l =

done
le(ty oy )] < 2(8y &y |2]), pour t>1,,
ou z(t, ty, |2|) est la solution maximale de 1’équation (3.3) (2(%y, f, 1%,!)

= |zy| = le(ty)]), d’ont résulte la stabilité de la solution ¢ = 0 de I'équation
(2.1). Le théoréme 2 est ainsi démontré.

Remarque 2. Du théoréme 2 il résulte qu’on peut remplacer dans
le théoréme 1 ’hypothése K par K.

4. Comme exemiple enviéa.geons le cas ol ’équation (1) est de la
forme

(4.1) @' (t) = B(t)-y(x(1)).
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Admettons les hypothéses suivantes:

HYPOTHRESES H. y(z) # 0 pour & # 0, ®(¢) continue pour > ¢, y(x)
de classe C!, y(0) = 0.

Posons
(4.2) f%“éa;(w) pour z> 0 (¢> 0),
(4.3) j% L@ (x) pour z<0,
(4.4) f ¢(s)ds = k(t,1,).
t

La solution de I’équation (4.1) est de la forme
G7'[@, (m) +K(ty %)) pour z, >0,
(4.5) @ty b, @) = G2 [G_ (%) + k(2 8)]  pour &, <0,
0 pour z, = 0.

Supposons que

(4.8) z-y(@) >0,
(4.9) lim @, (x) = — oo,
z—»o_,_
(4.10) lim G_(z) = — o0,
—0_
(4.11) k(t,t) < a(ty) < +oo pour t>=1,.

Les hypothéses (4.8), (4.9), (4.10) et (4.11) étant admises, il existe
un 4, > 0 tel que pour |z,| < 8, la solution ¢(2, ?,, z,) est défin'e dans tout
Pintervalle {, <? < oo et la solution z = 0 de ’équation (4.1) est stable,
c’est-a-dire que les hypothéses K, sont satisfaites. Dans le cas ol

(4.12) limk(t, ) = —oo
{00

les hypothéses K, sont satisfaites.

-

Les hypothéses K sont satisfaites, par exemple, dans le cas ol le
sont les hypothéses suivantes:

HyroTHESES H*. 1° On suppose satisfaites les hypothése iH;
L 2°

(4.13) y(—2) = —y(@);
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3° 1l existe une fonection g(¢, 2) continue pour z > 0 telle que

y(lz|)
7|G31 (@, (1)) + K (2, 1))]

et telle que la solution # = 0 de 1’équation

w'(t) = oft, lu(?))

(4.14) Ir(t, @) < (¢, |x])

est stable.

. Démonstration. On vérifie facilement que dans le cas envisagé
on a

(4.15) G.(z) =G_(—2),
(4.16) @7 (u) = —G7'(u)
. et par suite
(417)"  Ip(t, to, @) = G714 (120]) + K(2, b)) = p(E, to, [7]).

Evaluons |g,, (¢, t, ¢ (%, t, #))| (intervenant dans la relation (3.2), 4 démon-
trer). On a

G;- (%)
@ (@7 (G (@) (2 1))
G_ (@)
G (G2 (G- (@) + k(2 1))
On a done, en vertu de (4.13), (4.15), (4.16) et (4.3),

pour z, > 0,

Py (s Ty To) =

pour z, < 0.

nl
y(1£1)
pour £ = ¢(t,, ¢, ) on obtient donc
Y(GII(G+(|9°(tos i, w)]) +k(t, to)))
3’(|‘P(to; t m)” .

‘on(ty b, &) =

(@G (18) +K(t, 1))

P20 (ts tos Pk, 2, 2),| =
En vertu de (4.15) et (4.16) il vient
lp(to; ¢y 2)| = G371, (12]) + K (t, 7))
done, en vertu de (4.4),
v (63 (@4 (Ipttoy t, )1) + K2, 1))

= y(G31 (@, (o) + Kk (t, 1)+ k(ty 1)) = y(la])
d’ou il vient

y ()
Py (s toy P (b0, t, @) =
Pults s s 2| = G o)+ Ry )
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et par suite ’inégalité (4.14) entraine (3.2). Nous avons ainsi démontré
le théoréme suivante:

THEOREME 3. Si, dans le cas de V'équation (4.1), on admet les hypotheé-
ses H, (4.11), (4.8), (4.9), (4.13) et (4.14), la solution x = 0 de 'égquation

(%) @' (1) = D(t)-y(=(t) +7(t, 2(2))

est stable.
Dans le cas o au lieu de (4.11) on a la condition (4.12), la solution
@ = 0 de Véquation (+) est asymplotiquement stable.

Remarque 3. Dans le cas ol

y(z) est croissante,

(4.18) y(z)>0 pour x>0
et
(4.19) k(t,t,) >0 pour t>1,

la condition (4.14) peut étre remplacée par la condition plus simple
(4.147) r(t, 2)| < e(t, l2]),
ol (¢, |z|) est telle que la solution « = 0 de ’équation
. w'(t) = ot, lu(t))
est stable.

De linégalité (4.18) il résulte que G7'(u) est croissante et par suite,
en vertu de (4.19), (4.4) et (4.14%), on a

y(631(G . (12)) + k (%, 1))
v(lz])
donc (4.14) résulte de (4.14%).

[r(¢, )] < Ir(t, o) < Q(t; J2])

3. Remarque sur Dinstabilité.
HypoTHESES P. Supposons que
1° Pour chaque & +# 0 il existe un A(&) > 0 tel que

(6.1) lp(ty %, £)] = A(§)  pour £>1,.
2° La golution ¢ = 0 de ’équation (2.1) est instable.

Végquation (2) est instable.

Démonstration. Comme la solution ¢ =0 de l’équation (2.1)
est instable il existe une constante ¢, > 0 et une suite {c,}, ¢, >0, 7, > 1%,
telles que pour c,(f) = ¢(¢, %, ¢,) on a

cn(to) = Cp, Icn(t,,)l =g>0.
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Posons par définition

Za () = ‘P(t1 loy "n(t)) .
on a

By (to) = Calle) = >0,  Zp(ty) = @(tas o, Calty)).
Dans le cas ou ¢,(?,) > 0 on &
2 (t) > @y, toy €)= A(80) > 0.
Dans le cas ou ¢, (t,) < 0 il vient
By (B) < @y toy —€0) < —A(g) <0
par conséquent, en vertu de (5.1), on obtient
|z, (¢,)] > A(eg) pour mn =1,2,...

La solution z = 0 de I’équation (2) est donc instable.

209

Remarque 4. Du théoréme 4 il résulte que dans le théoréme 1 (A)
I’hypothése K est essentielle. Les hypothéses H et K; ne sont pas suffi-

santes.
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