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GroBe Faktoren in der Klassengruppe algebraischer
Zahlkorper
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Franz Harrer-KocH (Essen)

Es ist unbekannt, ob mon eine gegebene endliche abelsche Gruppe
@ als Divisorenklassengruppe eines algebraischen Zahlkrpers realisieren
kann; man weiB jo nicht einmal, ob jede natiirliche Zahl % als Klassenzahl
auftritt. Dagegen Ist es recht einfach, algebraische Zahlkdrper H zu
kongtruieren, deren Divisorenklassengruppe einen zu & isomorphen Fokbor
besitzt; nach Uchida [12] kann man dabei sogar [K: Q] <2 (|G| —1)!
erreichen. Schwierig wird das Problem erst wieder, wenn man den Kor-
pergrad n == [K : @] vorschreibt; abgesehen wvon speziellen Resultaten
Gber quadratische Zahlkdrper kennt man hier nur den folgenden Satz
von Madan [7]: Zu jeder endlichen abelschen Gruppe G vom Exponenten
# gibt es nnendlich viele galois’sche und nnendiich visle nicht-galois’sche
Zahlkérper K vom Grad #», deren Klassengruppe & als Faktor besitzt.

In diesem Zusammenhang stellt sich die Frage, ob man gewissen
algebraischen Zahlkérpern K groBe Faktoren ihrer Divisorenklassen-
gruppe direkt ,ansehen” kann; das klassische Beispiel hierfiir ist die
Geschlechtertheorie quadratischer Zahlkorper, die es gestattet, aus der
Anzall der Diskriminantenprimteiler suf grofie elementarabelsche 2-Girup-
pen in der Divisorenklassengruppe zu schlieBen. Hin Shnliches Resultat
liefert die Gresehlechtertheorie fiir alle galoig’schen Zahlkérper K (vgl. [3]):
ist ¢ dio Anzahl der in K verzweigten Primzuhlen, so besitst die Klassen-
gruppe von K einen Faktor vom Typ (%, ..., f.s) mit 1L # 5 |[H : Q]
undl einer nur von Gal(K/Q) abhingigen Zahl 8 = 1, Fir beliebige alge-
braische Zahlkorper liefert der Satz von Brumer—Roquette-Zassenhaus [8]
ein analoges Resultat: Tst 7 eine Primzabl und £ die Anzahl derjenigen
Primzablen, deren sémtliche Primfaktoren in K eine durch I teilbare
Verzweigunggordnung besitzen, so hat "die Klassengruppe von K einen
I-Rang 7= t—2-([K:Q]—1). Dieser Satz gestattet es, algebraische
Zahlkérper K zu konstruieren, deren Klassengruppe fiir jeden Primteiler
1|[K : Q] Dbeliebig hohen I-Rang besitzt, criaubt aber keine Aussagen
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fiber den -Tiung der Klaggengruppe fiir M [K 1 @71; Oonnell und Sussmann
[2] verallgemeinerten den Satz anf Relativerweiterung K[k,

Tn der vorliegenden Arbeit gebe ieh zunfichst eine weitere Verallge-
meinerung des Satzes von Brumer—Roquefte-Zassenhaus und hierfiir
einen auch gegeniiber [2] vereinfachten Beweis; daraus folgere ich dann
das Resuitat von Madan und diskutiere dns Analogon im (wesentlich
cinfacheren) ¥Funltionenkdrperfall, Im zweiten Absehnitt konstruiere ich
z, gegebenem # = 3 und zu jeder Primzahl 1 auBerhallb ciner endlichen
(von = abhingigen) Ausnalmemenge unendlich viele algebraische Zahl-
kirper K vom Grade n derart, daf die Klassengruppe von I(Z) cine
alementar-abelsehe -Faktorgroppe vom Rang x—~1 besitdt (mit K hat
auch K{{) zu 1 teileriremden Grad dilber Q).

Fir cinen algebraischen Zahlkorper K sei Dy die Divisorengruppe,
$r die Gruppe der Hauptdivisoren, Ep == Dy [H, die Divisorenklassen-
gruppe, by = [§f die Klassenzahl, #, die Einheitengroppe, Wy , die
Gruppe der d-ten Binheltswurzeln und sy die Anzahl der archimedischen
Btellen von I, Fiir e¢ine Primgzahl p sel v, die zu v,(p) == 1 normierte
Exponentenhewertung zu p.

1. Verallgemeinerung des Satzes von Brumer—Roquette—~Zassenhaus,
Sei K[k eine endliche Erweiterung algebraischer Zahlkorper, seien ves
g g ’ iy
ceny Py (2 1) Primdivisoren von &, sedenQ,, ..., Q eDeund e, .., 6 N
mit QY = p fir § =1, ..., 1 Sei '

Dy = Qs vy Q) < Dy

dievon £, ..., L, erzeugte Untergruppe von Dy, und sei d & N mit 5.'3.? € 9

fir alle j == 1,...,¢ (dann ist ¢ [d fir alle j).
Fiir (a) € Dy ist (eh) =5, also

(0) . (Lﬂ = e

mit @ e &*, & € Ky, und es gilt:

Lemma L. Die durch (0) gegebene Zuordnung («)—e definiert einen
Homomorphismus

i Do /Doy - EK/E%'J:%
it : .
Kern(p) = {(a) eD,| a e K*, d e B} Dy S

Beweig. Ich zeige zundchst, dall (o) s eine Abbildung Den$Sp/Den
NGy Be (%1, definiert: Seien dazu o, o’ e K* mit [(a)] = [(¢')}
& DB /Doy, und sei o s=me, o =o'’ mit o, 2" €k, & & € My;
ich habe dann ' e W% T, zu zeigen. Wegen [(a)] = [{a’)] ist (&)
= (') (a) mit a ek, also a = «'an mit g e By, und daraus folgt e *
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= 5" (&'o " a%; nun ist aber #'a~1e? = e’ 1% e Bpnk”, also 2’z la?
€ B, und daher &' e HLE,.

7 ist offensichilich ein Homomorphismus und aus e« e K*, o? ek,
{a)e D, folgt (a) e Kern{p). Sel umgekehrt (8) € Kern(p); dann ist g%
= wele, mit w e K>, e e g, g By, und fiir a = et c K* gilt o’ck
und (f) = {(a). n

Sei nun

X ={aeK"*| (a) eDy,, o% e };
dann ist X eine Untergruppe der d-Radikalgruppe von Kk, und ich
erhalte:

Sarz 1. (2) Ist by = (DynD; : Do) die Anzabl der von py, ..., Py
erzeugten Divisorenklassen von &, so gilt fir die Anzahbl (Dy:DynH) der
von L, ..., R erzeugten Divisorenklassen von K :

i
g [:g &
1= . -
(Xd: _ankxd),lBﬂd(qu)l ‘(QO' 330“51{):

15t k= Q und entweder Wy, = W, oder d ungerade, so gilt

o [T ¢
(B, : DynHx) = {Xd:xdn]::‘;)-ﬂ}ild(tp)l .
(b (X%: X8R [R(X) : ) [K : B].
() Bild (p)| e O
(N zn Bt HeoN 5y i) '
mit d = ggT(d, [K:%]) wnd
WeanE %], falls Wy, =1,

Hlk,d ¥ -
(Wga: Wk,d)!

Jalls Wy g 1.
Beweis. (a) Bs ist '

H
h .
(D5 : DyNDL) (PN Dy : DgnSy) — o:.T[[l K .
(Dyn$x : DonSy) [Kern(g)}- |Bild(g)| '

daher geniigt ey zu zeigen:

Dy : i‘Dnﬁ-f)ls':') =

|Kern (¢){| (X2 : X8nE*9)

mit Gleichheit in den angegébeuén ¥illen, Dazu hetrachte ich den dureh
am[{a)] definierter Epimorphismus

p: X—Kern(p).
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Offengichtlich ist Xnk™

Wi g% Kern(y), v induziert also einen Tpi-
morphismus : '

wpt XX k" Wy, —Kern(p).
Anderseits lefert aber Potenzieren mib 4 einen Isomorphismus
XX B Wi g o X TP ARX,

woraus [Kern(g)|| (X% : X¢nk*%) folgt. Sel nun k = Q und entweder
Wy = Wy, oder d ungerade; dann habe ich

Komn(y) = Xn Q" Wy,

zn zugeu Ist e e Kern(y), so 1&L (a) € Hg, also o = aemit a e Q%, c el
md of = o’ e Q, worans L@, also & = +1 und & Wy, folgt.
Tst nun 4 ungerade, 80 ist Q" Wg g = Q7 -Wyqq; ist d gerade und Wy,
= Wiy 50 56 Wy g = Wgy.
{b) folgt unmittelbar aus [5], Satz 2.
(e} Bg ist _
Bild{p) & EpnK*¢L* [BET,,

und daher ist |Bild{p)} ein Teiler von

(B : BL B,

. e = .
el = B n k)

(EKHK-X&?::X

Nun ist aber By nEX*k* < {e e Ty | N rp(e) B3, und im Falle W; , =1

ist der Index {e e Byl A xple) e BR L‘LnK“"k") dueeh (W g: Wign
NE*E*) teilbar, worans nach Definition von 8y 5 folgt:

(Wr',d Wy, ‘l)l { ele| Nepls
Oy i

Andersoits st Byf{e e Be| N ygp (e )EEL} zA/‘K,kI’,L/]“' AN g By, also
inggesant (Hy : BxnE*%E*) durch

ye B . BenK*0E).

Weag: W - .
"('“‘“{\‘gd“““"k’”ﬂ AN gy By 2 BgON gy By}
Oxm,a

teilbar, Somit gilt: [Bild(p)! teils
(g : BLEy)- B
! I 4
_ Wrat Wia) (W gpblx Effer i)
woraus wogen (B : BLB,) = d' 5" (W ,: W, 4) die Behauptung folgh.
KororLAR 1. Sei K[k eine endliche Hriveilerung algebraischer Zahl-
kdrper, 1 eine Primzall wund t die Aneahl der Primdivisoren p von &, fir
“die gilt:

Grofle Fakioren in der Hlassengruppe 37

(a) Alle Primfakioren von p in If haben dureh U teilbare Verzwetgemg&
ordnung;

{b) die Kiasse von p hai in der D@msorenklassmgf uppe von k zu l prime
Ordnung.

Dann ist

dimp, (€ [CF) = 1 —Agy,
mit
Agp = 1 — 75+ 0(m) + 08} — Ay, (N e B 2 By A e Tge)
n = [k({ecE|dek}): k]

Bewels. Seien py, ..., p; die Primdivisoren von %, die (a) und (b)
geniigen. Seien Q,,..., Qe D mit Q) =p;, wnd sei d, e N mit 1fd,
und po e H, fir alle j. Sefzt man nun Dy = (Qy, ..., Q> und 4 = d,1,
80 erhilt man nach Satz 1 eine Abschitzung fiir (D, : Dyn$H) im Teilbar-
keitssinne und damit fir (D, : DynH). Setzt man €, = Dy/D,nH, 50
ist die I-Sylow-gruppe von &, wegen Itd, elerentar-abelsch, also

' dimg, (€, /6)) = v(Dy: DenH),
und wegen Gy = @ gilt
: Qi (6, 64) <

woraus die Behauptung folgt. m :

Mit einem etwas anderen (und im galms schen Fall besseren} Wert
von Ay, worde Korollar 1 in [2] bewiesen.

Im Falle % = Q liefert Satz 1 unmittelbar das folgende Resultat:

KOROLLAR 2. Set K ein algebraischer Zahlkirper, seien Prsees Py die
i K ver ~wmgien Primzahlen,

dimp, (Cx/Ck),

ey -
p”"b in K,

Py :pi,l 1,97
e =kgVie, ..., ).

6 = geT(e;,,
Dann ¢ili:

ey by und

SaTz 2. Fiir eine natilrliche Zahl N sei
=2vp(N).

(Summe iiber alle Primeahlen p) Sei I ein . algebraischer Zahlkdrper,
e|[K : 03, d(6, K) = V([K:0Q1¢%) und t dic Anzall der Primzahlen D,
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deren samtliche Primfaktoren in K dureh ¢ teilbare Versweigungsordning
besiizen. Damn besitzt Cx eine Untergruppe vom (t-mﬁ(e XK )) -gliedrigen
Typ (e,...,6). ‘

Beweis. Seien py, ..., 7, die in K vermweigben Primzahlon, deren
ghmtliche Prinfaktoren durch e teilbare Verzweigungsordnung besitaen;

seien 8, ..., 9 €Dy mit Bf = p;, und sei By = {8y, oo, By Dann it
¢ ¢ .
Dp/DonHy eine Unbergruppe von &g vom Typ (-;~, ,() mit ¢ fe,
: ‘ iy t
und nach Satz 1 ist

6' TR Sj ) 3
e (D t Dy D) == o=
[Ii Q] T
11
algo
V(”aj) );:6(3,.11‘?).

VET S

Daher kioonen hochstens (e, K) viele ¢ von 1 verschieden gein, woraus
die Behanptung folgt. m

KOROLLAR (Madan [7]). Seien N, e N; dann gibl ¢s unendlich viele
galois’sche und, falls N > 2, auch uneaadlwh vicle niokt-galois’sche alge»
braisohe Zahlkiorper K vom Grad N, deren Divisorenklassengruppe éino
Untergruppe vom r-gliedrigen Typ (N, ..., N) besitet.

Beweis. Nach Satz 2 geniigt es zu zaigen:

Zn gegebenem f e N gibt es unendlich viele (galois’sehe und nicht-
galois'sche) algebraische Zahlkirper vom Grade N, in denen ¢ Primzahlen
voll verzweigen, , _

(2) Seien p,, ..., p; Primzahlen mit p; = 1 mod 2N tir alle j (nach
dom Dirichlet’schen Satz gibt es unendlich vielo solehe}; seiem w; Pri-
mitivwurzeln mod p;, normiert zu w; == L mod p; flix ¢ 5% F. Dann defi-
niere ich

Aot (Elpy e 0,2 L INE

.
Cir) == z;ai +NZ;
.l

%, induziert civen Idealklassencharakter y anf @, und der Klassenkirper
zu y st ein zyklischer Koérper N-ten (wrtndes, in dem 2y, ..., p, voll verz-
weigen. '

(b) Sind py,.
nicht-galois’scher Korper N-ten Grades, in dem py, ..
weigen, w

durch

Lol .,

vy Py be.liebige Primzahlen so ist Q(l/p:;“:“.u?ﬁ,) ¢in
vy voll verz-
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I Funktionenkdrperfall sind die Verhiltnisse wesentlich cinfacher.
g gilt:

Barz 1 a. Sei _F/IC ein algebraischer Funltionenkirper (einer Variab-
lom) wit genauem Konstantenkirper I, w ¢ FNK, Doy ..., p, Primdivisoren
von Ko} (622 1), Qo ..., Q, Divisoren von F und e N mit o, =W,
Jiird = 0,1, ..., % &, sei du, o Qo 8y -0 Dy — Dy erzeugte Untergmpgw
der J)w@suv'mlumgsc wgrappe O-fon Grades von B, Dunn gilt:

b“

webhel
€ (1K (1)) = |4 (w

Beweis. Sel Dy die von Qy—Q,,..., Q,~Q; erzeugte Untergruppe
der Gruppe der Divisoren 0-ten Grades von F' und Dy, die Divisoren-
gruppe von [(x); dann induziert der kanonische Epimorphismug D,—E,
eing exakte Sequenz

w)({r e ] 2 e K@) : Ki@)], o (FjK(»)|[#: K ()]

0—R-+Dy /Dy Dy ~+ 8y 0.

Tst nun W eD, cin Houpbdivisor, so ist A = (a) mit ¢ e F'* und e %
= (a") € Dy also ¢ & K{w), und genau dann ist M € Dy, wenn a e K (z);
algo definiert {a)e einen Monomorphismus

K—+{ee ™| 2 e K(w)}/K (w)"

(K ist der gcu:mc Eonstantenkdrper von F1), wnd Pobtenzieren mit e
liefert {# e | 2" ¢ (@)} /K (2)* o BN I (o) [ () *°, also nach [5], Satz 2

R | o, (71 (),

woraud cie Behauptung folgt, w

Mit Hilfe von Batz 1a ist es nun wiedcr einfach, algebraische Funk-
tionenkdérper (it beliebigem Konstanteukdrper) zu konstruieren, deren
Divisorenklassengruppe 0-ten Grados cine gegebene ondliche abelscho
Gruppo als Fokbor enthélt; insbesondere erhilt man dwmn wieder neuc
Beweise der Resultate sus [7)].

2, Konstruktion algebraischer Zahlkirper vom Grade n(l—1) mit
I-Rang n—1L. Sei A ein algebraischer ,Atnhlkorpvr, I ¢ine Primzahl, §
eine primitive -te Binheitswurzel und K = K(Z;); ieh nenne s, ..., &, K
l-unabbingig (in £), wenn

Q120 gy (o7 vy 800 KXY =7,
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Loviva 2. Seien £, ..., &, unabhingige Zinheiton vonw K (dh., 7o, ...

' L.
oy &) e BTV, amd seien Vioy, ..., Ve, Jest gowihlte I-te Wurseln in ciner
aZJebm@schen H'u&h, pon I, Dzmn stnd  dguivalen
(2) e, . L wend unabhdngly in 1.

(b) Die (’m upps FJ,/ Eyy wuny g ist Ilorsiongfred,
-
(6) LK (Ve .. ;/,,, PH]

I
§7 04 .
() [H{V ey, .. l/.f,. yr K] e I B
(€) €1y vuuy by smd lwnabh-c_‘i-?-m,',t-i'y i K.
(L) Za jeder endlichen Menge § von Primdivisoren vom K gibt es poar-
weise aichilbonjugiorie Primdivisoren 1. Grades py, ..., D, e Dj\N derar,

daf gilt: e dst lMer Polenzrest modp; genew  dany, wenn 4 o 3
(1 J =1,...,7).
Buwen {a) ist dquivalent zn (b): Gengu dann snd &, ..., &, L-uh-

héngty in K, wenn eine Rclation der Form &0 .. o w2 mit a,, ...
o @, 6 Z, nicht alle durch [ feilbar, und 2 € B* Dbestebt; danu besteht
aber eino solehe Relation auch mit & & By, wnd das heilli, dad B, [<e,, ...
oy & -Torsion besitzb,
Aus (b} folgt (e): Offvnhulﬂlwh int:

[ !
(K(Vey, ..., Ve, ) K1 ”m ;/ vl 1

... [ b i .
setzt man nun A = (K%, Vey, .o, Vil so st K(Vey, ..., Ve) = K (A),
A KX und (AT KXY = (Coy, .oy 63 070 E¥Y = 15 mnch [5], Sats 1,
Ist aber (o : K ein Teiler von [X(A): K] und daraus tolgt die Bo-
hanptung.
Aus (o) folgt (d):

KK M‘ tine "1101'3’50110 ]ﬂ]‘W('i‘L(‘I‘IIUg von zu 1

teflerfvemdem Grad, und lx(l' a“ cisy } g ) = - 0 (¥ c,, ey l/a
die Behauptung folgt.
Aus (Q) folgt (e): siche [6], T. In, Satz 7.
Trivialerweise folgen (a) aus (e) und {e) wus (f); nach 67, 1 To, Satz 11
folgt aber auel (£) aus (o). w '

WOrnus

Banz 3. Sei I ein algebraiseher Zahllkir pm* gl m,a('fm Byy oeny 8 DtRah-

hédmgigs Binheiten vot X5 sed

LA Q7 =m0 mod 1
and .

& =1 mod (=1,..,,7.
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Dann hat die Divisorenklassengruppe von K mindestens den I-Bang r:
dimy, (Cz/CL) = r

Beweis, Nach dem Hauptsatz der Klassenkorpertheonc gentigt o8
ZU weigen:

RV, o Va)IE

ist eine mnverzweigle, clementar-abelsche -Erweiterung vom Grad 7,

[ -
und wegen Lemma 2 geniigh es, die Brweiterangen K(Ve) /K als unvers-
weigh nuchguweisen, Nach [6], T, Xa, Satz 9, habe ich zu zeigen: Ist £
gin Primtoiler von [ in K it Ver?wugungsordnung e(811) = e, (1—1),
80 18t & Iter Potenzrest mod 8% in Kj nun ist aber £9'|¢ und s, € K,
algo geniigt ep, & alp I-ten Potenzrest mod T in K nachzuweisen. Wegen
(n, ) =1 gibt cs d,teZ mib wt =14dl und es folgh

e == g = 1 mod II

g, ist I-ter Potenzrest mod I w
Um die Voraussetzungen von Satz 3 zu realisieren, benutze ich die
n [1] und [4] durchgefithricon Konstruktionen; dazu sind zundchst dle
Resulm’fv ang [4] in geoigneter Weige zu verseha.rfen.
DErNIoN. Seion ry, #5322 0, n = ¢, + 22, > 3. Bin ganzzahliges Poly-
nom f(X) e Z[X7] beille erzeugendes Polynom vom Typ (ry,rs), wenn gilh:

FX) =[] (x-da)-a

(=1

mit d, dyy .oy b, €2, dy > dyg >0 > 6, d # 0, ganzen imagindrquadra-

tigchen Aahl(m Qypay ey d,,l,,,r2 und  deren Konjugiert-Eomplexen
Qg sj = dr1+a‘ (j ==1,.,7y) derart, daf fir alle 4, =1,...,n gil:
dy—dsl 22, d|d—dy;

im Falle #y == 3, 7y =0, ' ld} = 2 soi ferper dy —dy = 6
7i

Sanz 4, Set f(X) = [T (X —d&)
fonl

vom Typ (ry, vy). Dann st J(X) drredugibel; sei f(w)
Ty 4 =1, ..., % e :

—q e Z[X] cin erzeugendes Polynom
=0 wnd K = Q(w)

if___d—‘)_', falls @ > 1,

E,; == A
oy falls  |d) = 1;

H
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Jir g3, L0, 0 -0, 860

E Jalls 4 =1,..,1,
Jolls

& =

E"Ef.“.;!, K =?‘L-|--1,...,'?'J_-"[-1"g.

Danme gile:
T
By oony By sind Finheiten von K(dp ooy .o, doyp) mit [T8 =1, und
- i1

jedes (n—1)-gliedrige Teilsystem von &, ..., &, 491 ein unabhingiges Hin-

hieitensyslem.
ro-k 0]

Bly -ony Epyar, Si0E Finheiton von K mit ;”; g=1, und jedes (r -l-r,-~L1)-

glicdrige Tedlsystiem von ey, ..., e, (o, T8 tin unabhdngiges Binheitensystem.

Bemerkung. Satz 4 ixt insofern eine Verschérfung von [17, Satz 2,
als dort die Trreduzibilitit des erzeugenden Polynoms nieht gezeigt,
sondern vorausgesetzt wurde. Bin Trreduzibilititabeweis worde hishoer nur
im Falle #, = 0 unter schiivferen Voraussetzungen im Rahmen der Theorie
des Jacobi-Perron’schen Algorithmus gefithrt (sicho [1]). Dic Winbezie-
bung des Korpers K(d, ,,, ..., d, ., r,) Dot Tein technische Bedeutung und
wird sieh im folgenden als niitzlich erweisen,

Der Irreduzibilitidtsbeweis beruht auf dem folgenden ITilfssulz, den
ich dem Beweis dex Satzes voranstolle. :

LemMA 3, Sei f(X) e Q[X], seien oM, ..., ot e R die reclien Nuill-
stellen von F(X) wnd @@ GEIFY gl onF i e @ @ie Paare
konjugiert-komplexer Nullstellen von f(X). Seen gy,..., Jopir, € QL)
rationale Tunktionen derart, daf gili: die Zohlen

gl (1, =1, ey PimkTy)
sind von. Null verschiedene gamealgebraische Zahlen, und Jiir 4 54 j dst '

i) < 1.
Dann ist f(X) irreduzibel iiber Q,
Beweis, Wire f(X) reduzibel, so giibe es eine echto Teilmengo
I {l,..., v 1y} devart, daf
Q@ ={o" jely e jel, r+l i rtrgl

cin Fvolles Ronjugierbensystem algebraischer Zahlen igt. Sei  nun

de{l, . rrINI; dann st {g,(£)] & e 2} oin volles Konjugiortongy-

stem ganzer algebraischer Zahlen, also [T g,(8) e Z; andorseits ist aber
) \ J 1o

o< JTw@ <1,

&l .
ein” Widerspruch. m
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Beweis von Satz L. Nach [4], Satz 1, hat f(X) in € genan ¥
reelle Nullstellen o, ..., o und r, Paare konjugiert-komplexer Null-
stellen

D i o Tl giniang TR
die alle der Dedingung
R A S S T
repfigon. e 4,4 == 1, ..., 5 getze ich nun
Fenug . ’
(o=

i Tolly

d) > 1,

e fally |4 =1;

any der Gestalt des erzeugenden Polynows folgt (o —2)® = 0 mod |d)
k)
und [T & = 1, aldo sind die £¥ algebraische Binheiten, und fir 1 5% 7 ish
iml
(%) ) > 1.

Fiw 4, § == 1, vu.y 1y el nun

" F0, falls 4 =1,...,7,
By e .
CUUEME, . talls sl e, ryb e
ri+ry
dann sind anch die & algebraische Einheiten mit [] & =1, und fiir
) {1
15 inb
() 1) > 1.

Nun hat man «ber im Falle [d] > 1

i

1 (‘;u) ..,_((l‘;.)?r, f’d:llﬂ ?.: .= 1, “rsy "'1,
N/ a8 _
i — = falls ¢ =T, .00, 0 -7
Tl E (=2 b
Cuud im Falle [d) =1
1 g ‘(v-.i?)iz_rﬂ’ ' fﬁuh‘ 'l'; = 1, vany 9.[’
el =y
3.: d fﬂ\llS' 'é = r1+1, seey ?'1"!_1'1.. )

(W — dp) (0 —d,) !
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Algo gilt in jedem Faille
i) = g‘i(w(”)

mit g; € Q(X); wegen (#) sind die Voraussctzungen von Lemma 3 oriiillt,
f(X) ist 1rreduz1bel Dic &, & sind gerade dic Konjugierten der im
Satz definierten g, &, und auy (), (%) folgen wie in [4] die Behauptungen
des Satzes. m

Emvmvea 4. Sed flA)

= JI¢

;-41

X —dy—d ein orseugendes Polynom wvom

Typ (rq, ry), und seien 3y, ..., &, wie in Salz 4 definders. Piir cine DPrimzabl {
sei d;—d; = 0mod ¥ fir alle 4§ = L, ...,n; dm Falle |d =1 sei
a1 =1 mod ¥, im Falle \d)> 1 sei d = dpmol B omit dy e, Id,.
Dann gitt filr 4+ = 1, ..., 0

& ==1mod ¥,

E;‘ =1 mod ¥,

Jalls
falls

i > 1,
ld| = 1.
Beweis. Im Falle |d] =1 ist o = d§--4;, also

Flw) [ [ (@8- d;— &) — & = a(@r*a7 —1) mod ¥,
woraus nach Voraussetzung &7 =1 mod I folgt.
Im Falle |d] > 1 sci
oW — d?: .
G
dann ist #; l-ganz wnd 5 = & mod I
Nun igt aber o =dyn +d;, also

) = IY(du"?i”P

Jat

0 = f{w dy—dg) —d == dy (i 1) mod ¥,

woraus & == nP = 1mod ¥ i"o]giz n

)= []

‘Lml
vom Typ (ry, vs) und seton &, ..., &, wie tn Sale & defindert, | sel eine Prim-
zahl mit 1¥n; denn sind dguivalent:

Lmmwma 5. Sed f(X -~ e Z[X] ein erzeugendes Lolynom

.-
(8) 81y oeey Byog 8ind L-unabhingig in K(d, pis ooy Gy V).
(b) Es gibt Primzahlen 91y ..., Py, mit folgenden Figenschafien:
(1) pitdn, p, =1modl, @md i 8t vollzerlegt in Q(dy yay vy @iy 2)
(2) Im Palle |d] > 1 ygibt ¢s ein dg & Z mit d = df mod p, fiir ¢ =1,
ey =15 dm Falle |d) =1 sei dy = d.
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(3} Hs gibt ein weZ so, daff w-tp,;Z eine einfache Nullsielle von
f(Xymodp, dst (j=1,...,0=1), wnd fir die prgonzen Zahlen
o =(w—a)dy (4 =1, ..., n—1) gili: e, ist I-ter Potenzrest mod p; genaw
dann, wenn © % 1. n

Boweis. Seien &, ... l-unabhingig in I?(d,,ﬁ_l, voey Gppirys Va);
dann gibt es nach Lemma 2 paarweise nicht- konjugierte IPrimdivisoren 3.

3 Epy

Grados Py oee, Ppoy YOO K(d, SURPRES d,l,w,l/d welehe nicht in der
Disgkriminante von f(X) aufgehen demrt, daf gﬂt g, ist I-ter Potenzrest
mad p; genau dann, Wcml i 557 8ind py, ... P dm zugehdrigen Prim-
zablen, so erfiillen diese (1) und (2), und die TRestklagsenkdrper mod p;
kimnen mit Z/p;Z identifiziert werden. Sel nun f(w) = 0 und w € Z mit
w == o mod p; fiir alle §; dann st w-+-2;Z eine emfacho Nullstelle von
F(Xymod p;, es ist

ef modpy, falls |d|>1,

falls (@) =1,

und wegen 14 n ist ¢; I-ter Potenzrest mod p; (und auch mod p;) genan
dann, woenn € = j. ,

Sefen nun p,, ..., Py mib (1), (2) und (3) gegeben, und seien w; € @,
die (na:ch dem Fensel’schen Lemma existierende) Nullstelle von f(Xg

(o) & = ] _
: g; mod p;,

n__
1t wa 30 mod py;  daun besitzt p, in K (dpys1y o oy gy Vd) einen
J’lnrlfmler 1. Grades p; mit o == w; =i mod p;, und man kann wieder
den Itestklagsenkorper voi p, mlt z /pJZ identifizieren. Algo ist e¢; I-ter
Potenzrest modyp, gonaw dann, wenn ¢ # j, und wegen (o) und t 4 » gilt
das such Hir die §; wegen Lemma 2 folgh darans die behauptete I-Unabhan-
gigkeit von &,...,8,_,. X

DEFINTITON. Sei 9 = r,+2r, = 3. P(ry, r,) bestehe aug allen Prim-
toilorn von # und allen Primzablen i, fiir die gilt:

e jedes crzougende Polynom

[lx-a)

dral
vom Typ (#y, r,) sind die in Satz 4 definierten Binheiten &, ...

FX) = —deZ[X]

3 Ep—1

l-abbéngig in K(dp a1y ey le,]/d)

Bemerkung., Die Mengen P(ry, ;) sind endl’ch. Teh vermute, daB
Plrg, ry) joweils nur aus den Primteilern von # == 7, -+ Zry besteht; in den
Spezialtillen (ry, #y) = (3, 0), (4,0), (1,1),(2,1), (2,2) folgt diec Richtig-
keit dioser Vermutung ans den Resulfaten von Stender [9], {103, [111.

SATz B. Qi n o=, +2r, 23 und ! eine Primeakl mit 1¢P(ry, re)
Dann gibt es unendlich viele algebraisohe Zalllkbrper I mit ¢, recilen Kon-
jugierion und r, Paaren komplexer Konjugierter devart, daf gilt:
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Die Divisorenklassengruppe von K = K(I,) hat mindestens den I-Rang
r +r,—1, d.h. :

dimr;((sif/c%g) = ry+r—1.

KOROLLAR. Sei 02> 3 und 1 eine Primzahl wit 1 ¢ F(n, 0}, Dann gibt
es unendlich viele algebraische Zahlkirper K mit [K : Q] = n(l-1) und

ding, (Cx/C%) 2 n—1,

Beweis. Dag Korollar folgt avs Bafz 0 mit », = 0. Zum Boweiy
von Satz 5 sel 1 eine Primzahl mit ¢ £ (ry, ry); dann gibt s ein erzeu-

gendes Polynom f*(X) = ﬁ (X — a5y —d* e Z1X] vom Typ (ry, ry) devart,
daf gilt: Bind &,..., & z&ﬁ}l"‘(x ) wie in Satz 4 definiert, so sind &, ..., &,
Funabhingig in K(d) ., -.os & sy ;}Z"i?), also nach Temma 2 auch in
K(d;"l_,_l, ey d;"ﬁ_,g, ;}E’F), Seien mun P, ..., P,-; Primzablen, welehe die

-1
Bedingungen (b) ans Lemma § beziiglich 7%(X) erfiillen, wnd sei D = ] | ;.
n . qiad

Sei nun f(X) = [ (X —d;) ~d ¢ Z[X] ein erzeugendes Polynom vom Lyp
Al

1=
(ry, 1) wit d—@* eD-Z wmd d&;—dy e D-Z fiiv i =1, ..., 0y fla) =0
* cdn % * —

und K = Q(a); dann _m Q(dy iz -y Grnry) = G(diry s Bppiony)y und,
Py evey Ppy orfiillen die Bedingungen (b) ans Lemraa 3 auch begziiglich
F(X). Definjert man nun zu f(X) &, ..., 8 e K(d. 4y .0y &y oy,) wnd
TREITR W, e K wie in Satz 4, so sind nach Lemma 5 &, ..., &, l-unab-

f [Ju—
héngig in K (d;"l_,_l, ooy d:ﬁvz? Vd*), algo s, ..., Ep4rg—1 L-Unabhinglg in
K. Wegen If D kann man nun noch 4 und die d; so wihlen, dall se die
Voraussetzungen von Lomma 4 erfilllen; dann ist & == 1 mod ¢ fiiv alle
£ =1y ..., % also auch == 1 mod ¥ fiiw alle 4 =1, ..., -2, Nun s
Satz 3 anwendbar, und. ey folgl:

dimy (€ /€%) 2=yl 7y 1.

Un sicherzustellen, daf os unendlich viele solehe Kbrper gibt, zoige ich:
ist ¢ cine Primzahl mit ¢ D, o keon man f(X) als Bisensteinpolynom
filr ¢ wihlen; dann ist ndmlich ¢ in K versweigh, wnd da es anendlich,
viele ¢ gibt, folgt die Bxistenz unendlich vieler Worper JC. Ist nun ¢f D,
%
T (X—d)~a
. Yol
e Z[X] so wihlen, dafl auBer den angegebenen Kongruenzen modulo
I'D noch d == gmod ¢ wd d; ==0mod ¢ (4 =1,...,m) gilt. =

80 kann man nach dem Chinesigehen Restsatz f(X) =

icm

Grofle Dakioren in der Klassengruppe 47

Zugiitze bei des Korrektur (6.5.1081):

1. B, Schmithals (Arelh, Math, 34 (1980), 8, 412--413) zeigte, daf in Korollar 1
anf 8 86 auf die Voraussotwang () verzichtet worden kann. Mit den Methoden der
vorstehendon Arbeit kann man dag wio folgt einachen:

Beseichnet rg (H) don i-Rang der abelschen Gruppo 9, so folgt

rgr(Cped o 1 {0/ Dy Huc) 2 81D/ Do Di) — 181 (D N Br /Dy Hi)

Nun st vgg(®y/DenHi) oo 008 (Dy/Den D) = Byn B fDynSH, st elementar-
abeleel, also folgh xg (DM Hr /DN Hy) = DBy Hr: DN He)y und man kann den
Beweis nun wie angogehen zu Knde fitheen.

g, LW, Lenstea Jrv. {Amsgterdam) wies darant hin, dafi os in Abgehoitt 2 stots
auspeicht, Kongraenzen niod 1 anstalt med # zu betrachto ; in K ist namlieh ! = g1,
also T/ wogen Sey(l~ 1) L
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