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I. Introdeaction.

1.1. Notations. R est ensemble des nombres véels, Z celul des entiers,
N celui dos enticrs non négatifs, B = R— {0}, 2" = Z—{0}, N* = N—
—{0}. Pour tout & réel, on - pose ¢ elw) = &7 Pour tout ¢ € N*, ¢, désigne
{0: o g l«}

L.2. Résultat. Un sous-cnsemble B de R* est dit normal §°il existe
une suite A = (1), de nombres réels telle que, pour tout % e R,

@ e B < xd est équirépartic modulo 1.

Les sous-cnsemb es normanx do R ont été caractérisés par G. Rauzy
[2]. Sans whiliser cete caractérisabion, nous prouvons le

Ttorlme 1. Soit B un ensemble normal. Ll existe une suite © = (0,) v
de nombres récls telle que, pour tout x e R,

v ¢ B=uwO nest pas bquirépartic module 1,

@ e B=>x@ ¢st complétement bquirépartie modulo 1 ([3], p. 22).

II. Coustruction de @. B étant normal, il existe une suite A = (A,).n

de nombres réels telle que xd soit équirépartic modulo 1 s b seulement
si weB.

Pour tout entier g2, soib (m{g, 7)),y nne suite déléments do
4, conyplétement dquirépurtie dans &,. Une telle suite existe! ([37, p. 23).

On peat done trouver n, e N Lvl que: YN e N,

Nz ng=¥{ay, .y 4) e G,
. N N

Oard (' < N, (m{g, W)y ooy (s 0/ 4 1)) = (@1 ooy ag)} = F Qﬁ”‘rg}‘“
Hoit alors {Np)een+ 1D Fuite d’entiers tello que:

Ve=2, Nyaz@y e N2g@+...+N,,).
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On pose M, = 3 N, Bolt 4, = Nn[0, M| o, ponne gz 8,

1<
Ay = Nn[M, .y, M,[, do sorie que -

ard oAy o N

On pose O, =4, si ned, ¢ 0, = J{,,,{m_ﬂ,q'_]) slomadg, g2

II1. Démenstration du théordme I. Xn vortu du eritére de Woyl,

nows devensg montrer que:
et

) R |
=de @ 2% 4l que lin -
Newny od

(1) wg

et que:

(2) weB=YheN, Vi, .., e)ed —{0,...,0, .

.N Z T(( f e I( On-lk 1))N+w

ne N

0.1, Preave de (1). Puisque » ¢ B, i existe e e 2® 4ol que

linu - e
Ao J\r A ( )
w1y T L ‘
A}-J e(end,) == A}J e{emly,) -1 :,:J (e dpe un)
nA, n<My..y n'a,
= (M LN, o] Vo Clapd St o N o ’
== O(Mg..q) Pps e(erdy) Card {n' < Ny, miyg, 0') = a}
astfy
LG
2= O(M .i\r ( 2", (i((;:x‘j_a) .| __f_a_a_) Wy [bl _; 1,
Q' i
Done
q Gl ,
R ¢ "“ .
lim e \ (‘.10 I e Jitn, - ’ } e(omd,) | .o 0,
v Ia 4...; i sea 1] 5--6' |

A fortiori,
e 1

ling = g,
) ._‘N'

-
v} celorly) | -

~ HL2. Preuve de (2). Soit g = L. Soit ¥ entier tol que
Boit @ € B. Posons &, = o(w(e 0, ... J[ekf),mﬁ )

N1 @ Aﬂ"i‘l .

) !
2 Ry, = :L BB Sy
AN S My q

Ensembles normons sb équirépartition complite Bl
ol
= Zzn et 8§, = 2 2.
ned, MqS.;ﬂ.<N
Dabord,

D) a4 = 0(M, ) = o(H,) = o(H).
e M, .

D’autre part,

N .
8y = O(k)+ }_J
<N (i)

=3 )~ \{1
o)+ >

(@1 nrttpd FG;

e (m (01 H‘m(a.n’) ek G ;“m(q,u'-l-k——l)))

¢ (@ (e dg v eyl )) Onrd {n' < Ny, (m(g, n'), ...

mig, %' -~ k—1)) = (ay, ..., o))

1 u .
sz 0(1\7)'+"NQ ('q—l:- 2‘ B(m(c1ﬁal‘f‘...+0kz'ak)) ’I“é‘?{ h

RN

o(N) —PN,,}IY( 2 .nai ).:O(N).

yaml 0
Eufin, si N —M, < g1,
18] < 7gyy = 0(H) = o().

= Mgy O A, cOmme pour 8,

avee || <1

Et, si N~M,>

8y = O0{k)+ (H(g+1 Z wc,,lﬂr)) -}—E:If) avee [s] <1
= o(N),

Finalement,
' Z %, = o(N).
<N .

IV. Remarques.

IV.E. A Faide des idées développées dans [1], il est possible de
prouver Io ' ‘ :

TugoriMu 2. Soit B un ensemble normal. Soit ¢: N—R & valeurs
>0 et telle que @) g oo :

1l ewiste ume suite U = (u,)an de réels telle que:

1) 05 |%,| < p(n) pour tout n & N.

2) 8 o ¢ B, «U ne soit pas équirépartic modulo 1.

3) 8i we B, «U soit complitement équirépartie modulo 1.
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Principe de Ia démonstration: So't @ la suite construite dans la prenve
dun théordéme 1. Comme il est remarqué dans [L], on peut supposcer que ¢
et non déero ssante. On appligue alors & @ Valgorithme déerit dans [1],
pour constrnire U par ,,blocs”.

Soit m, = Inf{n e N| p(n = |0,)}. Pour n < my, on pose u, = 0.

Soit. m; = Inf{n e N| p(n) = 101 eb n=my-1}. Dour # s {mg, ...
ceey iy —1}, on posc u, = Oy.

On {ékinit, par réourrence sur %, la suite (m,) suivante:

Yez1, . =Inf{neN| pn)z |0, et nz (L-km, ob
ey, 2= 0 mod ke +-1}

de sorte que (my) cst strictement eroissante.
On pose, pour % € {my, ..., Mgy —1},

ty, = O
ol § est le veste de la division euclidienne de n—my, par k-1,

11 et clair que U = (u,) sabisfait & la condition 1) du théoréme 2.
Le fait que x6 et aU soient complétement éguiréparties on non
équiréparties pour les mémes valeurs de @ est démontré dans [1].

IV.2. La méthode utilisée pour démontrer le théortme 1 s¢ giéné
ralise & 'a répartition selon une mesure x dang un compact S mdétrisable

([31)- :

Addendum: Jo théoréme 1 a 666 amdliord par Pautenr dans un article pari aux
Aunales de Ia Faculté dos Scionces de Toulouwse (vol. 2, 1980, p. 137-153).
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1. Let g and ¢ be relatively prime positive integers. For m a positive
integer, let P(m) (respectively @{m)} denote its largest (resp. smallest)
prime faetor. Thiy paper ig concerned with the sum

8=8X, Y, a,q0)= N 1,
mZX
mea(mod q)
Plmy= ¥
where X 2= ¥ 2 2.

In the case where ¢ is less than a fixed power of log ¥, fairly precise
regults are known (see [8]) -and, in particolar, if ¢ =1 and
* = %’-{{1} < (log X)¥* (this restriction can be weakened somewhat),

log
then & ~ Ag(u), where o(u) is the Dickman function (see [1] for detnils).

The gituation 18 less satisfactory im the ease where g is larger, say
a fixed power of ¥, In [4] o result was given which yielded & ngn-tfivia,l
lower bound provided that 8 = log ¥ [logq was fixed, exceeding Vej(Ve—1).

In thiy paper we give the following upper bound.
TugorEy. If X = @Y% and « < (log ¥)*, then

! 1«;—{@(“—5-1“4).
X q
e (mod q)
FRLOLS _

The constants 2,5, + and 4 are all susceptible to improvement. Unlike
tho result in [4), the above estimate remains nontrivial when ¥ <g.

Al estimate in [107, stated without proof, is in fact superior to the
above. Unfortunately, the method of proof in that paper is flawed and,
barring a complotely new idea, scems ineapable of being modified to
give the stated resalts. Our method of proof does, however, owe its origin
to one of the ideas in that paper as well as to the earlicr work [7] of
Hmyrova. . o L



