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Remarques sur la strocture galoisienne des unités
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SRAN~-JACQUES PAvAN (St Martin 4°TTéres)

Boil K une extension galeisienne de O de groupe de Galeis G. On
note U {resp. I') le groupe des unités (vesp. des racines de l'unité) de K
et on pose J) = U[T. 81 ¢ est dans U, on note & son image dans U/T.
On dira guo & est une unifé de Minkowsld de K si of seulement 8i A € Z[G]—
e de Z6¢7 dang F ost surjective.

Pour tout sons-gronpe H de &, on note 1% le caractére de & induit
par lo earaetdre frivial de H, ot H la somme des éléments de H. 8i K
ogt non réel, on note y la regtriction & K de la conjugaison complege ef
¢ = {1, p} On sait que tout sous-G-module d’indice fini- de ¥ admet
1718 comme earaetdre sf I est véel ef 1% —18 si K est non réel ¢t qne
tont ZT¢}module pony Z-torsion associé & un tel earactéve s'injecte sur
un song-module d’indice fini de A.

1. Brauer [1] ot €. D, Walter [5] ont utilisé comme Z[G]-modules
témoins dune part lo module % = Z[G]/2G (vesp. Z [§10/26) de I'autre
lo module dual 2* défini par la suite exacte

0= B L [GF] 20 (resp. 0L [G10~Z~0).

N. Moser [3] a montré que si J est réel, il admet nne unité de Min-
kowski si ot seulemont si B =% et que si K est imaginaire et ¢ diédral
d’ovdre 2p, il pout existor des wnités de Minkowski méme §i F n'est pag
iromorphe & #. : ' '

Lo dvavail oqui suit o ponr objet de répondre aux deux questions
Nuivan b : :

1. Pour quels ¢, 2 ot 2% sont-ils Z[G]-isomorphes?

2. Pour quels ¢ Ju situation déerite par Nicole Moser (existence
Q’une unité de Minkowski de norme 1 sur le sous-corps réel maximal)
peut-elle se produire?

I. Isomorphie de % et #*. Rappclons d’abord le résultat suivant:
TroGorbmes (Walter [5]), Solent M ¢t N deux. Z[G)-modules do type



78 J.-J. Payan

Sini sams Z-tovsion de méme caractére (on pewl done supposer Q ©,M =
Q®zN).

On note S wn ensemble de sous-groupes de & et powr tout T de # on
note ME (resp. N) Vensemble des éléments de M (resp. N) invariants par
Paction de IL.

On se donne wne relation de dépendance Z lindaire non triviale

(1) D aglfy =

Tfest”

S8 M et N sont Z[G)-dsomorphes alors:

n [_M:’H:NII]""H =1,
Hext

On peut le compléter par la:

Remarque L1, Si on suppose simplement, sous les hypothéses da
théoréme, que M et N sont dans le méme genre, c’est-d-dire sont Z,[¢]-
monmlphos pour tout p premier, alors [] [ §¥7 oy,

HeA

Démontrons alors la

Proprefut L 8¢ K est véel, & ot 2 sont isomorphes st et soulement
8t G est eycligue.

Démonstration. Si @ est cyelique ¢f engendré par o, £* ==
Z{G](o~—1) et d’aprés[3], proposition 1.3, #” cst Z [@]-isomorphe i Z [¢]/26.
Supposons alors & non eyclique, nous allons exhiber wne relation du
type (1) pour laquelle

[] 12"z 18267 %1
I

on awra prouvé que £* ct Z[G}/ZE sont non-Z[@-isomorphes et méme
qu’ils ne sont pas dans lo méme genre. Pour un tel @ on bien il exigte p
tel que les p-groupes de Sylow soient non eycliques, ou bien pour tout p
les p-groupes de Sylow de & sont cycliques. Oces derniers groupes sont
déerits dany [2], p. 111, I8 sond engendrés par denx éléments a, b aveo
les velations a™ == 3" == 1, b™lab == &® oll -, m, & sont log enticws noturels
Plus grands que 1 vérifiant (s—L)n ot m sont premices entre eux.

Premier cas: toug los p-groupes de Sylow sont eyeliques. Un calend
facile utilisant les formules données dans [1] montre quoe

Tl

V o —}1 i 1“

ol les gy, 4 == 0, ..., m~1 sont les sous-groupes conjugués de g, == >
et ou H désigne Jo sous-proupe dérivé de 6.

icm
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La relation s’éerit alors:
1

(1’ mn G—w,z 18 —mil% +mly = 0.

]

Dewieme cas: G admet un p-gous-groupe de Sylow non eyelique S.
& étant non eyecligue, il existe I digtingué dang 8 tel que 87T = Z/pZ x
x & pZ. Berivons In relation de Braver de dépendanee dey earactires de
87, On obtient, en notant 1, ¢ =1, ..., p-+ 1 Tes sous-groupes d’ordre
p de 8T
Pt

1 /i LS
.w ="‘“Z 1bl l

fe=l
el on a la relation de dépendance Z-linéaire

ptl

plSM‘ Z S./'l‘ _“_i_ln‘an'ﬂ' = 0.
Tt ), )
Comnie I’y indigué ¢ D. Waltex dang [5] démonstration du théordme 4.1,
cette relation impligue la relation suivante obtenue en prenant les images
réciproques par la projection canonigue de § sur 8/7 des sous-groupes
do 8/ qui interviennent:

1

NP ‘

gl

ol les Hj sont leg images réeiproques des H,. Bn prenant les caractires

indunits & & tout entier on 4 onfin
nel
(1) pIg— 315 +1g
fealt

Remarquons alors que les formules de nombres de classes de Braver [1]
et Walter [5] assocides i ln formule de dépendance Z-linéaire 3 aylf =0
Hex

Y A\
1 [[ym U 1!( T H])

dank le cag onvisagé ici & = Z[G]/Z2@, §(H) =1, pour tout H, d’'autre
part Y oy == 0 cotraine
Hax
age ‘L
[ -
|G|”Il

Hex'

enteainent:
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d’oli
n [g,aeli:n(z;ﬁ] e ” !HT”[.

e Ifcay

- - *], I W - 1
Tans lo premier cas, la relation (17) donne [ [£™:@™] we w1 guj
Hesl

differe de 1. Dans le deuxidme cas, la relation (1) donne

H [g*r::gnjﬂﬂ — ij—1 1,
el
T eas imsginaive ost plug compliqué. Noug nous bornerons 4 la
remarque suivante oll Sy (resp. SFpy) désigne Vidéal d’avgmentasion de
G (resp. H).
Remarqueld, 8i¢ = CH avec H distingné, aloxs £ - 7,0 = 5,0
et #" cat monogéne s et serlemoent gl A0 est Z[GT-muonogine. Bl Sy,

est Z[H]-monogéne, ce gqui équivauty on vient de le voir, & H cyelique,
alors & est Z[G)-monogéne. Mais ,C peut dtre Z[G]-monogine suns
que Fy soit Z[H]-monogéne. On le voit swr le groupe & produit semi-
direct de H par ¢ ol H est défini par les génératours o ot v ob les relations
oP == 1% = 1, ov == vo 6t Popbration de y sur H étant définie par yoy™ = 7.
Il ostengendré par (e—1)0 ot (z—1)0, mais y(o—1)0 == (z=1)0
done s;0 admet comme Z[G]-génératewr (o—1)0.

II. Unités de Minkowski de norme 1 sur le sous-corps réel maximal.
Dans le cas imaginaire, I deuxitme question posée au début de co travadl
ge tradeit par: :

@ admettant wn sous-groupe ¢ ’ordre 2, existe-t-i un idéal & ganehe
a de Z[G] contenant € tel que Z[G1/a ait pour earactire 15 —142

ProrrItTs IL. Pour qu'il ewviste a idéal & gauche de Z[G) avee ( ca
et Z{Gja a pour caractére 1% —18, il faut et il suffit que ¢ == CII avee H
abblien distingué dordre impeir sur lequel v opére par yoy == o' pour
towt o de H.

Démonstration, Supposens que g existe avee los propriétés § ea
ct Z[6)/a de caractdre 1914, De QG = QG (1) -1- O[GI(1~9)
résulte Q610 « Q@za. On pose |G == 2m, Pagsertion sur lo caractivo
de Z[@]/a monire que dimgQ @ya = m--1. Cowmo QIEF] esb semi-simple,
on en. dédult que le caractdre de a st égul & la sommo du carnctdre do
Q[610, cest-d-dire 18, et d'un caractire de degré 1 quion note 4. Z6)/a
a done commo caractére le earactire de Z[G] moins celui de a koit: 1§ —
—1%—5 doir la condition nécessaire:

1 = 2(1§—18) +n-+15

an premier membre figure le earactére de la représentation régulicre of
an second une gomme do ,,veais? caractéres. Le caraclére de la reprdsen-

icm

Bur o structure galvisienue des wnilés SL

tation régulitre s'éerit elagsiquement Mg oit les p; sont les caractores
u}’)solurncmt:, n*re.(l'u.cmhles de G ot ;1 degré de y,. 19 —18 étant Lo caractive
dune 1'@1)1‘3591131@011 et gommeo & coefficients entiers positifs ou nuls des
’ i 2 16 E s g . p I
y;y 8OIE NG 18 == M. Lunicité de Ia décomposition en somme de
varactéres absolument irréductibles entraine que G ndmaet denx earactires
abgolument irréductibles do degrd 1 ot que les antres sont de degré pair
Lo groupe G° dérive de & ost done d’indice 2 ot en égalant log degrés des
deux membres on obtient: "

i i

11 N
et

lew dp Gtant pairs, w est nécossairemnent impair, ¢’est Pordre de G,

. kioi{:. wloxs .'5:" QG’-—'G’, . (-,11;:..111‘. non trivial, 4 (@) = —1, @antre part
Ig(e) =1 et 17(w) = 0 Pégalité cotre caractéres enfratne 1) =1,
Tevenons & la définition de 1€, soit b, un systéme complet de 1'91)1‘@30111;;1111;3
des classes & gauche de G/0, on sait (eest 1a définition d'un caractive

mduit) que
D 18Ty,

B e

16 ()

il existe done un iy eb un senl tel que hlah, = ¢, en outre Itah, #1
simon @ sorait Uélément unité. Pour ce h; on a done Wy lehy = p. Qela
s'gnifie que y ot les dléments de ¢ —6' sont dans la méme clagse de eon-
Jugaison de &, le eardingd de celle-oi est done aw moins Ggal & ., comme
«’est un. diviseur gtrict de |@] on en dédnit que & —@ et uné elasse de
conjugaison contenant p. ¥l en vésulte @ = ¢G'. Uu élément de ¢—¢
8 é(,liilf yf:, Avee (b dans 67, étant conjugué de , il est d’ordre 2 d’oit yhy
= o, (Jom.mo.. h—vhy ¢st un antomerphisme de &, ce groupe st néces-
galrement abélien.

Supposons réeiprogquement & = OH avee H abélien d'ordre impair
¢t poy = o7 pour tout ¢ de H. On voit qne o == Z[F10 +Z[G1H ext un idéal
A g&ll(“{}].{) .de Z[(] de earactére 1*-;; -5 ol 5 esb le caractire de degré 1 antre
que 1. Notony encore # le carachive irvéductible de degré 1 non trivial
sur G—J. Véritons Pdgalite 1§ = 201818 4-9-F1¢, on compare les
valenrs deg deux membres:

sia oo, 17 () == 2m, 3G(e) ==m, 1§(e) = y(e) = 1,

o A (o) YOy 7). .

Mlog@ -6, 1f(w) =0, 15(m) = 0, () e 1w ),

2
t

16
siweG--G, 18 (w) =0, 1G@) = 1,  1%(m) = Lety(a)= —1.
Pour tout w dang & leg denx wembres sont égaux, il ¥ o done bien
dgalité des caractores. Le caractive de Z[G]je Gtant 19 ~18 —u Dégalité
préeddente montre que Z[@)/a o pour carnctéve 1% —15 dolt In propriété,
Je tens & remercier J. M. Fontaine pour les fruotucuscs conversations
que Noug avons eues sur ce sujet.
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Limit theorems for uniformly distributed p-adic sequences®
by .

JrprREy D, VAALER (Austin, Tex.)

1. Iuroduction. Let @, and Z, denote the locally compact field of
p-adic numbers and the compact ring of p-adic integers respectively,
where p is o fized prime. We suppose that p is Haar measure on @, nor-
malized so that u(Z,) -= 1 and that | |, ig the p-adic absolute value
normalized so that |pl, =p™. For J =1,2,3,... and j == 0,1,2, ...
ey ¥ =1 we define

1 1' i o —d| = g
el J,y) == I L ly '”P “-19—;
' lO if Ey —7 |1J > 7,
Thus ¢(j, J, 4) is the characteristic function of the sphere 89 centered

at j and having radiug p~7. A sequence {v,}, n = 1,2, 8, ..., of p-adic
integers is said to be wniformly distributed in Z,, if R '

N
limp N ¢ o, ) = pY
Lizo n;: plf,d,2) =p

for each J and j. We detine the p-adic discrepancy of {z,}, n = 1,2, ..., N,
b)r . . ) o :

¥y .
AN = 5“—1‘71 2 @{J, J: ) “‘“-NP—JJ
< el :
where the supremum s taken over all J 21 and j, 0<j<p’~1 It
iy well known (see [3] ox [41) that N7 4y-+0 a8 N—o0 if and only if the
sequanice {u,} Is unifornly distributed.
Let 0 e, and lob

< S o
o = Za'mﬁm == Eampm + ZI“um

Hpwal He=] M ()
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