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Sur une classe de polynoémes hyponormaux
sur un corps fini

par

8. Aeovu (Lyon}

\

Dans ce qui suit on note F , lo corps fini & p* éléments, par 17_,[, la
tldture algébrique de Fpa. .

0. Introduction. Les polynémes composés f{g(X)) ol f(X) est un
polynéme irréductible. de Fps[X_] et o g{X) est un polyndme non nul

(X) = Za.tX‘-"ri, que nous appelons
L=

un p-polyndéme de Fpa [X], ont été étudiés il y a fort longbtemps aveo
des conditions restrictives liant les entiers #, s b #, Sans faire un historique
détaillé ot exhaustif de la question, on peut mentionner certains travaux
de Serret, [117, parus en 1873 dans le cag r = 8§ =1 =1; puiz ceux de
Dickson, [5], en 1887 dans le cag ¢ == 1, 7 = s. ¥nsuite Ore, [10]; en 1933,
avee les conditions ¢ = s = 1, en introduisant la notion de p*-polyndme
de ¥ ,{X7, a considérablement fait avancer I'étude de ce type de polynémes.
I rf)’appuyant gur la théorie d’Ore, en étendant des résultats de Dickson,
[6], A. F. Long, [7], & montré que L'on pouvait expliciter les degrés des
irréductibles de F ;[ X], factorizant f(X* —X) sur Fp,9 dans le cag t =1,
¢ divisant 7. Généralisant ce précédent travail A. F. Long, [8], & montré
que ’on pouvait régler le cag t = 1 avee r eb 8 arbitraires, ponr les poly-
nomes f(X* —X) de Fp,,. [X]. Boutilisant la notion d’hyponormalité définie
dans cet article, nous avons généralisd, [2], le travail de Long en étudiant
le polynome f(X —aX) de F [X], en n'imposant aucune condition aux
ontiers 7, &, t, hormis bien entendn la condition ¥ divisant s.

Bn sappuyant surla théorie d’0Ore, A, F. Liong et T. P. Vaughan, [9],
ont donné des résultats sur la factorisation des polyndmes f (g(_X))' aves
lo condition r |{. Emfin, récemment, Oarlitz et A. F. Long, [4], ont
obtent des résultats dang Vétude de certains polyndmes & plugieurs indé-
termindes X, ..., X, sur un corps F lorsqu’on substitue & chaque
indéterminée X;, le méme p*-polyndme de F ,[X]. _

Par aillenrs, nous avons pu obtenir da.xts 87 et [8'7, 9,‘33 congitlons
explicities d’irréduetibilité des polyndmes fIX” —aX) et fIXP" —aXP —bX)




106 8. Agou

SUT UN COrps Fps. Si on veut gaffranchir du cadre de la théoric d'Ore,
pour atteindre les résultaty les plus généraux, on est conduit naturellement
compte tenu des travour préeités, & la notion de p'-polyndmes de F E,[.?zf.’],
avee v eb s arbitraires, et 4 celle ’hyponormalité. Cet article a Justem(m{;
pour but de domnner des résultats dans cetbe direction.

N. B. On tronvers dang les références ci-dessug une volumineunsoe
bibliographie eoncernant ces guestions,

1. DipmrrroN 1.1, On dit que u e B[ X] est hypmo'rwml suy If

si l'ensemble des F (@), olt z e ¥, est une racine de #, pogsede un plnr.
petit élément {quand on 1’01‘&011116 par inclusion).

Boit u(X) = u,(X) ... %(X) la factorisation sur F ,, en irréductibles,
duw polyndme «(X). Il réwnlte aisément de cette définition que l'on a la
propriété suivante. :

Pour que le polyndme % {X) soit hyponormal snr ¥
qu'il exigbe un indice ¢, tel que le degré du polyndéme wu; (X } divise le degré
du polyndéme u;(X), pour tout entier j tel que 1<j<< 1

Voici des exemples de polynémes hyponormaux. Soit f erﬂ[X 1
un polynéme irréductible, les polyndmes f(X™) (ef. [1]), pour m e N,
ef f(XprmaX ) pour r e N* ot ac 1*""3 son$ hyponormaux; on reviendra
plus loin sur ce dernier exemple.

Lemur 1.2, Soit feF 8[X] wn polyndme drréductibls de degré n €
s0it ¢ éF* et geF [XT; s0it O wne raine do f dans Fp T ,(6). _Alors,
POUF que f( (X)) soit hyponormal sur F o0 L faut et il suffzt que g(X)—
soit hyponormal sur F oy

La condition est nécessaa're En effet, supposons f{g(X)) hyponormal

sur F .. II existe a, € F tel que flg(m,)) = 0 et que, pour toute racine @
de f(g(X)), on ait

LB () : Bl () : By

Le polynéme minimal de z, sur Fp ge décompose dumh r o [X] en
produit de polyndmes irréductibles de degrés [If wg) 1 B 8]/%

De méme, le polyndme minimal do @ sor T so déc,omposo dans If‘g an LA
en produit de polyndmes mréduutlblos de degréy LF REOES ,,j/w, Alory
[ s(we) : I ]/m divise [F (w}: F 3]/% ,

Lo condition est suihmnte, & g— B est hyponormal sur r any SOI dy
le degré d’um polyndéme irréductible de I‘ﬁm [X] divisant g — 0, d, divisant
le degré de tout polyndme irréductible de ¥ .. [X], faetorisa,nt g 0.
11 existe dans la décomposition de flg (X)) en p?oduit do polyndmes irré-

duetibles un facteur de degré dyn tel que dyn/peed (b, n) = &, Soit on

le degré d'un polyndme irréductible de F ,[X] factorisant f(g(X)); ce
polyndme ge décompose dans F o [X]en prodmt de facteurs 1rréduct1ble§

o 1l faat et il suffit
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de degrés 4 = énjpged(dn,n). L'un de ces facteurs divise g—8. Done
don, divise dn puisque dy divise d.

DEFINITION 1.3, Soit r e N*. On appelle p™-polynéme i coefficlents
dans le corps fini F , toitt polyndme g e F ,[X], non nul, de la forme

kil

Xy = Y ax,
i=0

On notiera que dans cette définition, les entiers r et s ne sont liés
par aucune condition,

2. On se propose, dans eette partie, d*établir le théoréme suivant:

TaROREME 2.0. Soit f(X) un polyndéme irréductible de degré n de

S[X} et soit g(X) un p -polynome de F s[.X] Alors Te polyndme _f(g(X)
o8t hyponormal suy F

Avant d’aborder la démonstration de ce théoréme, extrayons de [2]
une partie des résultats obtenus dans I'étude des polyndmes f(X? —aX),
ol a4 e F"

RAPPI‘.LE: 2.1. On a montré que dans la décompogition de f{X? —aX)
en prodnit de facteurs irréductibles de ¥ ,[X], trois cas et trois seulement
apparaissaient, ces cas s’excluant d’aillears mutnellement.

Ier c¢as. Ty a un unique polyndme irréductible de degré = de If‘p,q (X1,
divisant f(X* — a.X). I existe un irréductible de F,,s [X1de degré in (A >1),
divisant f(X? —aX) et tonsles auntres irréductibles de Fp, [X] factorisant
F(X?" —aX), qui ne sont pas de degré =, onb des degrés multiples de An.

2éme cas. Les degrés des polyndmes irréductibles de Fps [X Jfactorigant

r Lo ¢
J(X¥ —aX) sont les entiers de l'engemble ifn, l

ﬂ’s) ltlr.

3éme cas. Si k est 'unique entier tel que
god (7, snp™') = phpged(r, sn),
alors les degrés des polyndmes irréductibles de Fys [X7] factorisant
]

X7 _aX) sont les entiers de ’'engemble Jﬂpk°i']~——-——————— .
1 l (t, nsp**Y) ]t]r
Ceci étant on a le
Levve 2.2, Scient n et s des entiers > 0 el d un divisewr de sn. Le
polyndme w - v.& —~wX™ de F pon [X] est hyponormal sur F e

Preuve. Biu-++0X -|—w_XiJ a une racine dans F ) il est évidemment
hyponormal sur F e On va donc supposer que ce polynﬁme n’a pas de
racine dans I pen Leq rappels montrent qu’alors on est dans le 3éme eas.

% +vX —f-wX” se décompose donc en p?~! facteurs irréductibles de F o X

- de degrés p, d’oii Phyponcrmalité sur I o
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ImmvE 2.3, Soient f(X) un polyndme w.srlucxtq,ble de I o [X1 de dogré n,

i
m un entier et d wn diviseur de sn. Soit g(X 2{ a: X" un pS-polyndme

de F [X]. Alors le polynéme f (g{X)} est Iy memfmal sur B,

Pl euve. On raisonne par récurrvence sur Pentier . Ln verbn du

m p
lemme 1.2, il faut et il suffit de montrer que zm‘-X""H
sur F .

Sl m =1, —0+a,X + ule" et hyponoruwl gur pr,m' ¢’est le Jemmme
2. Supposons donc m 2= 2 et Phyponormalitd so IF e (e tout polynéme

ki
w—iiy -
de la forme b+ Y ¥ e, X de E o [X], avee M<m. Si Ya,X'—0 a
Ir:ﬂ 't==0
une racine dans F sny Uhyponormalitésur F ., est iminédiate. Supposons

1e contraire; 80ib u, T degré d'om polynéme meductzblv de X o [XT divisant

- 0 est hyponormal

Ea b Cauln 8, et qui soit minimal pfnml les degréy p des autres polyndmes
i=0

irréductibles do F ,,[X] factorisant Z‘aixf’d”w 0.

=0

Si Za}ﬂ’ﬂ BLX*" 0 X, alors plm, et, comme B o, OB B y Yo}

A==l
d’ot 'hyponormalité. De plus, on &y, == p™ (1< ay < dm). Sinon, soit m’
un entier tel que m'sn = dm et pwnuer .}u tous Jes degrés des polynémies

irréductibles de F.,,[X] divisant _XJLMX"’dlw .

On 2 dans F,,m [X] la concrmence

m—1 m ) .
XX = b4 Y 5,3 mod (3 axr™— 0) .
i=0 {0
m—1
Sib+ 3 b;XJ’" = 0, alors plge, done u = uy, b u, et une puissance

i=0

de p;

w1

8i b-%-zbixﬁ # 0, soit »(X) = pgcd(Xl’m”‘“m'—n.X > &, X"~ 0); il

est clair que P(X)—5(0) est un p®polyndme de F o [X _], ])m hvpnthéno

de récarrence, le polynéme y(X) est hyponormal sur s (o plus il '
»

pas do racine dang Fpm, #o o5t done le plus petit des degrés des polyndmes

ireéductibles de F MLX] Taetorisant o (X); ue o8t done une puissnnde

de p, non nulle.

~ De méme si EaiX*"’ .—ams’”‘—x, alors y.,i,u, ot le polynbme ost
hyponormal, =~ #=¢

Sinon i Zaﬂp'ﬁ_—@,}'xﬁ"”"—x on a ecommie précédemment dans

=
psn [&X] 13‘ cOﬁ.g’l”H@ﬂGe

Xpsnpm X =b+ ’E’I h {_X‘mmmhod (2 a X" — 4 )
s el

icm
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w1 s

Si b+ S’bxp‘“ =0, a.lors ,uo|,u et on a I’hyponormalité. Sinon, ' (X)

= pged(Xl’m“m X, EaXP - 8], n’a pas de racine dang F "ens TAAIS DOS-

L=
séde, par hypothése de récurrence, une racine de degré minimal 2% on
a done p®|u. D'autre part, on a p° = u, et on a vu que p, était toujours une
puissance de p, non nulle. I en résulte que uy\p® ot o fortiori Holpe.

On est maintenant en mesure de démontrer le théordme 2.0. _
" o
Preuve du théordme 2.0. 8i ¢(X) = 3 a, X" est un p™-polyndme
i=o
de If‘ps [X], on peut le considérer, si d|(r, sn), comme un p*polyndme

de Fps [X], en écrivant

T
]

Za,Xﬂ = 3 b,x7,

i=0 i=0

Le lemme 2.3 montre alors que f(y(X)) cst hyponormal sur Fo.m

3. Un exemple de polynome hyponormal mixte.
PropogrrioN 3.1, Soient f{X) un polynéme irréductible da F 8[}{],
de degré m, v un entier, m un diviseur de p"—1, et a un flément de I"‘
Alors e po?ynome f ((Xf’ ——a}f)’”) est hyponormal sur Fp‘g‘
Preuve. Si f(X) = X la proposition est c,v1dente Supposons donc
F(0) # 0. Boit # une racine de f(X) dans F s degl) = F = F

f)s‘n' .

Le polyndéme X™ —0 est hyponormal sur Fps, Les degrés des irréduc-
; 1

tibles qui le factorisent dans Fpa, [X] sont de la forme » = ' [hoy 0, 8]

.

Z
ol st Pordre de p da
L p o Tdre de g 18 (dZ

x
) avee dim, oll L est le plus petit entier

tel que WM -WmEMl 9 o on ¢ est tel que F,(0) =F ,.

Soit maintenant f, un irvéduectible de degré » factorisant X" —0
damns I‘ o [&] et f, un irvéductible de F o [A ] divisant X™-8, et dont
le (le,glu vy divise tous leg degrés ».

8i @ o= -1) L 1 glorg fo{ X" —aX) posséde dans sa factori-
sation nn irvéductible de degré w,, il en résulte que (X —aX )™ —0 est
hyponormal sur P - (ef. [2]).

On observera que dans ce eas Uhypothese m|p” —1 n'est pas mtewenue
Si @00 1 plors pour tout » on a a® V=0 _ 1 1,
décomposition de T ( (X* —aX) ou de f,(X? —aX) dépend alors de
Délément & e F gy = F o el que E7' = g ot des quantités e e (o) €t

,,a,(%n) OU @, est une racine de f, ou 4,,d, 5, ,d, sont des entiers

o
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tels que: d, = (v, 8'), 6,-d, = &', et de méme pour

d,, = (¥, §%), ‘jvu'dvu = $'vy,
en observant que si &, est une racine de f, done de X™—0, g est une
racine de X™ -8, lorsque 7 est une racine e do 1anité, et done e F;‘
puisqa’il & 666 sapposé que mip” —1, eb ol enfin g, L4,{X) est le polynéme

d,—1 .}
3
i=0
. ) . ] (Ao, s] ]
Compte tenu des expressions de » et de »y = — - n o

ré, = [r, &'%] = [heo, 8, 7] car  mlp" 1.

Ainsi 8, ne dépend pas de ».
Comme

0s,0,{001) = es,, (@) €6 0 a, () = 05 @)

et que gs, (mna;l) e 91951’“(9:0) pul‘sque, g, = 4,,, on en dédm’r que les
polyndmes f (X" —aX) ob f,o(Xp "—aX) ont des décorapositions similaires
dans F .[X] lorsque QPP Po-imn -y g

8 9,, L) =0 alors chaque f,(X? --aX) comporte un irréductible
de degré v d(ms, sa décomposition, Aot I’hyponormalité.

B8 &, ) 50, 1Ly a dams 1a factorisation de f,(¥* —aX) un irré-

duetible de F [X] de degré »p™*!, divisant les degrés de tous les autres
r

irvéductibles factorisant f,(X? —aX) ob k, cst lentier tel que m
)

I,
=P o, avec (w,,p) =
On a donc

L , k. )
[, 8'%] = s'vp "+, b [7;80] =s"vptw,.

Comme [r, 8] = [r, ¢'»;] il en résulte gue

. Ir Y r
et done  p™o P ’,

ky kg
wp T w, = PP f*-w,,0
0

Par conséquent vopk"’f’"l'l divise wpk”""l ce qui établit Phyponormalité dans
ce cas 13,

On & done montré que le polynéme (X7 —aX)™
sur F .., d’0i, parle lemme 1.2, Il résulto que F(x* —aX
sur F .

bo)

— @ était hyponormal
™) ext hyponormal

Remarque. On constate que Pon peut donner une description
complete des degrés pour m = p7 —1, oi #'[r.
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