icm

ACTA ARITHMETICA
XXXIX (1981)

Scharen quadratischer Zahlkirper
mit gleichgebauten Einheiten

von

MicHAEL NEUBRAND (Bonn)

Einleitung. Explizite Formeln fiiv Hinheiten in einer Serie veell-
quadratischer Zahlksrper Q(V’b—;), PyeZ NeZ erhilt man sicher
dann, wenn die Entwicklung von lff_i); in einen regelméBigen Kettenbruch
fiir alle N € Z gemeinsam fortschreitet, wie das etwa fiir YN? L1 = [N, 22"]
gilt. Solehe Entwicklungen sind seit Huler f47 in groBer Zahl bekannt
(vgl. etwa neuerdings [1], [8], [8]).

Demgegeniiber weorden im folgenden(!) anf algebraischen Wege,
also unabhéingig vom Algorithmmus, solehe Einheitenformeln hergeleitet.
Die fiiv die betrachteten Zahlkérperklassen {§1) notwendigerweizse zu
machenden Ansitze ergeben sich dabei —basierend ant [11] und wert-
vollen Gegprichen mit Herm. Schmidt, wofiir ich sebr danke — aus
funktionentheoretischen Uberlegungen (§ 2). Bodann werden einige wichtige
Sonderfille aufgezihls, die bereits eine Vielzahl der in der Literatur
vorkommenden Einheitenformeln umgreifen (§ 3). Die allgemeine Bedin-
gung dafiir, daf fiir die Zahlkérper des Typs Q (VaN? +bN +e), ¥ = N,,
XN & Z Hinheiten in geschlogsener Form angegeben werden kénnen, gibb
Satz 2 in § 4 an. Vermittels cines Satzes von Schinzel (97 und Bemerkungen,
vou IMerm. Schmidt [12] LBt sich deranfhin der Zmsammenhang mit
dor Kettenbruchtheorie vollstindig anfkliren (§0).

L. Jedes Polynom
(1) D(X) = aX* +bX 4o e Z[X]
mit @0, 4= b* —dae # 0 definiert Vérmijgc

(2) kl(a, b, )= {Q(Val* 4+ bN +¢)| NeZ, N =Ny}

() Es handelt sieh um die Ubera.rheitung cines Abschnittes der Dissertasion
des Verf.: Binhelten in algebraischen Funitionen- wund Zahlkdrpern, - Wilrgburg
1976, ' :
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eine Klagse reell-guadratischer Zahlkorper, wobel NyeZ go zu whhlen
ist, daf D(N) > 0 ausfills fir alle ¥ > N, Jede golche Klasse enthilt
unendlich viele verschiedene Zahlkiorper; denn andernfalls diirften die
Quadratzahlen (N,<) N = K% K eZ nur endlich viele verachiedene
quadratireie Kerne D; (j =1,...,J) von D(K®} erzeugen. Wenigstens
eine der Gleichungen

DY = aK*+bE* +0

hitte dann aber wnendlich wiele ganzzahlige YLdsungen, gogen einen

bekannten Satz von Siegel. .
Im folgenden wird sich als notwendige BDedingung o = o wit acZ

herausstellen. Dann sieht man leicht, daf der Trivialiall Q (¥ D(N)) = Q
héchstens endlich oft eintreten kann. Denn die diophantische Gleichung
2 = D(N) 1486 sich zu

(2aN +b)2 —4a2 M = 4

umformen und hat daher ersichtlich hoehstens endlich viele Logungen

(N, NeZxZ.
Unter den Zahlkérperklassen kl{a, b, ¢) sollen nun diejenigen bestimmt

werden, in denen man fir jeden Zahlkorper Q(I/,D(N))ekl(w,b,o)
eine Kinheit

(3) (V) = p(N)+q(F)WD(V)

angeben kann mit fiir die gesamte Klagse gemeingamen, d,h, von N unab-
hiingigen Polynomen p(-), g{*) e Q[ ]. Bine solche ‘Klasse wollen wir
kurz Kiasse mit gleichgebawten Einheifen nennen,

2. Da also die Normgleichung
) - Normgu sy (e(N)) = p (Y — g(NPD(I) = 1

fir unendhch viele ¥ € Z gelten soll, mull diege Gleichung als Poly-
nomgleichung auch identisch in einer Variablen # iiber € erfilllt sein:

(5) PN — gD () = L.

Den. Augdruck i (5) kann man — nun Hern, Schunidt [11], 8. 186 ff.
folgend — als Norm

(6)  Nornigyuyon(u) = (p(2) +a(2) VD)) {p(2) —g(2) VD (a))
der algebraischen Funksion ' '

% = p(2)+glo)w
des durch : :
wt = D(3)
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definierten algebraischen Funkfionenkdrpers C(z, w) inferpreticren. Dann
sagt die Gleichung :

{7 Norm g, wyer (4) = const.,

dic wegen (5) besteht, aus, dal die Funktion u e (=, w) hichstens an
den tiher ¥ = co gelegenen Stellen der Riemannschen Fliche (RFL) von
C(z, w) Pole bzw. Nullstellen haben kann (betrachte die Gleichung
fir % dber C2]). Der Divisor, der zu « gehort, hat also die Form

(8) dive =ufu;™, meZ,

Wo 1 und 1, die zwel verschivdenen iiber  « co gel egenen Stellen der RFILL
bezeichnen (2). Da diese Divisoren eine unendliche zyklische Gruppe bilden,
ergibt sich ohne weiteres, daf alle Funktionen «» mit (8) aus einer Funktion
1y it '

9y - diva, =qu;?

hervorgehen durch

(10) =0k keZ CecC.
Bine Funktion w4, mit (9) ist z. B.
(11) t = (262 +5) +2Vaw,

die wegen der bekannten Identitit
(12) (2aent D)2 —daD(z) = 4
die Norm A hat. Daraus ergibt sich die normierte Funktion

a2 +b  2Vq

(15) _ ’M;.* = e o ——— W
_ Vidl V4

mit Divisor wie in {9) und mit

(14) ROrn gy, )00 (%) = sg 4.

Bs komnmt aber fir die Gewinnang von gleichgebauten Zahlkdrperein-
hetben zusitzlich auf rationale Koeffizienten in den Komponenten der.
Funktionen w, bzw. % an. Aus (10) und (11) erkennt man, dafl hierfiir
notwendig
(15) ¢ =g mit auecZ

{%) Solehe Funktionen werden in [7] ,,z-Einheiten” genannt aod auch fiir all-
gemeinere Punktionenkérper untersucht. Doch kann hier auf eine generelle Theorie
vargichtet und alles ad hoe entwickelt werden.
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igt. Ist dann noch A = - 6% mit einem 6 e N, dann hat »* die gewiingchten
Rigengehaften ; andernfally gehe man zu

o 2(2a% D)

(16) [T do(2a -1 D)

IS LA A i_ PR P—. Y
¥l 8 I

iiber. Dag bisherige wird zusammengefalt in

Sarz 1. Dafir, dap kl{a, b, ¢} eine Klosse reell-quadratischer Zahl-
kirper mit gleichgebouten Winheiten dst, ist notwoendig o = o mit aelZ.
Sodann kommen als Einheitenformeln nur Polenzon der folgenden Awusdriiche
in Betracht:

(i) falls A4 = -L0%* mit 6eN

AT | 5
L g_ﬂf«?_ +.ici]/l)

8
" Norm(s*) = sgd;
i) somst
202N L h)2 d4a(2
oo 2OITEI g 22NN i,

Norm (g**) == 1,

S

3. e* und £** haben zwar die fiir Einheiten verlangten Normwerte 41,
doch muBl noch dafir gesorgt werden, dafl &% bzw. e** ganzalgobraisch
in den Zahlktrpern Q{VD(X)) sind. Dies ist ersichtlichin den folgenden
Sonderfillen (a), (b), (¢), (d) erfillt, wo die Koeffizienten a?, b, 0 von D (N)
- durch Gleichungen vom Typ der Pellschen Gleichung verbunden gind.

(a) A ==1,8 =1: p2—dale = 1
(17 % = 202N +b+2aVD(N) e Z[VD(N)].

Im folgenden wird wegen A = 0(4) stets b = 20" mit b’ e Z gesebzt,

(b) 4 = 44, 6 ==2: b2 —a¥ = 41
(18) g% o AN L 4oV D(V) € ZVD ()]

() A =_L8: b2l = 2
(19) & = (N + 0" —sg 4+ a(@N +b) VD (F)

(d) A = j:16, 6 = ‘.!:: b!a-—‘ﬂzﬂ i _:E:g[

C N ’ R
- (20) | B »h—;i +—VD(W).

e Z[VD(N)]

Auch in diesem Fall igt e* ganza.lgebl aigch, da Norm und Spur gzmzratlcmdl
sind.
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Die Trivialfille der Pellschen Gleichungen -(a), ..

. {d) fithren auf
die folgenden Zahlkorperkiassen: '

b = 0:
D{N) ! Einheit | Norm
(21) (b) N1l | e* = NVl F1
(22) () N2x2 g = N2l - NY N L2 +1
i : N R
(23) (d) N:44 g =+ %I/Nzi%& Fit

Dag sind die von Herm. Schmidt {117 unter anderem Aspekt (vgl.
Batz 3 in § 5) behandelten Polynome. Degert [2] hat gezeigt, dall es sich
jeweils um die Grundeinheiten in den zugehtrigen Zahlkérpern handelt,
falls D(¥) = N?+e quadratfrei und —N < e V ist.

¢ =0: Nun ist jeweils a alg weiterer ganzzahliger Parameter frei

wihlbar. Um dies anzudeuten schreiben wir a = K, K € Z.
D) ] Binheit | Norm
(24) (a) E*N* 4N | &* = 2K N +1+2KVD(N) +1
(25) (b) KN 12N | &* = K*N +1+-EVD(W) 1
(26) (d) E*N®L4N | 6% = - +1

Aus (26) erbilt man alle von Degert [2] betrachteten Fille, nfanlich die
Zahlkérper Q (VD(N)} mit

D(N) = N*ta,

Yohreibt man die Teilbarkeitsbeziehung als ee’ = 4§ mit einem o' e N
ang; dann kommt nimlich

DN s 02N L 46N =

Also existiert nuch (26) die Iinheit

e>0 mif o[4N.

(' N)12LL('N) == N7 L4V,

N o P JE—— o N ‘ ) :
o =g L YRR = S 5V R

4N? P —

wie sie Degert angibt, Degert zeigt dariberhinaus, dal dies, abgesehen

von den vorhin sehon. einbegriffenen Fillen ¢ =1, 4, die Grundeinheit

im zugehdrigen Zahlkorper liefert, falls D(N) quadratfrei und —N <o N
ist. o
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4. Die Formel aus Satz 1 liefern genau dann RHinheiten in den
Zahlkérpern von kl(a, b, o), wenn e* und e** ganzalgebraische GroBen
sind. Die Bedingung hierfir gibt

SBATZ 2. Genaw dann, wenn

() Al4{2e2, b):

gilt, gibt -es in der Klasse Xl(a®, b, ¢) recll-quadratischer Zahikérper gleich-
gebaute Hinheiten. Diese sind von der Form &V baw. & (j e Z) gemif
der Fallunterscheidung in Satz 1.

Beweis. Die notwendigen Anshtze fiir gleichgebaute Rinheiten
liegen nach Satz 1 fest. Es gentigt zu untersuchen, wann ¢** ganzalgebraisch
in allen Zahlkérpern aus kl(a?, b, ¢) ist. In diesem Falle gind nimlich
sowohl die "/ (j € Z), als auch ¢*, falls es Element der Znhlkérper ist,
wegen e*2 = g™ ganzalgebraisch. Da Norm(e**) == 1 bereits crfiillt ist,
ist notwendig und hinreichend fi die Ganzheit von e**, {af

2(203N -+ b)?
g TR
7 28g 4

4(2a2,b)2( a? b
A\ By T @b

(28) Spur(e**) =

2
—25g4
]

fiir alle N €Z, N > N, ganzrational ist. N, wihle man dabei so, daB
DY >0 und fir kein ¥ = N, mehr D(¥) = M* mit M e N eintritt
(vgl. §1). Da aber die axithmetische Progression

208 b
AW = ma Ty Y e

teilexiremde Koeffizienten hat, stellt sie naech Diriehlet bei pagsondom
Nz Ny auch zu 4 teilerfremde Zahlen dar. Ganzheit in (28) tritt also
gennu dann ein, wenn wie behauptet 4]4(2a2, 5)% (vgl. auch Sehinzel [9],
Beweis zu Th. 5.). ]

Satz 2 enthiilt such Nuthansons [6] Sutz, daB die Gleichnng (,,poly-
nomial Pell’s equatipn®) (5) mit D () = #4-¢ gonan fir ¢ = -1, -2
Lommegen p, g ¢ Z[z] hat. Ganzzahlige Koeffizienten in p(2) und ¢(2)
erhilt man ja offenbar bei 4[2(2e®, 1)2, also bei 02 im Spezialfall. Mit
dieser Teilbarkeitsbeziehung ist auch dag in [6] offen gelassene Problem,
alle -Polynome D(z) mit in Z[2] losbarer Pell-Gleichung (5) za finden,
wenigstens fir gradD(2) =~ 2 vollstindig geldst.

' 5. Die gleiche Teilbarkeitsbeziehung wie in Satz 2 fir die Existenz
- glewhgeba:uter Finheiten in einer Klasse kl{e?, b, ) reecll-quadratischer
Zahlktrper angegeben, gewann Schinzel [9] als notwendige und hinreich-
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ende Bedingung dafiir, dafl dis primitiven Perioden der regelmifigen
Kettenbruchentwicklungen von VID(N) bei ¥ - oo beschriinkt bleiben.
Dies wiederum ist nach Herm. Schmidt [12] gleichbedeutend damit,
daB sich ,,die Zahlen N > N in eine endliche Anzahl von Klassen der
Art aufteilen, daB fir jede einzelne von ihnen eine einheitliche Entwick-
Iung” von ¥YD(N) in einen, regelmiBigen Kettenbruch mit ganzwertigen
Polynomen, von N als Teilnennern bestebt (vgl, Herm, Sehmidt [11],
8. 186). Beispiel ffiv eine solche Klagseneinteilnng wire etwa

VN 14 = [N, N[2,2N] fir N =0(2),

VN 4 =[N, (F—1)/2,

Zugammengenommen ergibt sich also der

SArz 3. Genau dann kann man dic genzen Zahlen N = N, so in endlich
viele Klassen RK; aufteilen, daf fir alle N e &; eine gemeinsame Ketlen-
bruchentwicklung

VD(N) = [by(N

(N1)/2,2N] e N =1(2).

)5 by (N, ooey By (N)]

mit fiir N e &; gonezwertigen Polynomen b,(N) besteht, wenn kl{a*, b, o)
= {Q(I/D—(ITT_))} eine Klasse veell-qguadratischer Zahlkorper mit gleichgebauien
FBinheiten 1st.

Dieser Satz ist die Verallgemeinerung des Satzes. 10 von Herm.
Sehmidt [117. Dort werden die Polynome

D) = Ni+e

untersucht, fiir die sich — nun auch sus Satz 2 mittels ¢/4 — nur die
Werte ¢ = 41, 42, 44 als zulzsig herausstellen. Dafl ¢ = 1,2 dazu-
gehobren, findet man fibrigens schon in der erwidhnten Arbeit von Eunler [4].

6. Erzeugt man die Zahlkérper Q(¥D(XN)) durch ein Polynom D{N)
mit grad D > 2, dann gelangt man auf die beschriebene Weise zu cllip-
tischen bzw. hyperelliptischen Funktionenkérpern. An die Stelle der hier
(grad D == 2, rationaler Funktionenkorper) leicht angebbaren Beziehungen
(9)—(11) tritt nmn das Problem der Bxistenz von ,z-Einheiten”. Der
elliptische Fall wird in [7] dureh Bezugnahme auf Mazurs Satz [B] iber
die Torsionspunkte ant elliptischen Kurven tiber € behandelt. IFir hyper-
clliptische ,,-Hinheiten’” findet man in [7] gewisse Berechnungsmoglich-
keiten, aber keinen generellen Exigtenzsatz.

Zusatz bei der Kovrokbur: 1. Inzwischen hat H. J. Stender (J. Reine Angew.
Math. 311/312 (1879), 8. 301-306) gezeigh: Ist D (N) qnadrativei, daun ist &* hzw. &**
aus Satz 1 — von einigen ¢xplizit angebbaren Anfangswerten fiir ¥ abgesshen -- ghets

die Grundeinheit in Q (YD (N)).
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3. Seit Abel (J. Reine Angow. Math. 1 (1828), 8. 185-221) isb bekaunt, dap
mit der Liésbarkeit der Pellschen Gleichung (5) in Polynornen p{2), g{z) dguivalent
die logavithmische Integrierbarkeit gowisser algebraischer Differentiale ist. Zur
oxpliziten Lisung dieses Problems sind soehen von J. H. Davonport {,,0u tho inte-
gration of algebraic functions”, Lecture Notes in Compuber Science Nr. 102, Springer:
Berlin-Heidelberg-New York 1951) sum Eingabz in Computern goeignote Algorithmoen
angegeben worden. Damit kann man algo nun auch die Frago nach der Existenz
von z-Einheiten im Falle w® = D(2) mit grad D > 4 enfacheiden {vgl. Abscluiti ¢,
disser Arbelt).
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Propriétés arithmétiques de séries rationnelles
et ensembles denses

par

C. BrureNAUER (Parig)

1. Introduction. Une série rationmelle (¢f. G- Pélya 107) est le déve-
loppement en série de Taylor d’une fraction rationnelle régulitre & 1’origine.
De nombreuses propriétés de la fraction rationnelle se déduisent de pro-
priétés arithmétiques des coefficients de la série associée. Il en est ainsi
du lemme de Fatou: gi les coefficients de la série sont entiers alors la
fraction ratiomnelle est un quotient P/Q de deux polyndmes pl_'emiers
entr’enx 4 coefficients entiers avec Q(0) = 1.

G. Rauzy o montré gque la méme conclusion subgiste avee une hypo-
these plus faible: il suffit de supposer que l’ensemble des coefficients
qui sent entiers rencontre toute progression arithmétique [12]. Un tel
ensemble est appelé arithmétiquement dense par Rauzy: dans d’antres
problémes des ensembles de cette nature on été considérés (voir par exemple
Lewis, Davenport et Schinzel [15]). Un tel ensemble est dense pour la
topologie sur N qui rend continnes les injections N -»Z,. Une fonction
continue qui s’annule sur un ensemble denge est done nulle. Parallélement,
on dédnit d’un théordme de Skolem {voir [9]) que & les coefficients d’une
gérie sont nuls sur un ensemble dense, cotbe série se réduit & un polynéme.

Dang cet article, nous étudions des propriétés arithmétiques des
séries rationuelles en plusieurs variables non commutatives (cf. S. Eilenberg
[(3]). Remarquons que si 3’ a,t" est une gérie rationnelle, le coefficient a,,
est égal & une combinaigon lindaire fize des coefficients de lp puissance
ndme d'une matrice fixe; la matrice en guestion n’est autre que la matrice
compagnon de la relation de récurrence vérifide par la suite (a,). Ainsi
est on amnené & généraliser la notion de séries rationnelles {définition 1).
On se donne un nombre fini 4,, ..., 4, de matrices carrées et l'on étudie
une combinaigon linéaire fixée dey coetficients des matrices étéments du
semigroupe engendré par les 4,, ... 4,; si 4y, ..., ?, désignent des variables
non. cmnmutatives, on obtient ainsi une série formelle en les ¢;: Ie coefficient
de # %, ... & est combinaison linéaive des coefficients de AH.A& v Ay
Les sérles obtenus de cette fagon sevont appelées les séries rationnelles;
M. P. Schittzenberger a montré (veir par exemple 8. Eilenberg [3], th. 5.1,



