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Familles fermées de nombres algébriques

par

MARIE Josfi BErTIN (Paris)

Introduction. Llongemble ¥ des nombres algébrigues 6, 8 > 1, dont
tous les conjugués autres que 8, 8’il y en a, appartiennent au disque ouverb
|21 <1 de €, joue un grand réle dans de nombrenses questions mathéma-
tigues. En particulier, on connait Pimportance du sous-ensemble remarqua-
ble 8 des nombres de Pigsot formé des entiers algébriques de Z, dans divers
domaines comme la répartition modulo 1, les nombres normanx ou 'analyse
harmonique.

Le but de ce travail est Pétude de 'ensemble X et de certaines de
ges généralisations.

Tin 1944, au grand étonnerent d’éminents mathématiciens comme

. €. Siegel et A. Weil, Salem [13] montrait que l'ensemble S était fermé

pour la topologie usnelle de R. Mais 1’ensemble § resta alors unique de
son espéee jusqu’en 1964 ol Pisot mit en évidence d’autres sous-ensembles
fermés remarquables de X, les ensembles §,.

Pour tout entier g, ¢ 3 1, on dit que 6 appartient & S, si:

(1) le-nombre 6 est réel strictement supérieur & 1;

(2) il existe un polynéme @(2) € Z[z] avec €(0) =g, tel que 1/8
soit le seul zéro de @ dans le disque fermsé |z| < 1 de €, ce zéro étant simple;

(3) il exigte un polynéme 4(z)e Z[z] aﬁ:ree A0} =g, el que
A(L]8y %0 et gue

|4 (2} < [@(2)]  sur

Chagque ensemble S, contient I'ensemble § = §; et un résultat tout récent
do Martine Pathisux vient d’établir que I'ensemble X est la réunion des
ensembles 8, pour ¢ entier positif.

Dans ce 1,1 avail, nous dennons une nouvelle caractéripation de I'ensem-
ble Z, ce qui nous permet de définir d’autres sous-ensembles fermés de X,
les ensembles X, totalement diffévents dey ensembles S, et dont la

g =1.

réunion constitue Pensemble X.

~

Lrensemble X, , défini pour ¢ ent:u,r, g=2 et hréel, 0 << h<1, est
formé des nombres algébriques 0 de X tel que 1/6 soit le seul zéro (simple)
situé dans |z] <1 d'une équation de la forme 2z = A(2)/Q(2) ol A(z)
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eZz], Qz) e Z[z] avee A(0) #0, Q(0) =g, Isu. :f:mcticm mtionmllg
A(2)]Q(z) étant holomorphe dans ¢ <1 ¢t ’V:érlf.l‘d.ntl \A}(z)/@(zﬂ <:h
sur |z} =1, h< 1. Paralltlement & celte caractérisation .de leinse.m'bln_ Z,
nous montrong que lensemble L4 des 1].01”11}}1‘0.8 n‘lg-(‘-.br'lques Imaginaires
8, 16| > 1, dont tous les conjugués aufres que 1’}1‘115hg1.;111r?}'(5. conjugué ﬁ(.mﬁ
dang |2] < 1, est la réunion deg sons-cnsernbles Z 5 (2) (l‘eil‘mm pour g entier,
g>2 et b réel 0 < k<1, de manitre analogue aux Z,, en I’H“ln:[)lfb.(;:‘fﬂlt
la condition 1/0 unique racine stwple de 2 = A(2) /Q('z) ];nulr In condition
1/6 ot 1/0 seuls zéros (simples) dang || < 1 de Véquation % -« A(z)_!ﬁ) (2).

Nous montrons aloxs, au chapitre 2, que les ensembles X, ot Z) , (2)
gont fermés et quo leur réunion pour g e¢b b variant constitue regpectivemeoent
Pensemble £ ot Pensemble £F(2). Les enscbles X, contionnend en parti-
culier, pour & assez voisin de 1, des Gléments de fous Jes Sy pour b = 1, 2, ...
vey ¢ 1 . .

Nous étudions ensuite, les ensembles dérivés snceessifs dos engembles
2.y, établissant que, pour % assez grand, les deux prmuierf{ tmmm'lblltm
dérivés ne sont jamais vides mais que lo »®™ enserble dérivé ewt vide
pour n > ¢-. '

Aprés avoir défini Vensemble fermé 7, (7, = &) o .11110111:1‘6
qu'il eontient des mombres essentiellemnent différents de cenx. des E‘ft"
pour 0< k<< 1, nous établigsons, aw chapiire 3, un théordtme d’approxi-
mation des éléments des 2, ot 7. Ocel nous permet de montrer que les

éléments des X, (0<<h<<1) sont bornds par g-+Vgt—1, horne of-
fectivement atteinte pour A =1, et que ley plus grands dlémenty de 2,
pour 0<< h < 1 sont des nombres de Pisot.

Enfin, en généralisant au chapitre 4, les cnsembles &7, au corps
p-adigue @, puis & Pannean des I — adéles rationnels, on trouvo deg
sous-ensembles fermés de nombres algébriques, les ensembles 972 .c(mten‘na
dans 'engemble Sy des nombres algébriques introduit par Annette Decorupe.

Préliminaires. Nous allons tout d’abord rappeler quelques définitions
et un théoréme di & Pisot ([11], [127]).

Dirmnrion ¢.1. On appelle #(q, &k, 8) Vensemble des fractions ration-
nelles p{z) = 4(2)/Q(z) ot ley polyndémes A{z) eb Q(2) sont & covfticients
entiers rationnels vérifiant 4.(0) £ 0, @(0) = ¢ cotier positif fixé, @(2)
possbdant dans (2| < 1 aw plus & zéros, & 2z 0, tous situés dang uhe cowronne
fixe 0< |2/ <L (81 % == 0, §==1) ot ol p(e) vévilic |p(2) <1 sur
(2] = 1.

TagoriMn 0.2, L'ensemble F (¢, k, 8) esi compact pour la lopologie
de la convergence wniforme dans towt disque |3| < v, v < 8 dans C ¢f dans
tout disque ¥l S 7y, 1y < |ql, dans C,. On pout préciser winsi ce théoréme:

. de toute suite de fractions ralionnelles o, (2) de Fiq, k, 8) posséduni les
Ppoles oy, L<i<k, on pout entraive une sous-suite (notbe ici de la méme
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Jagon) telle que la suite (ay,),.z converge vers a; dams 2| <1 quond » tend
vers oo et telle que lo swite de fonmctions holomorphes dans 2| < 1,

koo
& —
@, (2) 17 I——TE’L converge uniformément sur toul compact de |z|<< 1
—ay 2
fe=] Path

B <1, 9 [] -y oi g(2)
i1 l—ag

appartient & F{(q, k, &) et posséde au plus & poles pres parmd les o, de module
slrictement inférienr & 1.

B particulier, Vensemble F (g, 0) est compact pour la topologie de la
convergence uniforme dans tout compact de |2| < 1,

DerFinreion 0.3, On désigne par 8 Vensemble des nombres de Pisot,
c’egt-d-dive Pensemble des entiers algébrigues supérieurs & 1 dont tous
les conjugués ont un module strictement infévienr & 1.

DeEFINiIoN 0.4. On appelle S, UVensemble des nombres algébrigues
réels 0 ayant les propriétés snivantes: € ost un nombre réel supérieur & 1
6t 1/6 est le seul zéro situé dang |2) <1 d'un polyndme 4 coefficients
entiers rationnels el que §(0) = ¢ et tel qu'il existe un polyndme A(z) &
cocfiicients enticrs rationnels vérifiant 4(1/0) -4 0, |4(0)| = g (¢ entier
positil} et |4 (2)] < |Q(2)] sur Jz| = 1.

DAFINITION 0.5. On désigne par T Vensemble des nombres de Salem,
¢’est-d-dire Pensemble des entiers algébrigues supérieurs & 1 dont toug
leg conjuguds ont un module inférieur ou égal & 1, certains de ces conjupnés
ayant ctlectivement un module égal & 1.

DEFINITION 0.8. On désigne par P Pensemble de toutes les valualions
du corps Q des nombres raiionnels, | |, désignant la valuation p-adigue, o,
étant le complété de Q pour la valuation p-adique et C, le complété de o
cloture algébrique de Q, pour cette méme valuation p-adique. Si I est un
cnsenible fini de P, on appellera V; Vanneawu des I-adéles rationnels, c'est-
a-dire 'ensernble des 2 = (Zplpep O% 2, == 0 81 p n'appartient pas & 1.

Diprvrrion 0.7. On appelle S; Vensemble des élémonts 6§ — (0,)per
de Vy vérifiant pour tout p do I, [0,y > 1 ot pour lesquels il existe un
polyndme A (2) & coctficionts entiers rationnels ayant les propriébés sni-
vanbes: _

(1) 0 est racine dun polynéme A(z), ,

(2) pour tout p de I, los racines de 4 (z) dans C,, distinetes de 6,,,
appartiennent aun disque |z), < 1,

(3) pour tout p de P, p ¢ 1, les racines de A (z) dans €, appartiennent
an disque [2], < 1. ' . '

Diipmniron 0.8. On appolle 8% Iensemble deg éléments algébriques 6
de V; tely que [0,], > 1 pour tout p de I et pour lesquels il existe un polyné-
me 4(2) & coefficients entiers rationnels ayant les propriétés suivantes:

vers o fonction holomorphe dans
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(1) 0 est racine de A(2) dans Vi, .

(2) les racines de A (z) dans C, (distinetes de 0, sip’ € I} apparticn-
nent au disque 8], < 1,

(8) pour tout p de I, ley racines de A(z) dans C,, distinctes de 0,
apparfiennent an disque |2, 01,

(4) pour tout p de P, p ¢ I, los racines de 4 (2) dans €, appartionnent
au disque jel, < 1.

1. Définition des ensembles Do et X7 (2)

Leg nombres algébriques considérés dans leg troig premiers chapitres
sont des nombres algébriques sur le corps @ des nombres rationnels.

Aprég avoir rappelé les résultats @’A. Connes sur les ordrey fa.iblfsﬂ
et leur application 4 la localisation des zéros e polyndmes ([6], [7]),
nous donnerons une caractérisation de l'ensemble 2 des nombyos algéhri-
ques 8, 8 > 1, dont tous les autres conjuguds ont un module ylrictement
inférieur & 1. Nous définirons alors de nouveaux sous-ensembles formds
de Pensemble Z, les ensembles X, ;.

0. Rappels.. On. dégigne par 4 DUensemble des nombres algébriques
positifs ayant tous leurs autres conjugués do partio réelle strictoment
négative et par £ le domaine simplement connexe formé des nombres
complexes de partic réelle strictement positive.

On dit gu’une fraction rationnelle #(x,, ..., #,) appartiont & o (2, ...
<oy i,) 81 elle est obtenue & partir des ; par itération finie des opérations
(Fyy Ty} o 4,0+ 1Ty sivee A e QF (4 ==1,2) et Fyowe LI,

A. Connes monfre alors que si A appartient b A avec 4 5 1, il existe
deux nombres rationnels positifs wy, ob gy (avee uy > 1 8i A2 1) ot un
nombre réel % strictement pogitif tel que Pon ait:

A= ,u1~[--——-:—L-~—' avee o= G(A) eﬁ GAyew(d, 101, 1).

Ho %

Par suite, 1 est racine d'une dquation du fype o = F(z) avee F{2)
€ w(z, 1fz, 1) et ¥(2) peut s'écrive comme quotiont de deux polyndmes
& coefficlents entievs.

1. Caractérisation des cosembles A et X,

Prorogrrron 1.1, (i) Soit A un nombre algébrigue appartenant & .
Alors, il ewiste une fraction rationnelle F(2) = A (2)]Q(2) ot A(z) ot Q(2)

‘gomt des polyndmes & coefficients entiers rationnels, possédant los propriéiis
sutvantes: : ‘

icm
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(a) F(2) est holomorphe dans Q,

(b) F(Q) = Q,

(¢) F(L2) ost relativement compaci dans 2
et telle que A soit racine de Uéquation 2z = F(z).

(ii) Réeiproquement, une bquation de la forme z = P(z) oi F(z) est
wne fraction rotionmello quotient de deur polynémes & cocfficients entiers
possédant les propridtés () (b) et (¢) posséde une racine unigue A appartenant
& /.

Lies affirmations (i), (a), (b), (¢), 8¢ démontrent directoment a partir
du régulbat d’A. Connes cité an paragraphe 0, en remarquant que les
dléments H(z) de w(z, 1/e, 1) sont holomorphes dans € eb vérifient in-
clnsion H (L) € 2. Plus précisément, on obtient (i) (c) en remarquant
que A étant racine d’une équation de la forme z = H1+1 /[,ug-{— G(z)) = F (2},
on a: F(z) = Bla;1/2u,) ol B{a;1/2u,) désigne la houle fermée de centre
a = (i, +1/2u,, 0) ob de rayon 1/2u,. ,

La réciproque (ii) utilise le théoréme suivant conséquence du théoréme
de Rouché: "Soit D un domaine simplement connexe de C, @ une appli-
cation holomorphe de D dans D, telle que G(.D) soit relativement compact
dans D, alors @ admet un point fixe ot un seul”. '

Pour montrer que Punique raecine 1 dans Q de Péquation 2z = I(z),
appartiont bien & A, on vérifie que Iéquation g = F (=) ne peut avoir de
macines sur axe imaginaire 3 cause des inclusions J{Q) < 117(_!_2_) < 0,
obtenues grice aux conditions (a), (b) et (e).

Uctte caractérisation de l'ensermble A entraine celle de Pensemble .

Proposirion 1.2. Soit 6 un nombre algébrique apparienant & . dlors,
il cwiste des polynémes A (Z) et Q(Z), & coefficients entiers rationnels, avee
A(0) == 0, A(Z)[Q(Z) holomorphe dans |Z| < 1, vérifiams | A(Z)[Q(2)| < h <1
pour |Z] <1 et tels que 170 soit Punique racine de module infériewr & 1 de
Véquation Z = A(Z)|Q(Z). ‘

Réciproquement, toute équation de la forme Z = A (Z)/Q(Z), avee A(Z)
et Q(Z) polynomes & cocfficients entiers vérifiant les conditions précédentes,
posséde ume unique vacine 1/0 dans |Z) << 1, dont Dinverse ou Vopposé de
Vinverse appariient & Z.

La proposition 1.2 se déduit de la proposition 1.1, an moyen de la
transformation conforme 2 = (1-+2)/(L —Z) qui échange le disque D,
D ={#;7eC,1Z|<1} en lo demi-plan Q, 2 = {z;2¢ 0, Rez > 0}.

En effet, 81 0 uppartient & Z, le nowbre ¢ = (1+1/6) HL—1/0) est
un. nombre réel @, ¢ > 1, de I'ecnsemble A.

Par suite, d’aprés la proposition 1.1, ¢ est Punique racine positive
d’une équation dela forme ¢ = 0(2)/D(2) olt O (¢) et D (2) sont des polyndmes
& coefficients enticrs tels que F(2) = O(z) /D{z) soit holomorphe dans £
et F(£) relativement compact dans 2. Le nombre 1/6 et alors Punique
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racine de module inférieny & 1 de I'équation

o)
1+2  \1i-z| 6%
1—~Z_D(1+Z) T by’

1-%

ce qui §'écrit encore:

~

(2 D .
0z)+~D(Z) Q)

E

S

On vérifie aisément que 4 (Z) ot @ (%) sont des polyndmes & coefficients
entiers, avee A (0) % 0, puisque ¢(0) = D(0) == C(1)—D(1L) est ditiérent
de 0, que 4. (Z)/@(Z) cst holomorphe dans D et vérifie |4(2)/Q(£)| < h <1

q
pour |Z| < 1, puisque C(z){D(2) est holomorphe dang £ o *ﬁ(!)) rolabi-

vement compact dans 2.

Réciproquement, le théoréme de Rouché montre que 1'éguation.
Z = A(Z}/Q(Z) poszéde une unique racine 1/0 dans |Z] < 1 et Vinégalité
[A(Z)Z) < h<1 sur |Z] =1 prouve que 8 ou —§ appartient & Z.

2. Définition des ensembles . A partir de maintenant ¢ désignera
un entier, ¢ = 2 et b un nombre réel positif 0 < k<< 1. La proposition 1.2
nous suggére de classer les éléments do £ cn familles £, définies de la
facon suivante:

DrrmvirioN 1.3. Un nombre algébrigne 0, 0> 1, appartient &
Uensemble X . i tous sey conjugués sont situés dans || < 1 ot &i 1./0 est
I'unique racine de module inférienx & 1 dune éguation de la forme
¢ = A(2)/Q(2), ol A(2) et @(2) sont des polyndmes & coctticients entiers
tels que lon ait A(0) 50, @(0) = g fixé, 4(2)/@(2) holomorphe dans
2] <1 et vérifiant |4 (2)/Q(2)| < h << L1 sur |z = L. '

Conséquences immédiates: ‘ :
(1) On a Végalité X == ) Z,,, gréce b la proposition 1.2,
d; 0kl
(a) BEn offet, si 0 appartiont & X et gl 1/0 egtivacine de 2 == A (2)/Q (2},
avee Q(0) entier négatif, il sutfit de remarquer que L/0 cst également
racine de @ = —A4(2)/ —Q(2).

- (b) De plus, puisque 'on 4 |.4(0}|/g<<1 daprds le principe dn ma-
ximum appliqué & la fonction holomorphe 4.(2)/@(2) ¢t que A(0) %0,
on a bien ¢ = 2.

(2) Si 0 appartient & T, ,,; on a A(0) endier strictement positif. Bn effet,
la fonction f(2) = A(2)/Q(2) holomorphe et bornée par 1 dans |2| <1,

Familles fermébes de nombres algébriques 213

se développe en série de Taylor dans lo| < 12
F&) = ot U+ oo U™+ ...

et le premier transformé de Schur de f(2) (¢f. ch. IIT (2)), noté f, (=),
Fi(2) = (f(#) —uo)/2(1 —uof()), est une fonetion holomorphe et bornée
par 1 dans |2] < 1.

Par suite, on a [f,(1/0)] <1, ce qui est équivalent aux inégalités:

1 1 1 1 1 1
“"‘5[ “Ng|<% ““°“<““6[1""“°E]'

L’inégalité de droite donne u, > 0 et comme wu, = 4(0)/g avee A(0) % 0,
on a 4(0)> 0.

(3) 8i g’ est un multiple de q et si 0 appartient & X, alors 0 appartient
& X, 5. En effet, ¢’ = gg”’ et 1/6 est également racine de 2 = ¢4 (2)/¢"”Q (=).

(4) L'ensemble X, , contient, pour h assez grand, tous les nombres ration-
nels de la forme gk, pour 1 < b < g—1, des nombres de Pisol et des nombres
appartenant aux ensembles S, (L< k< q—1) de degré aussi grand gque
Uon veut. En effet, ’ensemble § des nombres de Pisot est Pensemble des
entiers algébriques supérieurs & 1 dont tous les conjugnés sont situés dans
[2] << 1.

L’ensemble 8, est I’ensemble des nombres algébrigues réels, supérieunrs
A 1, tels que 1/0 soit la seule racine située dans |2 < 1 d'un polyndme &
coefficients entiers vérifiant Q(0) = % et tel qu'il existe un polyndéme &
coefficients entiers A(2) vérifiant A(1/6} 520, [A(0)|=k et |A()]
< [Q(2)] sur l2| = 1.

On peut alors vérifier que les nombres 6, dont l'inverse est racine
de équation z = (b —Fke®) /(g —%2®) avee s entier, s>1 et 1<k <g—1
appartiennent & 8 pour & =1 &t & 8, poar 1 < & < ¢—1.

3. Une propriété essentielle de 'ensemble *(2). Définition des ensems
bles X% ,(2). Le cas des nombres algébriques imaginaires de module supérieur
&1, dont tous les conjugnés autres gue I'imaginaire conjugué, sont de module
inférieur & 1, et un cas voisin de celui des nombres algébriques appartenant
sux différonts 2, ;.

Les résultats @'A.. Connpes [6], noug ont permis de clagser ces nombrea
on familles de nombres algébriques et de démontrer, pour ces familles,
un résndtat analogue A celui de Kelly [10], concernant les entiers algébri-
ques imaginaires ayant la méme propriété.

On désigne par M V'ensemble des nombres algébriques imaginaires &
partie réelle positive et dont tous les conjugués autres que l'imaginaire
conjugué sont 4 partie réelle strictement négative.

PROPOSITION 1.4. Soit u wn nombre algébrigue apparienamt & M.
Alors, il existe une fraction rationnelle, F(2) = A (2)/Q(2), o lés polyndmes
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A(2) e Q=) somt & cocfficients entiers, possédant les propriéiés suivamtes:

(a) P(2) est holomorphe dans £,

(b) F(Q) < 2,

(¢) F(Q) est relativement compact dams 2, telle que p 6t 7 soient les
uniques racines & partie réelle positive de Végquation (z--1[z) = F(z).

Pour démontrer cette proposition, nous utilisony lo résulbut suivant
a4 & A, Connes [6]. Soient ty, 4y, ..., %, % nombres algéhriques et uf, ...

.y U2 tout systéme qui g’en. déduit par un automorphisme wu desss do Q.
On guppose queé . tous les u; sont dans un mbéme doeni-eapace msis que
cela nlarrive pour aucun dm systdmes (7)), wUbres que (#)y. 4., (@ 46
‘signo imaginaire conjugué de w;). Alors, tout nombre de In formae G (4, ...

vy t,) OUL G est une fraction ratiomnelle homogéne de degrd 1, sitnéo

‘dang Pangle de gommet 0 ongendré par les g, 8'éerit I'(uy, ..., u,) wvee

(i, oeny ) € @@y, .4y 3,). [Par angle de Snmmd; 0 engendrd par 1oy wy,
‘on entend ensemble des nombres algébriguey 2, Aty wvee A o 0 ol 4, € 48]
fral

Boit done ux un nombre algébrique imaginaire wpp.mr1mnw111; b M,
Alors, le systéme de nombres algébriques (p, 1/g, 1) vérific les hypothises
impogées aun gystéme des (). C

De plus, il existe des nombres rationneld positify assez petits, tels
que lo nombre complexe ., défini par la relation:

(1) $(p+1iu) = Ay -+1/(A--u) soit gitud dang Vangle de sommet 0
engendré par u, 1/u ot 1.
Daprés (1), w s'éerit: w == i-;,:——wﬁm FL-b Ay )/(m]'--,u-;-- L m}q).
2 24 2
Done, u est wne fraction ra‘tlonnelle homogéne de dcgru 1 pour les wn whles

by 1w et 1.

Daprés le résuitat d’A. Connes, on a done w e=G(u), ob
G sy, L/u,1). Par suite, u of G sonb racines de éguation:
Ye+1jz) = F(2) avee F(z) = A -F1[(Ay+G(2)).

On démontre alors de ln méme fagon que dans ln proposition 1.1
que Von o F(2) = A{%)/0(z) avee A(z) ob Q{z) polynomoes  coctfivients
enticrs vérifiant les conditiong (a), (b) ol (0).

Si Pon désigne alory par 2Y2) Pensenible des motabres smlwlmquca
Imaginaires de module supéricur & 1, ayant tous lewrs conjugués aulives
que Vimaginaire conjugné de mndu]o gtrictement inféricur & 1, on poub
déduire la proposition suivante:

Proposrrron 1.5, Soit 0 un nombre algébrique imaginaire do 27(2).
Alors, il ewiste des polynomes A (Z) et Q(Z) & coefficients entiors rationnels,
tels que Pon aif A(0) 5= 0, A(Z)/Q(Z) holomorphe dans |7| =, vérifiant
A(Z) QD) < h<< 1 pour |Z| <1 et tels que 1/0 o 1[I soient les seulos
racines de module inférieur & 1 de Véquation Z° == A(Z}|Q(Z).
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14-1/0
1-1/8
Par suite d’aprés Ia proposition 1.4, il existe une fraction rationnelle
F(2) = O(2)/D(2) ot les polynémes O(z) et D(z) sont & coefficients entiers
rationnels, F(z) étant holomorphe dang 2, vérifiant F(Q) < 2, F(Q)
relativement compact dans £, telle que @ soit racine de 'égquation };(z +1/2)

Le nembre algébriqne ¢ =

appartient a l’ensemble M.

== IM(2). A Taide de la meformatlon conforme z = (1-+-2)/(1—Z),
on voit que I’équation '
o 1+Z
1+/ + 1-~Z 1-2
1-Z  1-+Z) (.1 +Z)
D
1—-Z

possede les racines 1/8
1+22 42

1-7* ~ D(Z)

1/6 dans |Z]| << 1. Or, cette équation peut s’écrire

0(z)—-D(Z) A2
CzZy+D(2Z)  Qzy’

Les polynomes A(Z) et Q{Z) sont done & coeflicients enticrs, tels
que la fraction rationnelle 4(Z)/@(Z) soit holomorphe dang [Z)<1,

f

¢
T () est relati-

| goit 2t =

véritiant |4 (2))Q(Z)] < h <1 pour |Z|< 1, puisque

vement compact dans 2. Dl’aprés le théoréme de TRouché, équation
Z% = A{Z))Q(Z) possdde exactement dewx racines dang 7] <1 e cotime
elle posséde 1/0 et 1/0 comme racines, on en déduit A(0) £ 0.

Cette proposition nous permet alors de clasqer les éléments de ZH2)
en sous-familles 7 (2).

DfrFrwrrron 1.6. Un nombre algébrique § imaginaire, appartenant &
2), appartient au sous-ensemble Zi,(2), sl existe des polyndmes i
coefficients entiers A (2) et @(z) avee A(0) 520, Q{0) = ¢ entier fixé,
A.(2)/Q(z) étant holomorphe dans |z| < 1 et vérifiant |4 (2)/Q () < h < L
sur [=f == 1, tels quo L/6 et 1/8 soient les seules racines sitnées danps j2f < 1
do Péquation 2?2 = A4 (2)/Q(#)

2{(

II. Propriétés topologiqﬁes des nombres de Do ot Ty (2)

Les ensembles X, eb £, (2) possédent Pimportante propriété d’stre
ferinés powx la topologle usuelle de B ou de €. Si Pon étudie alory les
ensembles dérivés de X, et de Z%,(2), on peut montrer que pour h 88862
grand, les doux premiers ensembles dérivés de X, , ne sont jamais vides
pour ¢33 maif. que pour w3z ¢*, les alPme cnSembl(,s dérivés I et
(T3 4(2))"™ sont vides, quel que soit h.
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1. Théorémes de fermeture des ensembles =, ; et I} ,(2).

TrHoriME 2.1. L'ensemble des nombres olgébviques de X, est fermé
pour la topologie de R.

' Oongidérons une suite (8,),.x de nombres algébriques appartenant &
X, 1, telle que les §, tendent vers une limite @, quand p tend vers --eo.
Noug allons montrer que 6 appartient & X, ;.

Yes 0, ont leurs inverses racines dos dquabions regpectives
# = 4,(2)/Q,(2) avec 4,(0) %0 et Q,(0) = ¢ 1ixé. De plug, les fractions
rationnelles @, (2) = 4,(#)/@,(z) sont sany pole damg |2 s 1 oF vérifient
() S A< L sur fo| = 1. .

L’ensemble des ¢,(2) cst done un sous-ensemble infini de lensemble
F(q,0), ot Fg,0) est ensemble des fractions rationnolles A (z)/@Q(z),
holomorphes dang |2 <1, avee 4(2) ot @(z) polyndémes & coelflicients
entiers rationnels, premiers entre eux, vérifiant |4 (2)| < (@ ()] sux |2| =1,
A(0) # 0 et @(0) = ¢ tixé, Or Pensemble # (g, 0) et un ensemble compact
pour la topologie de la convergence uniforme dans tout compact de [z) < 1
(cf. Pisot [12]). Par suite, il exigte une sous-guite extraite de la suite des
@,{?) (notée de la méme fagon pour alléger les notations), qui eonverge
uniformément sur tout compact de |2| <1, vers la fraction rationnelle
A%(2)/Q" () appartenant & F(g, 0).

Comme la convergence deg fonctions holomorphes dans |g[ <1,
A,(2)/Q,(2), vers la fonetion holomorphe dans || <1, A¥(2)]Q* (2), ost
uniforme sur tout compact de |z[<1 ob que |4,(2)/@, () <h <L sux
2] =1, il s'onsuit que |A*(2)/Q*(2)| < h < L sur [gf == 1. Done, d'uprés
le théoréme de Rouché, Péquation z ==.4"(z)/Q%(z) posséde une racine
unique 1/r dans || <1, vérifiant [1/7|< h Nous allons montrer que
Pon a & = 7 eb ceci achévera la démonstration du théordme.

La suite des nombres 6, comvergeant vers 0, vérifie les relations:

{1) 1 ,:4” (:LIEEEL .

6, @p(1/0,)
Comme les fonctions holomorphes .4,(2)/@,(2) convergent uniformément
vers A*(2)/Q%(2) sur le eompact K = {z;2e (, 2/ << h}, on passant i
Yéquation z = A*(2)/@"(2) possédant une racine uniquo dang |¢l < 1,
on » foreément 1/0 = 1/r.

TegorEME 2.2 (analogue du théoréme de Kelly [10]). Les nombres
Vimites imeginaires d'éléments de Xy ,(2) de module différent de 1, appar-
tienment & Zj ,(2).

La démonstration de ce théoréme cst analogue & celle du théorsme 2.1.
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2. Quelques résultats sur les ensembles dérivés successifs de X, et de

¢ (2). Nous dérignerons dans la suite par (Z,,) (resp. (Z},(2))) le

premier engemble dérivé de X, (vesp. I ,(2)) et plus généralement par
(Z, )™ (resp. (Z},(2))™) le #**™ ensemble dérivé.

Remarquons tout d’abord que I'on démentrerait le résultat suivant,
de la méme facon que la condition nécessaire du théoréme de caractéri-
gation de ’ensemble dérivé de Pensemble 8, (ef. Bertin [2]).

Prorosrion 2.3. 8i le nombre algébrigue 0 appartient & Pensemble
(Z,,) (resp. & Vensemble {Z},(2))'} olors 1[0 est Dumique racine (resp.
1/6 et 1/0 sont les uniques racines) de module infériewr & 1 de Péquation

2 = A.(2)/Q(2) (vesp. 2° = A (2)]Q(2)) ob les polynomes A(z) et @(2) & coeffi-

cients entiers vérifient A (0) #0, Q(0) = ¢, A(=)/Q(z) holomorphe dans
2] <1, telle que |A(2)/Q(2) <h<1 sur |z] =1, Végalité ayant liew au
plus pour un nombre fini de z de moduls 1.

Soulignons simplement ce détail utilisé dans la démonstration. de la
proposition 2.3. Si # appartient & (Z,;) (resp. (Z;;(2))'), alors 6 est
limite de 6, dont les inverses sont racines des équations ¢ = Ay(2)/@x(#)
{resp. 22 = A,(2)/Q,(z)) et lo degré des polyndmes A, (2)—2Q;(=) (resp.
A, (z) —22Q,(2)) augmente indéfiniment. Cette remarque nous servira
dans la suite.

Etant donné un dlément 8 de (I, )" (resp. de (Z%,(2))) défini par
diverses fractions rationnelles .4 (2)/Q(z), on peut alors étudier la valeur
moyenne sur [z| = 1 des divers |4(2)/Q(2)|%. On démontre alors la proposi-
tion 2.4 suivante qui précise la proposition 2.3.

ProrogrrioN 2.4. Soit 6, une sutte de nombres algébyiques appartenant
& I, (resp. Z%,(2)) e tendant vers le nombre 6 de I, ; (resp. de Zi 20,
Alors les 1/0, et 1/0 sont racines des équaiions w= A4,(2)/Q,(2) e
2= A(2)]Q(2) (resp. 2% = A, (2)[Q,(2) et 22 = A(2)[Q(2) et il ewiste une suite
infinie extraite de la suite des A,(2)/@, () tendant wuniformément sur tout
compact de |z| < 1 vers A(2)/Q(2). Si p et u, désignent respeotivement les
valeurs moyennes de |A(2)/Q(=)* et de |4,(2)/@n(2)] swr 2| =1, on a
DPinégalité:

o lmop, 1)t dod p<h*—1/g"
H—r-t 00

Pour la démonstration de cette proposition, nous utilisons wne preuve
trés semblable & celle du lemme 2.1 d’Amara [1], & laquelle nous renvoyons
done lo lectour.

On peut alors démontrer le théoréme suivant:

TrfortME 2.5. Le w¥™ ensemble dérivé ZU9 [resp. {Z},(2))"] de
Vensemble X, ;, [resp. (Z7,(2))] st vide pour m > g* ef ceci quel que soit
by 0 < << 1.
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Cerésultat se prouve par récurrence sur # % partir de la proposition 2.4,
en remarquant que, p éhant positif, ceei entraine A* —n/g’ > 0.

On peut alors démontrer que, quel que goit ¢, pour kb asscz grand,
Pensemble dérivé de X ; n'est pas vide ¢t qu’il en est de méme de (X, )
pour ¢ = 3.

THEoREME 2.6, Powr % assez grand, Uensemble (Z,,) eontient les
rationnels g/, 1 <b< ¢—1.

BEn effet, on peut aisément montrer que Pon peut extraive de lu suito
des a, racines dos dquations 2 == (k- 2") /(g —2") (resp. de ls suite deg o,
racines des équations 2 = (k- |— A g +2") une song-suite infinie $¢lé-
ments tous distinets convergeant vers kfg. Or e, eost raeine de P, (z)
= —qz—2"-- 2" = 0 ob P, (kjg) = (Bfg)* [ —1-kjg) << 0. Dol a, < kg
pour % 2= 1.

Quant & ay, il est racine de

: ‘ ‘ 3 ]
R (2} = k—qzt+e"—2"" =0 ot R, (r) S (Ii) ~ (.

Par suite, o, > kg pour » = 1.

Les nombres g/k poar 1 < & = ¢ —1, élant limites & droite et & gouche
de nombres de X, ;, appat Llonnml, ¢1unc bien & Venseruble (X, ,)".

- TuRopEME 2.7. Soit ¢ un entior, ¢33, a8 h un wnombre réel asser
gromd 0 << b << L. Alors Pensemble (&, ;)" n'est pas vide. L1 contiont le nombra ¢
¢t pour ¢ tel que g —1 soit un nombre premier, lo ratlonnel g/(q 1),

Ceci se démontre & P'aide du lemme snivant. ‘

LeumEe 2.8. Soit 6 un nombre algébrique appartenant & (2, ). Alors 0
est limite dune swite O, déléments de X, ;. Aux nombres 0 et €, sont
assocides les fmcmo%s mtwmwlles A=) Q=) et A, (2)]0,.(2). Comme les

fractions raiionnelles A(2")/Q(2") et A, (2% /Qu(e") sont holomorphes dans
2] < l'et vérifient :

lc

Q k

k
ah(l sur |g| = el l ”‘(lzw)n

&< L ogur |2 el
@ () ’

on peut défimr les mombres 16, of 110, , ravines respeclives des égmt@bm

A )Q) el ¢ = A (25110, (#5) . Alors, pour fowt %, tel que le polynome
A(z’“)sz( %) sodt irréductible, le nombre 0, est limite d'une swits tnfinie
de 8, ;. tous distinels. -

On pose ay,;, =1/0,, . et o, == 1/0,. On choigit ensuite m, tel que
pour fout m, m > m,, lo polyndme R, (3), B,(2) = A, @&} —20,, (") aib
un degré supérienr au degré du polyndme R(z), R(2) == 4 (") —20 (2.
Cecl est possible d’aprés lu remarque suivant la proposition 2.3.
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On montre ensuite, gu’il existe un entler ¥ (1) tel que pour tout
mz N (1), on aib ay,; % @y, Sinon, on aurait une infinité de r(n) pour
1e8qUeEl8 Gy, == Gy e Come 'on o

Ar(n) ((amu,k)k)

Copg ke = "7 !
o Qr('n) ( ( Dy Js) k)

en passant & la limite dans cette relation, on aurait
k
A ((am” I ) )

am()-k Q ((arnn,.fc)k)

Or, Déquation z == .4 (2%)/Q (") possdde nne racine unique dany |2 <1,
Aoty égalito Cypgie 7 O Supposons alors le polynéme IL(z) irréductible.
FLies polync‘nmea R, (7) ot R(¢) possédant une racine commung, on aurait
Ry (2) == B(2)H(e) ct comme R, (0) = R(0), on aurait H(0) = L. Or
H () possede toutes ses racines dans [#| > 1; par suite on a H(z) =1
soit R, () = B(2), co qui osb impossible, puisque le degré de K, (2)
eat; stricternent supérienr an degré de R(2). En itérant ece raisonnement,
on voit qu'il est possible de construire une suite de @, , tous distincts
ot tendant vers 0.

Démonstration du théoréme 2.7. Pour ¢=3, on montre
que 6 dont linverse est racine de l’équa,tmn 2 = (1 —2)/(q —#) appartient
& (Z,,)" pour % tel que Pon ait A* > 2/g. En effet, 6 est limite & gaunche
de la suite @,, dont les inverscs sont racines de

g™ -Am(z)
T T Q)
ot limite & droite de la suite @), dont les inverses sont racines de
1—z—2" A,
T T

Comme pour tout &, les polyndmes 1L —=2 * wz(g —2") sont irréductibles,
g, est d'aprés le lemme z 8, limite d’une sous-snite de @, , tous distinets
et d'une sous-suite de @, tous distinets.

Clomme _
By, (o) == A (o) — Q) == o, on o @, < 6y,
ot somme
-fé (o) == A (af,:' — a3 laf) = —“‘lfca on 2 O, < @;n.k'

Par suite, 6, appartient bien & (X, ;)"

On démontrerait de la méme fagon que les 7, dont les inverses sont
racines de # = (1445 /(q--#*) appartiennent & ()"

Enfin, ]t,, nombre g, limite & droite des 6, ot & gauche des 7y, a appartient
bien & (&,5)".

.0
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On utilise le méme typo de démonstration pour montrer que q/(g —1)
appartient & (X, ;)" pour ¢ =3 et ¢ —1 premier.

On monfre d’abord gue Délément 0 dont Vinverse est racine de
2 = (¢—1—2)/(q—#) appartient & (Zy;)" car 0 est limite & droite ou
4 gauche des 6, et des O, dont les inverses sont racines de
2 = (g—1—z+2™){g—z-+&") onde (g—L—2~"}/(g—=—2"). On virifie
ensuite que les polynémes Ry(z) = ¢—1—28—~2(g ~z") sont irréductibles
pour %3k, SN nlen était pus ainsi, on anrait Ry(e) = Dy(e) U (e)
avee, par exemple, D (2) pogsédant la racine de module inféricur & 1.
Comme 'on a R,(0) = ¢—1 ot ¢ —1 promier, ou hien on. aurait U, (0) =1
soit U,(e) =1, cest-d-dive B, (2) irxéduetible, puisque U,(z) a toubes
ges racines dams jg|>1, oun bien T,(0) =g~1 et par suite 0,
serait wn nombre de Pisot. Or il existe unc sows-suite oxtraite de la suite
des 6, qni converge vers gfig—1). Lo nombre g/(¢—1) apparticndrait
alors & Pensemble § deg nombres de Pisot puisque cot ensemble et fermé,
ce qui est impossible pour ¢ 3 ear les Gléments de S sont des entiers
algébriques.

On termine alors la démonstration cemie dans le cag préeédent.

Signalons enfin un régultat semblable & eelud obtenu pour Ies ongent-
bles S, dans Bertin [2].

ProroSITION 2.9. Soit 0 un mombre algébrique de Ly, el que 1/6
soit racine de Uéguation & = A(2)/Q(2). Alors si 0 n'est pas racine de In
méme équation & = A (2)/Q (), pour fout ¢, multiple de g, il existe un nombre
réel oy b << By <1, el que 0 apparlienne & (X, 4)'

Pour démontrer ce résultat, on va définir une suite de nombres algdébri-
ques 8, tous distinets appartenant & X, , et convergeant vers 0.

Cousidérons leg équations ‘

4,2 q' A () + ek TP (2)

T Q. 19 el B()
ot ¢’ est Pentier supéricur ou 6gal & 2 défini par ¢, = ¢'q ¢t & un cntier
1k< g, ol Plg) =2"Q(1/2), B(z) = 2" (1 /2), ¢ ol @ dbsignant veypecti-
vement log degrés dey polyndmes Q(2) et A(2) et ol & vaut |1 ou ~1L.

Conune |eke™ "B (z)| < |¢'B(#)] sur |el =1, la fraction rationnelle
A, (2)1Q,(=) cst holomorphe dang |2 =5 1. Done, i Pon prouve Vexigtenco
d'un nombre réel Ay tel que |A,(2)/Q,(r) KBy <<l sur |g] =L, pour
tout »n>0, on sowrd que les 0, dont les inverses sont racines de
¢ = .4,(2)/Q,(2) appartiennent & by

Or, Vinégalité |4, ()2 < k}|Q, ()2 sur |2] =1 pout §’écrive:

IQ(z)lz{h?glg_ka_*_ A(z) 2

(Fak® —g"*) +- elog (hy —1) x

CLBRE 1 A
X[z 3 e +— P(z)]}_},o.

Q(2)
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Comme Fon a
B(z) A(2)
< h<l ef |———|<<h<<1
IER ‘P(z) SEsS
cetbe quantité sera positive si:
- A=) Py
Rig'? — B4 | e | (BB —g'2) - 2hEg (R —1) = 0
@(2)
. hg' -\t , . . .
ou eneore si: bl = ?-.I:—?ﬁ; , ce qui ost towjours possible, puisque
hq' + T
L L)
q' -I-hie

On montre ensnite que les a, racines de z = A4, (2)/Q,(=) sont tous
digtinets. Bn offet, 51 Pon avait o, = a, pour #’ >, en retranchant
les deux égalités wvéritides par a, et o, , on tirervait:

ekal, [L — o "] [a%P () ~ awaf,B (¢,)] =0
ot a, Gtant différent de 0 et 1,
1 .A. 1 a,,:
(‘L) [ ( / -n) .
s Q{L/a,)

La relation 4, (e,)—a, Q. (a,) =0 donnerait alors

(2) Oyt =

Comme 'équation z = 4 (#)/@{2) possdéde 1/6 comme unique racine dans
2] <1, on aurait a, = 1/6. La relation (1) donneraib alors 6 = 4(6)/@ (6),
ce qui est exelu dans ’hypothése.

On voit alors facilement que les a, tendent vers 1/6 quand = tend
vers - oo. Puis, on prenant ¢ == 1 (resp. & = —1) on définit une suite 6,
(regp. 0;) tendant & droito (vesp. & gauche) vers ¢ dang Zaung

Ley proposition se trouve ainsi démontrée.

IIT. Définition des cnsembles 77, et théordme d’approximation
des éléments de X, , et de T,

1: Définition de I'ensemble 7. On dira qu'un nombre algébrique &
appartient & ensemble 7, &'l est strictement supérienr & 1 et si son
inverge egt racine d'une équation de la forme & = A (2) 1@ {2), A (=) ¢t §(2)
étant doeg polynémes & coefficients entiers avec A{0) # 0, Q(0) = q fixé,
A(2)]@(z) holomorphe dans |2| <1 et telle que |4 ()] < 1@(2)] sar |2} = 1.
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Remarque. D’ensemble &, contient: tons les ensembles X, , pour
tout %, 0<<h<cl, mais il contwnt également des nombres de Salem
c’ost-d-dire des enticrs algébrigues supérieurs & 1, racines d'un polynéme
réciprogne irvéductible, ayant tous ses conjugués dang |2 <1 el ayant
etfectivoment des conjugués sur [z ==

¥n effet, 'ensemble 7, contient par exemple, les nombres de Salem,
racines des équations 2 = (1—g@™) /(g —2&") pour == n,. CGes nowhbres
algébriques supériears 4 1, sont bien des u()mbr(s tlo Malem car ils sont
racines de Véquation §{) —2"P () = 0 avee @ (2 /¥ AR TR )|
ot la racine supéricure & 1 de P(2) eslt un :rmmbru de Pidol; par suite,
A’aprés Salem [13], do telles dquations détinissent des nombres do Halem
PONT ® 2 My

Prorosirion 3.1. L'ensemble des nombres algébriques de 7, est un
ensemble fermé.

Cette proposition se démeontre de la méme facon que le théordme 2.1,

Remargue. La fraction rationnells f(z) = A (2)/¢(2) introduite dans
la définition de 7, est une fonction de Schur. On va done rappeler les
principanx. résultats obtenus au sijet deg ces Tonctions.

2. Rappels sur les fonctions de Schur (¢f, 8chur [14] ot Chamiy [5]).

DEFINITION 3.2. On désigne par fonction de Schur f(z), unoe fonoetion
holomorphe dans |2| <1 et bornée par 1 sux |2| - L.

Cette fonction holomorphe f({z) possddoe done dans |2 €1, un déve-
loppement en série de Taylor de la forme f(2) == tho 4 2 -4 oo 42"+ o0

On va supposer dans tous cca rappels les w, réely; ceei suffit pour
leg applieations. Puisque f(#) est holomorphe dang |2 < L eb borndo par 1
sur [¢| =1, Q’aprds le principe du maximum, on a || < L.

Si |uy] %1, on peut former f,(2),

f(z)_‘“u -
z[l -—Muf

C'est une nouvelle fonetion de Sehur et Vo o [fi(0)] “_:,

Bi || = 1, alors f(z) est constante et lon o f,(2) =

Iin conqldémnt la nouvelle foncetion de Schur f, (2 ), on. pnut répétor
Ie ralsonnement précéde‘rm ot definie par rénurrence la suite do fonctions
de Schur: :

Ju(#) =

fn(z) ""f'n(o) \
& [1'“fn(0)fvb(z)}

Deux cas peuvent alors se présenter:

Cas 1 ou bien on g |f,(0)| << L, pour tout n 3=
fi#) est dite de rang infind.

fﬂ+1 (7) =

0. L fonection de Schur
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Cas 2 ou bien il existe un entier s =0 tel que [f,(0)| <1 pour n

< s—1 e 1f,(0)] =1, Dans ce eas, on dit que la fonction de Schur f=
esh de rang s.
Sehur a alors montré qu'une condition nécessaire et suffisante pour

que le cas 2 se présente est que f(2) = D,(2)/B,(z), D,(2) ot B,(2) étant des
polyndmes premiers entre eux, de degré s, vérifiant H,(2) = 4-2°D,(1/2),
By (2) ayant tous ses zéros extérieurs au cercle unité.

Rswppelons également les résultats suivants:

TmiorbME 3.3, Soit f(z) une fonction de Schur de la forme A (2)/Q(2),
dont le développement en série de Taylor au voisinage de Porigine sexprime
par:

F(2) = wo-+uz ... Fue” ...

Soit ¢ le rang fini ou infini de la fonction f(z).

) 1. Pour towt entier m, L < n < 3+1, il ewiste un couple umique de poly-
nomes D, (z) et B, (2) de degré n, premiers enire euw, tels que E,(0) =1,
B, (2) = —2"D,(1[z), B, (=)} ayant tous ses zéros extéricurs au disque |z <1,
la fraction rationnelle D, (2) /B, (2) possédant dans |2| <1, le développement
en série de Taylm-:_

Dy (2)

B, ()
De plus, 8¢ f(1) == 1
Dyia(2) = (1—2)A(z),

8t f(1) = —

= Uy Uy o 2T w2

Loy (7) = (1—2)Q(2);

-Dc(z) = -A-(z)ﬂ Ea(z) = Q(z))

Do) = (L+2)A(2), Byi(e) = (14+2)Q(2).
(En particulier, on a
%
Dy (2) = 4y —2, Dé(z) S TRNE 1+1uu z—2t,
Bi(#) =1 ~uyg, Hy(r) =1— & —Uga™)
+ 0
Do mémea, pour tout entier m, 1 < n < 8-+, ¢ ewiste un couple unique

de polynomes premiers endre eum, D (2) 6t 1) (2) de degré n, tels que Ty (0) = 1,
() == a®DL(LJz), Bh(2) ayant tous ses zéros extérieurs ow disque |2 <1,
la fraction rationnelle Dy (2) /B (2) possédant dans =] < 1, le dévdloppement
en adrie de Taylor:

D)

N n—1 o,
E*(z) R TS Y VM-S

22 g - UgR -l e

2~ Acta Arithmetica XXXIX,3
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De plus, si f(1) = —

) =(1—2)4(2), Bra() =(1-2Q(),
81 f(l) =1
D(2) = A(2), By (2) = Q)
Dya(?) = (L+2)A(), By (e) = (1+2)Q().
(In particulier, on &
D) = uy+2,  Di(r) = uet 1_1M0z+z”,

B (2) =1+ 1“‘ 2+ gt

By (2) = 1+ ugp, —
2, On a les indgalités w, < u, < w, pour < 8,
wo <y =l si f1) =1 @ o, =u,<wy s fll)= —

Oes inégalités caractérisent les fonctions de Schur.
PROPOSITION 3.4. 1. Pour L<n <s, on a les relations suivanies:

Do (2) = ;":’“ (L+6) Dy (5) + -"—"-a:}@f?;(l—zw:(z),

B = ;”;’::*": (+2)B,(6) + i L —a T),

Dy () = z::f, (=3P, @)+ (44 D),
MOE zéjfuz (LB, () + Z’ij’“’z (L+6) Ba(e)-

2, Pour 1 K\n<e—L, on @& les relations:

W,
Dypa(6) = (L4+2) Dya(0) — 22220 (5,
- q"’ri—wﬂ
Upaq — W
En+2( ) = (1+2} n+1(z)“MzEn(z)r
Uy, =W,
Uy sy — 10,
hal@) = (L44) Dl () — =it 2D ),
*
Uy g = Wy,
T}a(e) = (L+2) By (2) =~ — 52 0l (5).
e

iy,
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3. 0n & pour 1< n<s:

L8, (2) + B, (2)1f(2) — [ D} (2) + D, (2)]
LB, (2) — B (2)1f(2) — [ D, (2) — D} (2)]

3. Le théoréme d’approximation des nombres algébriques de 7.
TrgoriMe 3.5, Soit 0 un &ément de T o Alors le nombre 10 est racine
@une équation 2z = A(2)]Q(2) = f(2), o f(2) est la fonction de Schur possédant

dans 2| << 1 le développement en série de Taylov:
Fl2) = v+ oo Fu+

1. Bi f(2) est de rang infini,

(a) Pour tout n2 1, les équations z = D, (2)/B, (), ol les D, (2) et
H, (=) sont les polynomes définis dans le théoréme 3.3, possédent une racine
wnique T, dans g <1, vérifiant 0<<x, <1 e 7,< 1/6.

De plus, la swile des 1/z, est dée?‘o'bssame et tend vers 6 gmmd n tend
vers oo

(b) I 1 ewiste un entier fno (éventuellement dnfint) tel gue pom’ tout 1 == Ny,
le équations z = D} (=)/H) (=), o) les polynomes D}(2) et E L (2) somt couw
définis dons le théoréme 3 3, possédem UNE TOCLRE UNIQUE T dans 2] < 1,
vérifiant 0 < v, <1 et 1/0< 7

De plus, Ia suite des 1/1,” défmfie pour m = my, est oroissanie et tend
vers 0 guand n tend vers - co.

2. B¢ f(z) est de rang fini s,

(a) Powr n < s-F1, on définit comme dans 1 (a) la suite =,, avee 1fr,
déeroissamite, telle que 6 Ljz, pour n < s,

O< 1w, 8 f(1) =1, 0 =1/z ¢ f(1) = -1

et dams tous les cas 6 = 1jr,,,.

fn(z) =

(b} Il ewisie un entier ny, ny < s +1, tel que pour fout = ng, lo suife
1/z, définie comme dams 1. (b) soit croissanie, vérifiamt 1 /vy << 0 pour n < 8,

1y = 6 &1 f(1) =1,
et dans tous les cas 17}y, = 6.

La démonstration du théoréme 3.5 est basée sur Pinterprétation
des inégalités |f,(1/0)] < 1 pour n < s —1, ol f,(#) désigne le n'®™° trans-
formé de Schur de la Iouctmn f(2), telle que 1/6 goit racine de Péquation
2 = f(r).

On peut supposer =3, sinon la démonstration esh trés simplifide.

1% étape. Imerpréta.mon de |f,{1/6)| < 1. Par définition, on a

f(=) —1(0)
RO = S o

Ly < 0 88 f(1) =—1 et si v existe,

FOY =y et Juy| << 1.
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La tonction f, (2) étant une fonction de Schur, vérifie done |f;(1/8)] < 1,
d’aprés le principe dn maximum. Or

1\ _ a0 - (10—t
f(e) %[1_%f(%)] %[1—%%]

L, 1 1
Comme Pon a, 0<1/6<1 eb |uy) < 1, il s'ensuit: —6[1_—%3] >0

ot l'inégalité |f,(1/6)! <1 est done équivalente aux deux inégalités:

1[1 1]<1 u<1[1 ul]
— e ......u.-— — —
0 9l 8 "o 0 °9

1 .
Trinégalité (2} donne: (1 - F) > 0 soit wuy, > 0.

1 2
Liinégalité (1) s’éerit %‘)F ~% -5y << 0.

Sil’on désigne par 7; Punigue racine de module inférienr 41, 0 << v, < 1,

du polyndéme g(X) = uX* —2X 42, on voit que Vinégalité (1) signifie:

0<< 1.
- De plas, Péquation g{X) == 0 peut §'dcrire

wy — X

X == =
1—MOX

2%me stape: Imterprétation de Dinégalité |f(1/0)] < 1. D'aprés la propo-

gition 3.4, 3, on a:
1 1

f(,1_)=[ t(5) +m(5)] 5
T E6G) Eg’(-'a)]%"[”() (z]l) 1

Or le dénominateur de fz(l /0) est pogitif.
En effet, par définition,

Ju(#) —f1(0)

e AR

dot  f, (%) . (

cz:}i—i
F"'_[
i
‘..T‘*
A
s:bi}—’»
"I_—_’
l——J
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Or

De plus,

et la guantité

[2.(5) = G5 - [2(5) -2 (5)] - 5 -3)

est strictement positive, par suite, la quanbité
et R D
) BI1 -) -mB)osee]

eyt strictement positive.
L’inégalité [fa(1/0) < 1 est done équivalente aux. inégalités:

o 1y 1.1
@ afg) )
et
S 1V 1 L1

(a} Blude de Pindgalité (1). Comme le polynéme F,(z) a toutes ses
racines dany |2| > 1, lo polynéme V, (2} = D},(2) —28,(s) posséde dans
12| < 1, au plus unc racine, d’aprés le théoréme de Rouché et lo théoréme
de contipuité des zéros dume famille de fonctions holomorples et bornécs,
dans up digque. Nous allons montrer que ce polyndme possede effective-
ment une racine ., de module inférieur & 1, veérifiant 0 < 7, << 1.

Daprés la proposition 3.4, 1 on a:

o .
Dy(1) =~——2D,(1).
| 2{1) e .1.( ) |
Or D,(1) = #,~1< 0 et comme (w] —uy)/(w; —w)>0, on a
D,(1) < 0.
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Diott V,(0) = D,{0) = 4, >0 et V,(1) = 2D,(1) << 0. Ceci prouve
bien le résultat annoncé. L’indgalité (1) signifie alors 8 < 1 [v,.

Comparons enfin les racines v, b 7a.

Comme la racine 7, vérifie Iéquation: wg} —2v,--u4, = 0, en en
déduit:

(12
Va(z) = Dyvy) ~71 (7)) = n(l A+ 74) (1 — ) (1+ "1"‘"1"'2“) >0
‘ 0
ce qui gignifie
Ty < Tp.

(3) Hude de Pindgalité {2). On vérific alsément que Péguation
D} (2) —2ls(2) = 0 possdde la racine ¢ =1. De plus cefte équation
posséde au plus une racine dans |¢] << 1. On a également

( D} (z) —2E} (2)

ety > 0.
1—2z )zwo ’

Par suite, ou bien P'équation Dj (2) —2F; (2) = 0 ne posséde pas de
racine entre 0 et 1 of 'inégalité (2) est toujours vérifiée, ou bien elle posséde
une racine 7, 0 < 73 < 1, et lindgalité (2) signifie 1/7; < 6.

3% fame: Imterprétation de Vimégalité |f,(1/0} < 1. D’aprés la pro-

N e e e
)

On démontre par récurrence que le dénominateur de f,(1/0) est

gtrictement positif. Bn offet, on o par définition,

fn«-—l(z) ""fn-—l(o)
(L —fr1(0)fur ()]
et puisque |f,_;(0)f,-(1/0}| < 1 ot que le dénominateur de f,.,(l/0)
est’ positif, on en déduit que lo dénominatenr do f,(1[/0) est positil.
Par suite, Pinégalité |f,(1/0)| < 1 est éguivalente aux indgalités:

fule) =

1 1 1 .
) D, (’”o‘) 57, (‘6‘) <0
efi
| 1V 11
2) | Dﬂ(bg) ~Z B, (7)-) > 0.
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(@) Htude de Pinégalité (1), Le polynéme E, () ayant toutes ses racines
dans |2| > 1, le polynbme ¥, (¢) = D,(2) —2F,(2) posséde dans || << 1,
au plus une racine. '

Or V,(0) =D,(0) =uy>0 et V,(1) =2D,(1).
Maifs d’aprés la proposition 3.4,1:
w*
D (1 =2n____":_1_
P =2 52— D).

Oomme les quantités (w) —u,)/(w] -—w{) sont positives pour 1 <¢
< n—1, on voit par récurrence, puisgue D,(1) est négatif, que l'on a:
D, (1 )<0 goit V(1)< 0.

Le polyndéme V,(2) posséde donc une unigue racine z, dans |z| <1
et cette racine vérifie 0<C 7, << 1.

L'inégalité (1) signifie alors: 8« 1/z,.

Nous allons montrer que la suite des 1/r, est décroissante.

D’aprés la proposition 3.4, 2, les polyndémes ¥, (2) vérifient la relation
de récurrence

Y+

(%) Vera (@) = (L42) Vapy (&) —2 22 g7 () 1.

U —w,,

On a démontré dans la 2%™e émpe que 'on avait: 7; < 7,. Onva done
supposer que l'on a 7y <7< ... <7, < Tpti et I'on va montrer que
Pon & 7, < Tyys-

D'apréds ()

Uppy —W

At Vn(1n+1) .

g — W

Vm—z (Tn+l) = Ty
n

Or V,(0) = u,> 0 et Pon a 7, < 7,,,, par suite, on a V (..} < 0.

Comame (%, 4. — W, 1) { (%, —w,) est positif, on en déduit V, (7, ,,) > 0.
Enfin, comme V,,,(0) est positif, ceci prouve bien que Pon a: 7,,, < 7,45,

Deux cag peuvent alors se présenter:

1. La fonction f(2) est de rang infini. La suite des 1/z, est une suite
do nombres réels, décroissante et minorée par 6. Elle converge donc
vers une limite ». Noug allons montrer Pégalité § = 1. i

Les fonetions holemorphes

1[D,(=)

# ]
gsont uniformément bornées sur |z| =1, done dans |z| <1. Par suite,
les fonefions D,(#)/H,(z) tendent vers la fonction f(2) quand n tend

vers -+ oo, uniformément sur tout compact de [¢| << 1. Bn prenant done
un compact contenant 1/6, ce ecompact contiendra la suite 7, et sa limite
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-i3)

quand » tend vers oo, ou encore D, {r,) /B, {(7,)~1, c’est-d-dire la suite
nulle tend vers f(1/7) —L/v quand » tend vers +oco. On a done f(1/7) = 1/7
et comme 1’équation z = f(#) possdde une unigue racine 1/6 dans |2] < 1,
on anra bien v == 6. '

2. La fonction de Schur f(z) est de rang fini s. Pour n <8, on obtient
comme précédemment une suite 1/r, déeroissante.

Pour m =&, on & f,(0) = & avee e = =1 eb f(2) =&

Diou

1/7. Par suite, on aura:
Dy, (7,)
B, ()

sy = LD+ D] —eIDsfe) = D]
) = B TR @] ()~ s )]

d’aprés Ia proposition 3.4, 3. S ‘

Done i f,(0) =1, on a f(2) = Dj(e)/B; {2} d'ott f(1) =1 et par
guite 0 < 1/z,.

De plug, eomme D, (2) = (1L—2)A(=), By, (2) == (L—-2)Q (2} avee
fl#) = A(#)/@{=), on a bien 6 = L{zg,.

Si £,(0) = —1, alors: f(z) = D,{2) [B,(2) et Ton a f(1) = —1. On a
alors @ = 1/v,. : :

De plas, Dy, (z) =1 ) A(2), Feui(e) = (L+2)Q(2) b par &uitel

6 = 1{rep-

(B) Fiude de Pinégalité (2). Le polyndme B} (2) ayant toutes ses racines
dans |2} > 1, on en déduit, d’aprés le théoréme de Rouché, que le polyndme
Vi(2) = Dj(#) —2F:(#) possdde au plus une racine dans je| < 1.

Comme dans le cas » == 2, ou bien I'"équation ¥,(2) = 0 ne posséde
pas de racine comprise entre 0 et 1 ¢b par suite, comme Val0) = uy > 0,
Pinégalité ,(2): est toujours vérifiée, ou bien ecetbe équation posséde une
racine 7, avee 0 < 7)< 1. . :

Dans ce dewxidme eas, nous allony montrer gue si pour mn 2, U'é-
quabion. V:o(z)_ = 0 possdde 1ne racine ontre 0 ¢b 1, alors pour tout % 2 ng,
Péquation Vi(z) = 0 possddera une racine =, entre 0 ot L.

On remarque tout d’abord que 1 ost racine de Vi(z) = 0. Posons
alors UL(z) = Vi(e)/(1—2). Dire que 'éguation V;':D(z) == () porsédo une
racine 7, comprise entre 0 ot 1, c'ost dive que Uy (1) est négatif, puisque
Pon a Uy (0) = u, > 0.

. Or, @aprés la proposition 3.4, 1, les polynémes T¥(#) vérifient la
relation

‘ 'w:_%n Yop — Wy, . .
(%) m (@) =t (Lm2) Vyfa) o et (L) Vo)
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goit encore:
&
W, — U U, — W,
U (7)) == ——2V (2 2 (142 U ().
rHl() w:_wn n( )+w:_wn( —i_ ) ‘i’l()

Or V,(1) = 2D,(1) est négatif (cf. («x)). De plus,

* .
Wy, = Uy __“ﬂ — W,

’l‘.U;: — W, ot 'MJ;: — Wy
sont positifs d’aprés le théoréme 3.3. Par suite, si Pon a U, (1)< 0, on
anr U:,,+:(1)< 0. Occi entraine denc le résultat anmonce.

Nous allons montrer & présent que la suite 1/7}, définie pour n = fi,
est croissante. .

Linégalité D} (1) _1

"\ 8

La relation (+*) nous donne pour 2 == 7,:

1 1
B (~B—) > 0 gignifie < .

*
e * Wy, — U,
Vn-{-l (Tn) = 'w;

— (1 —~'c:) Vn(-r:) .

7

Or, on a démontré les inégalités: wv,< 1/0<C7,. Par suite, on a
V() <0, Aol Vi (zh) <0, eest-d-dire 7, < 7y, d'ott le résultat.

Doux cas peuvent se présenter:

1. La fonction f(2) est de rang énfini: La suite infinie de nombres
réely 1/7%, détinie pour n > n,, est une suite croigsante, majorée par s
elle tend donc vers une limite #. Nous allons montrer I'égalité 6 = ¥.
Lies fonections holomorphes dans & < 1,

e -]

sont unitormément bornées dans |¢| < 1. Par suite, les fonctions D (2) /B (2)
convergent vers la fonction f(2), uniformément sur tout corpact de |2} << 1.
Bn congidérant un compact contenant 176, les 7o pour = m, eb 17,
on voit yue DX(z%)/HA(x}) converge vers f(1/F), puis que 1 = F(L/%)
d'ot @ = %, puisque Péquation # = f(») posséde une racine unique dans
@l < 1.

2. La fonciion f(z) est de rang fini ¢. Pour n<Cs, on @ toujours la
croigsance de la suite 1 /7, pour # > n,. Pour # =8, OR & f.(0) = g aveo
& = 1 ot f(2) =&

Si f,(0) =1, alors f(e) = Di(2)/B;(s) ot f(1) =1 et 6 = 1/7;.

Do plus  Dio @) = (L+2)4(e), B, () = (1+2)@Q&) aveo
f(2) = A(2)/@(2). Par suite, on a 0 =1 [T
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8i f,(0) = —1, alors f(z) = ( YV H,(z) Aot f(1) = —1 et 1/} < 6,
pour 7, < §.

Do pius, Dy () = (L—2) A (2), Bryy(2) = (1—2)@(2) @0l 0 =123,

Ceci achéve la démonstration du théoréme 3.5.

On peut alors dédnire du théoréme 3.5, divers résultats concernant
ley engembles 2, et 7. :

COROLLATRE 3.6. Les éléments des X, pour g fiwé et h quelcongue
0< << 1, sont tous inféricurs & q-+ l/g(z —1.

En offet, avee les notations du théoréme 3.5, on a 0<C 1/v, avee
ljzy =(1 +]/i“:€;"§-)/uo ot Uy =Ijg, 0<<k<g. Or la plus grande des
valeurs de 1/r, est obtenue pour & = 1, d’oll le corollaire.

CorOLLAIRE 3.7. Le plus grand élément de &, (powr h = 1/(g—1)
e ¢> 2 car fous les mombres de X, ,, sont des mombres de Pisot car leurs
inverses somt racimes de z = A(2}[/Q(z) et Pon a forcément 4(0) =1 pour
q = 2) appartient & Vensemble 8 des nombres de Pisot.

En effet, tous les éléments 8 de X, vérifient 'inégalité:

i 1 1

20

1 2
T 1y << 0 ou encora %y < m

80it u, o

Or la fonction est décroissante pour x> 1, puisque &a

1422
dérivée est négative.

Par guite, si 'on a w,<< 28/(1+ 6%)
appartiendra & 8.

Or la condition 26{{1-+ 0% < 2/¢ signifie 6 = ', ot § est un nombre
de X3, puisque 1/0' est l'unique racine miémeure a4 1 de Péguation
s = 1/g— 2)-

Pax guite, tous les nombres 8 de X,,, supériears & @ (pour

= 1/(g—1)) appartiennent & ensemble § des nombres do Tisot.

COROLLAIRN 3.8, Le plus gromd élément 6 do X,,, pour g fiwé et b
quelconque voisin de 1, est supéricur auw éléments 6, ot 0, de X, aingi
défimis: 110, est Dunigue racine de module infériewr & 1L de Pédguation
# = (L—2)/(g—¢) et 1[0, celle de » = (1— (g—11) z)/ (g—2).

On a les inégalités 0, < 0, < . De plus, 81 1/D ost racine de Véguation
% == f(2), ot f(e) = wg-Fug-+ ... dans |2/ <L, on a uy << 0.

D’aprés le corollaire 3.7, les plus grands éléments de X, sont gupé-
riears & 6’ et possédent un  valant 1/g. D'apreés lo ’rhéoréme 3., on a

inégalité:
1 1 1
D"(“é‘) 55 (5) <o

< 2/g, on aura w, = 1/g ot 0
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c¢e qui peut encore §'éerirn:

w gt =04 (g+1)0—1
g+1 6 '
Or la fonetion (-—a?--(q-+1)s —-1}/3: et décroigsante pour = 1,
car sa dérivée est négative. Par guite, si Ton a —# L+0(g+1)—-1<0,

cost-a-dire si 6 = #,, on aura 4, << 0. On sait, en outre, que
1y 1 2 ?

)| <1
0

goit g%, < ¢* —1 et que g™, ost un entier. Done, si I'on a:

g-+1

AL (0 (1) 0-1) < —(g+D)(g—2),

Sogt-d-dire si 0 > 0,, entier g%u; vérifiera:
— 2 < gf < —gP gl

COROLLAIRE 3.9. Les plus grands dléments de Densemble 7, somd,
par ordre déoroissamt, la racine supérieure & 1, 7, de Uégquation
2 == (1 —g2)[(q —2), puis le nombre de Salem =, racine de Véguation

1-(2—g)s—2(g—1)e* ~ e
g+2(g—1)z—(2—g)2*—2°

Nous allons chercher les éléments 8 de 7, supérieurs ou égaux & v.

Alors, le mombre 1/6 est racine de I*'6quation 2z = f(z) avec
f(=) = U+ Uy2 + ... dans J2| < 1. D'aprés le corollaire 3.7, comme 7> ',
on a 4y = 1/g. D'aprés le théoréme 3.5, on a:

U ? —02d-(g+1)0 —
<
g-+1 &

La fonection (—w?-(g+1)e—1)/z étant décroissante pour o > 1, pour
obtenir les plus grands éléments de 77, il faut prondre 1a plus petite valeur
possible de entier ¢*u,. Or, on a tomours g2y = —q* 1.

i oy = —g?--1, on o alors u, == w,, Par suite, le rang de la fonctl_on
de Schur f(#) oat 1, d’.upt &3 Jo théoréme 3.3, 2. On obtient alors le nombre %,
racine supéricure & 1 de 2 = (1-—-ge)/(q—2).

S Puy = —g®--2, comme l'on cherche los ¢ = r, d’apris le théordme
3.5, on a V,(1/0) <0 avec V,(2) =D, (z)-—zE {(#), ce qui entraine

(L) Va1 <
Or

U g1 — Wy V, (2.
Uy~ Uy,

Vpral@) = (142} Vypa(2) —2
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Par suite, grace & (1), on obtient:

14+1/r Vopa(lf)
e Vdfe e )

On. a done pour les § vérifiant r < 8< 7:

(2) Up gy —Wn oy <

1
'ug =E,
1 1 —g*+2
D, (2) =E —&, w, = “"1+-'q—2—, Uy :———uu—ng .
1 1 1
Vi(a) = — —Zz—i—zz”, Uy Wy == —gg

On en déduit alora:

D = —2
‘%(2) q l g{g+1) , B
A N S ) I I S T P
R el R B Tl A
dPolt w, = (1 —ghg(g 1)+ (2 —g*
g {g-+1)
o
Dy (2). —fl2) = (Wy—uy)2%+ ...

Ey(2)
() + 2 —gNe—q(g+L)2t Ldag+ ... Laet

T @)~ @~ —(g+0)F gt gt .. T4
Par suite, g% (g-+1) (4, —w,) est un entier. De plus, u, —w, doit vérifier

la relation (2), pour » = 1, goit: :

: 14+1/r Va(ljx) 1 .

QHQ’*J—)(“: —We) &

puisque 1/r vérifie ’équation .
2 1+(2 —q)z —2(q —1)2? —go?
¢+2(g -1z —@—g)z* ="

Par suite, I’entier ¢2(u,—w,) vaut 0 ou 1. Le cas Uy = 1w, Ne ponk
avoir lien car g®u, est wun entier et g%, ne l'est pas. ~
La seule possibilité est done:

—g?
Up —Wy = ————x oIt  ay = Mﬂﬁ,

P{g+1) h ¢

Familles fermdes de nombres algébriques 235
On a alors
1 2 2(g—1
Dy(z) =— + . e )zﬂu—z"’,
i q q

Va(z) = Dy(2) —2By(2).

On obtient alors Vy(1/r) = 0 et 4y = w;,.
Par guite, le geul nombre 6 de 7, vérifiant = < 0 < 7 est le nombre
de Salem 7, racine de ’équation V,(z) == 0 soit:

L A2 -ge—2(g-1)2 g
21— (2—g)F—et

IV. Généralisation p-adique des mombres de 77,

Dany ce chapitre, on désignera pur P 1'ungemble de toutes les valuations
du corps Q des nombres rationnels, par | |, la valuation p-adique et | |
Ia valuation ordinaire. _

Hoit @, lo complété de @ pour la valuation p-adique et C, le complété
pour la valuation p-adique de la cléture algébrique de Q,. On désigne
par Vp Panneau des adéles rationnels.

On a donc: Vi = {& = (#y)pepy |l <1 pour p e P sauf pour un
nombre fini}, _

Cet anneaun posséde l’élément unité ep = (6,),ep O 6, =1 pour
tout p de P,

8i I désigne un gous-ensemble fini de P, on désigne par V;l’anneau
des I-adtles rationnels: Vi = {& = (%,),p o1 @, = 0 si p ¢ I}.

L’ensemble V; est done isomorphe au produib ]E]I 0,

k4

Pour fout élément o de V, et tout polynéme A(X) & coefficients
rationnels, 4(X) = 6+, X + ... +a, X", onposed(a) = a6y + a0+ ...
vor b a,

U;.; glément o do V; est dit algébrique, 8'il existe un polyndme 4 (X)
& coofficients rationnels tel que A(a) = 0. Oeci ogt équivalent au fait
que tottes les composantes a,, pour tout p dans I, de g, sont algébriques,
puigque I ogt fini.

On dégigners par & (¢, k, 8), comme dans Pisot [12] Pengerable .des
fractions rationnelles g(2) = A(2)/@(2), telles que A(z) et Q(2) soient
des polyndmes A coefficients entiers rationnels, avec A(0) % 0, Q(0)
=g % 0 {ixé, Q(2) ayant dans |¢] <1, au plus & zéros, %k >0, tous dans
une couronne fixe 0 < < |o| < 1 et telles que |p(z)j <1 sur 2] = 1.
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1. Cas oir T = {p} et o, par suite, V; est isomorphe & Q,.

DiprxIrIoN 4.1. On dira qu'un nombre algébrigue & de @, appartient
d Vensemble 7 (%, 8), si 8 appartient & Q, et véritie [, > 1 et 8l existe
des polyndmes A(z) et Q(2) & coefficients entiers rationnels, premiers
entre eux, tels que A(0) 5= 0, @(0) = ¢ (g entier > 2), A (¢)/Q(2) apparte-
nant & &(q, k, ) et tels gue 1/0 soit I'unigue racine située dans |z, < 1
de Péguation 2 = 4(2)/Q(2). On suppose de plus que .4 (2) /@ (#) apparticnne
& H(dy) ot 4, =D,(0,1%), autremoent dit que les poles de A(e)/Q(2)
dang €, goient tous dans |e|, > 1, et que l'on ait |4(e)/@(=)|, < 1 sur
|2}, = 1.

’ Remarque. Oette définition entraine que p divise tous les coeffi-

cients des polynbmes A (2) et §(z) sauf g.

ProPOSITION 4.2. L'ensemble 7 (Pk, 6) est fermé dans Q,.

Congidérons une suite de mombres 0 appartenant b & c‘{’)(;’c, 8) et
tendant vers une limite 8% dang Q,, telle que Don ait [0*), > 1. A cefte
suite, on associe la suite des fractions rationnelles A(2)/@(2) introduites
dang la définition de 6. Ces fractions rationnelles appartiennent & ’ensemble
F(q, k, 0). ‘

Or, d’aprés le théoréme 0.2, il existe un élément A*(2)/Q%(z) de
(g, k, 8}, tel que dans €, une sous-suite de la suite des A (2)/Q(z) ton-
verge uniformément dans tout disque [#ly < 1y << gLy, = 1, vers Ia fraction
rationnelle 4% (z)/Q"(2).

Puisque I’on a {4 (2) /@ (2)|, < 1 sur [e}, == 1 ¢t que 4.(2)/@ () appariient
& H(4,), on en déduit que on a [4%(2)/Q" ()], <1 sur [z}, =1 ¢t que
A (2){Q" (2) appartient & H(4,).

Par suite, équation 2 = 4(#)/Q*(2) posséde une racine unigue dans
lel, << 1, d’aprés le théoréme doe Rouché p-adique ef cette racine appartient
donc & Q,. Oette racine est 1/6%. En effet, on a %— = —%-((—:1}—;%)-— ob
la, convergence des 4 (2)/Q(z) vers 4™(2)/@" (2) étant uniforme dans tout

disque fermé de |2}, << 1, on en déduit par passage & la limite —

A% j6") . o o ’
m—Q—*—d—W Oomme I'équation @ == A%(2)/@"(2) posséde une racine
unigue dang |2, < 1, ceci achéve la démonstration.

Cas partioulier. En prenant & = 0 dans la définition préeédente,
on obtient ensemble fermé de nombres algébriques 7.

Exevrrr. Soit p un nombre premier ne divisamt pas ¢ et tel que
Von ait g > p. Alors Iéquation 2 = (p —p2™) /(g —p2™) nous ddéfinit des
inverses de nombres 6 appartenant & ¥, '

On voit également sur cet exemple gue l'ensemble FP posséde
des nombres algébriques de n’importe quel degré.

icm

TFamilles formdes de nombros algébrigues 237

2. Cas on I est mn soug-ensemble fini quelconque de P.

DiiprNrrIoN 4.3. On dira qu'un nombre algébrique 6 = (6,),.; appar-
tenant & Vi, appartient & Pensemble 77, si {6,), > 1 pour tont p de I et
8’il -existe des polyndmes A(2) et @{z) & coefficients entiers rationnels
premiers entre eux tels que A(0) = 0, @(0) = ¢ entier fixé, g>=> 2, avec
A2)]Q(2) e F (¢, 0), tels que 1/6 = (1/0,),.; soit racine de 1’équation
# = A(#)[Q(2) et que pour chaque p de I, 1/6, soit I'unique racine dans
|2, << 1 de Péquation z == A(2}/Q(2}).

On suppose de plus que,

(&) pour tout p de I —{0}, les pbles de A (2}/Q(2) dans C, sont tous
dans jzl, > 1 et que |4A(2)/Q(#)], <1 sur [2], = 1.

(b) pour p n’appartenant pas & Tu {0}, on a [4(0), = 1.

(e} les racines dang C de I’6quation z = A(2)/Q(2), différentes de
1/0,, 81 O appartient & I, appartiennent toutes & |2| > 1.

Remarque. La condition (b) impligue, en regardant le polygdne
de Newton relatif au polyndme A(z)—2@{z) que pour p ¢Iu{0}, les
racines de ¢ = 4 (2)/Q () dans €, appartiennent toutes an complémentaire
du disque lz|,<< 1.

ProposiTioN 4.4. L'ensemble I est fermé dans V.

Soit une suite de nombres § de 7%, tendant vers 6% élément de Vi
tel que |6y), > 1 pour tout p de I. A chaque 6 de 7 7 est agsocid une suite
A(2)/Q(2) de fractions rationnelles appartenant & # (g, 0). Comme préceé-
demment, on peut en extraire une sous-suite notée encore A(=))0(2),
qui converge vers un élément 4*(2)/Q*(z) de # (g, 0), uniformément sur
tout compact de ¢ < 1 et uniformément dang tout disque o], <7, <19,
pour tout p de P.

1% cas. L'ensemble I contient la valeur absolue ordinaire.

(1) Si p appartient & I {0}, on montre ecomme dans la proposition
4.2 que la suite 6, tend vers ¢} dont l'inverse est Punigque racine dans Q.
de Véquation # = A" (2)/Q*(2).

(2) 8i p n'appartiont pas & I, d’apres la convergence uniforme, dans
tout disquoe Jel, < 7, < |gly, de la suite A4.(2)/Q(2) vers A¥(2){Q*(#) et puis-
que |4(0)], =1, ccla entraine |47(0)], = 1.

(3) 81 p cst la valuation ordinaire, alors d’aprés la proposition 3.1,
In gnito O, converge vers Oy tel que 1/}, soit lunique racine dans
lef < 1 de équation 2z = 4% (2)/@"(2).

gtme sae Ilensemble I ne contient pas la valuation ordinaire. Alors
pour p dans I (resp. p ¢ I, p # 0), on fait le raisonnement du 1 eas (1)
(resp. du 1% cas (2)).

Si p est la valuation ordinaire, on considére 1a famille de fonetions
holomorphes et bornées dans ¢l <1, # —4(2) /9(#), qui converge unifor-
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mément gur tout compact de |z| < L vers la fonetion holomorphe et bornde
dans |2] < 1, 2 —A%(2)/Q" (#) . Comme les fonctions holomorphes 2 —A(2)/Q(2)
ne possédent pas de zéro dans lz| << 1, d'aprés le théordme sur la conti-
nuité des zéros d’une famille de fonctions holomorphes ef bornées dans
un disque, on voit que z —4"(2)/@"(2) ne posséde pas de zéro dans 2] < 1.
La proposition se trouve aingi démontrée.

Nous allons maintenant comparer l'epsemble 77y of Pensemble des
nombres algébriques S; défini dans la thése d’A. Decomps [813.

Irensemble 8; est Uenserable des éléments 6 = (Op)per de Vg, vérifiant
pour tout p de I, [6,], > 1 et pour lesquels il existe un polyndme A'{z}
A coefficients entiers rationnels, ayant les propriétés suivantes:

1° 6 est racine du polyndme A'(z).

2° pour tout p de I, les racines de A’(¢) dans Gy, distinctes de 6,,
appartiennent au disque j#l, < 1.

3° pour tout p de P, p ¢ I, les racines de A’ (2) dans C,,, appartiennent
au disque |#[, < 1. _

En supposant le polynéme A'(z) primitif, on voib facilement qu'il
4 une expression de la forme :

A'(2) = b2+ @y @ . T8

avee b = [] pt”, #, entier positif, et ia; i, =1 pour p dans I —{0}.
pel-~{o}
De plus, les racines dn polynéme 4’ (2} dans le corps € des comploxes,

appartiennent toutes au disque |z < 1 (sanf éventuellement 0, 81 O appar-
tigpt & I). Réciproquement, un élément 6 de ¥y, vérifiant pour tout p
de I, {0], > 1, et racine dans ¥V, d’un tel polynéme, appartient & 8;.

COROLLATRE 4.5, L'ensemble J5 est un sous-ensemble fermé de 8.

En effet, d’aprés la remarque suivant la définition 4.1, on voit que
i 6 appartient & 7%, alors |6,),> 1 pour p dans I eb 6 est racine d'un
polynéme A’ (2), & coefficients entiers rationnels, o 4'(z) estlo polyndme
réeiproque du polynéme .4 (2) —2@Q(¢) avec A'(2) do la forme:

A'(2) =( I] p’f’) e A
mel-{0} .

olt |a,|, =L pour p e I—{0}.

Do plus, les racines de 4’(z) dans €, différentes de 0y, 81 0 appartiont
& I, sont dans - |2| < 1.

Remarque. 8i I contient au moins une valeur absolue p-ndigue,
le polyndme A'(2) ayant pour racine 1'élément 0 de Vy est proportionnel
au polyndme minimal de 6 dang ¥y, noté Pm, (0, 2).

. 3

On a done la relation 4’(z) = bPm (8, ) avee b = !I{ ;'p”.
pel--{0

En effet, dans le cas contraire, on aurait:

A'(2) = bPmy(0, ) B(2) avec B(z) polyndéme unitaire de Z[z] de
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degré supérieur ou égal & 1, avec B(0) # 0. Or les racines de B(z) dans

C, pour p dans P appartiennent toutes au disque {#l, < 1. De plus, pour

tout p dans I, p 5 0, d’aprés la remarque suivant la définition 4.1, tous

les cocificients a; de A'(#), pour 4 # s —1, sont divisibles par p. Par suite,

pour p 70, p dans I, les racines autres que 0, appartiennent & |z|, < 1.

Dol {B(0)l, <1 pour p dans I, p % 0 et par suite, [][B(0)|,< 1, ce
DpeP

qui entfaine B(0) = 0 et la contradiction.
On peut également démontrer la proposition suivante,

PROPOSITION 4.6. 8% P'ensemble I contiont au moine une valeur absolue
p-adigue Vensemble J7 est un sous-ensemble fermé de tous les ensembles 8%,
pour tout p’ dans I —{0}, les 8 btamt les ensembles définis par F. Bertran-
dias [4].

Donnons d’abord la définition des ensembles S%.

Si p” est un élément de P, 87 est Pensemble des 6léments algébriques
6 de ¥, tels que |0, > 1 pour tout p de I et pour lesguels il exigte un
polynéme A{z) & coefficients entiers rationnels, ayant les propriétés
suivantes. '

1% 9 est racine de A(2) dans V.

2° les racines de A(z) dans C,. (distinctes de 8, si p’ ¢ I) appartien-
nent au disque |z, < 1.

3% pour tout p de I, les racines de A(2) dans C,, distinctes de 6, ap-
partiennent aun disque 2], < 1.

4° pour toub p de P, p ¢ 1, les racines de A (2) dans €, appartiennent
au disque [2|, < 1.

Remarquons que les conditiong imposeés au polyndéme 4{z) entrai-
nent (si 4 (z) est supposé primitit) queVon a:d (2) = b2+ a, 12" ...+ a,,

avee |@, |, == Lpourp el —{0tet b = [] p‘p, t, entier positif.
pel—(o)
Réciproquement, un élément 6 de V; vérifiant |8,], > 1 pour p dans I,

racine dang ¥, d’un polynbéme 4.(z) de la forme ci-dessus, appartient &
8%, ¢i Pon rajoute la condition: les racines de A(#) dans C,. (distinctes
do 0, si p’el) appoartionnent au digque |2}, << 1.

Pouwr démontzor la proposition 4.6 il suffit alors de remarquer que
pour toute valuation p-adigue p’ de I, Péguation 2 == A (2}/@ () ne posséde
pas do racine dany €, gitube sur |2 . =1, car Pon a sur [¢], =1,
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Facteurs premiers d’entiers en progression arithmétigue
par

M. LangEVIN (Lozére)

1. Mhstorique et résnltats. Une application simple de la méthode
de Baker est donuée par I’énoncé suivant o P désigne la fonction plus
grand facteur premier: '

THROREME .0, Pour fout réel i< 1,

lim{ inf P(nn')loglogn}> 0,
n—oa o<n—n<nt .
. Dénmnst_rsntion. Tcrirve I'égalité du guotient n'jn avec son expres-:
gion comme produit de puisgances de nombres premiers, former le logarithme
des deux membres et appliquer la méthode de Baker (par exemple, voir'
[51). |

Jointe & des arguments arithmétiques et combinatoires, cette technique
a permis & Ramachandra, Shorey, Tijdeman (séparément ou collecti-
vement) d’6tudier les facteurs premiers d’entiers consécutifs. Le but de
cet article est: d*6tablir un théoréme global contenant leurs résultats et
les généralisant aux entiers d'une progression arithmétique.

Notations: lalettre p est Téservée aux nombres premiers; on définit
leg fonetions = 6t o par m(n) = 31, w(n) = Y1; si X est un ensemble

L. . i . pEn nin
fini @’entiers, on éerit P(X), w(X), ... pour P{ [] =), @([]®), ...; on note
zeX aeX

leg,, log, pour loglog, logloglog;'r on abrége cardinal en ecard; (a, d)
= sup(d, dla, dPp). |

Tutorbva 1 (Théoréme global). Sotent des véels 4, < 1, 1, > 0, t, < 1,
t, > 1, t; 2> 0, 1, > 0. Soient n, k, a des entiers lels que
) n>1, azl, (e =1, k>2, a<n’
Aucune partie X de Vensemble {n-+a, n+2a, ..., n+-ka} ne peut vérifier
stmultanément: o ‘
(2) ' w(X) < jeard X,
(3) a(P(X)) <i-K7,
(4) . card X = &



