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Corps cubiques de diseriminant donné
par
P, Baret (Cacn)

Introduction. Soit @ ¢ —3 un digeriminant de ecorps quadratique
imaginaire et ¢ 7+ 2, 3 un nombre premier. On sait ([2], [3], [4] par exemple)

d .
que la congruence ¢ == (WE) mod 3 est une condition nécessaire pour

_que dg? goit un diseriminant de corps cubique, et que cette condition
et sutfisante si 3 ne divise pas le nombre de classes de Q(ﬁ). Ilexemple
d = —23 ot q =B montre que cette congruence n'est plus suifisante
Jorsque 3 Givise le nombro de clasees do Q(Vd): en effet, on a § = (—éi)
mod3 mails —93-5% = —B75 nlest pas un diseriminant de corps
cubique. Depuis le mémoire de Hasse [2], la question suivante est
done posée: soit d un diseriminant de corps quadratique imaginaire dont
le nombro de classes est divisible par 3; quels sont les nombres premiers ¢
tels que dg® est discriminant d'un corps eubigue? Nous répondons iei a
cotte question (théordme du § 4): 81 & egt 1o diseriminant du corps Q(V —3d),
il exisbe un ensemble fini de formes quadratiques binaires de digeriminant
378, aveo # == 0, 2 ou 4, telles que dg* est un discriminant de corps cubique

d
gi ob senloment gi Pon a q = (E) mod 3 et si g est représenté par 'une

do ces formes. Dans lo cas 4 = —23 par cxemple, nous montrons gue
el engemble do formes pout &tre réduit & la forme X2 -3XY —153Y*; aing
—23¢% eyt un diseriminant de corps cubique &l et seulement i ¢ est congru E:

-5 X
(m»-é-i-) mod 3 et cxt do lan forme a2 3wy —1B3y* avec & et y entiers
radionnels.

Notations. Soit % un corps quadratique imaginaive de diseriminant
d # —3 ot g un nombre premisr différent do 2 et 3. On désigne par J,
J g les groupes das idéles des corps & et Q (oh @ est le corpa des rationneld),
par W, le sous groupe de J formé des idales dont les composantes en toutes.
les places finies sont des unités, et par W, le sous groupe de ‘W, formé
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des idéles dont les composantes aux places divisant g sont des unitds

principales (i.e. sont congrus & 1 modulo I'idéal de la place). Bnfin noug

notons i le COrps Q(l/—_?;d). De plus tous les corps cubiques envisagés

iei sont non galoisiens, non totalement réels et congidérés & eonjugaison
T,

P 1. En traduisant les résultas de [2] ot [4] dans le langage dos idéles,

on obtient:

(a) 8ir désigne lo 3-rang du groupe JJ(&* Wl ), alors il y u (3" ~1)/2
corps cubiquos (comptds & conjugaison prog) dout lo diseriminant divise dgt,

(b) d est le seul divizeur strict de dg® susceptible d’étre diseriminant
d'un eorps cubigue.

(¢} Si k cstle 3-rang de groupe des classes de k, il y o (3* —1)/2 corps
cubiques de discriminant 4.

De ceci résulte que l'inégalité stricte » > b est Ia condition d’existence
d’'un corps cubique de discriminant dg?.

2. Désignons par J° lo sous groupe des cubes de J; posons ol =
JIEWTd?) et ol = J[(B*W,J%). Ces deux quotients sont des espaces
vectoriels sur le corps & 3 élémenty; leurs dinensions sont respectivemont
les entiors » et h introduit au paragraphe précédent.

La  purjection canomique ol, —-¢l & pour moyau le groupe
(B"W 1 *) (K" W T o), qui est isomorphe & Wi/ ((K*WJgd®) nW,}. Mais
on a Jy = Q"-(Wyndy) et W, < W,, done on &

(KW T o)W, = W (Windyg) -((]o*J“)le) .

HEn posant

X =W, /(W (Wi dg)- (BT W) ),
on & done la suite exacte d’espaces vectoriels
L A

qui montro que on o r > h sl et soulement si X ost non nul.

Pour étudier X, introduisons ¥ = Wy /(W,(Wyndg): W3) o W?
est le groupe des cubes de Wy, e, W} s WinJ®, I résulte do [2] ob [4]
que Uespace vectoriel ¥ est de dimension 1 ou 0 sur le corps & 3 6léments

suivanb que g ost ou n'est pas eongrn A (—g—-) mod 3,

Dautre part on a une surjection naturelle de ¥ sur X, done X ost
non trivial si et seuloment si les deux conditions suiventes sout réalisées:

. a )
(I) g = (-E) mod 3 (c’est la condition néecessaire énconcée dans
Pintroduetion).
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(I} la gurjection ¥ -+ X est un isomorphisme.

Ties résultats de ces deux paragraphes se résument done dans la
proposition suivante:

ProrosITION 1. Les conditions (I) et (LX) énoncdes ci-dessus sont
bquivalentes & Dewistence dun corps cubique de discriminant dgP.

Remarquoe. Lorsqu'il existe un corps cubique de diseriminant
dg?, il y on a exactement 3* (& conjugaison prés) qui ont ce diseriminant:
on effot X ost alors de dimension 1 et done # = k--1; il en résulte alors
' g1 gh—1

2 2

des pointa (a), (b), et (e), du §1 quil y a = 3" corps

cubiques de diseriminant dg®.

3. Pour &tudier la condition (IT) du paragraphe précédent, intro-
duisons la définition suivante: un &lément de &* est appelé pseudo-cube
si 1idéal quwil engendre est le cube d'un idéal. On a la proposition sui-
vante:

PRrOPOSITION 2. La surjection ¥ —> X est un isomorphime si et seule-
ment i tous les pseudo-oubes de k sont des cubes dams les complétés k, de k
aum places v divisant g.

Démonstration. Si 2 est une ideéle de %, nous mnotons 2° l'image
de 2 par 'élément non trivial de Gal{k/Q) et pour une place w de k, nouns
notons z,, la w-composante de . Il est clair que la surjection ¥ — X est
bijective si et senlement si ’on a Vinclusion (BT AWy = Wy (WnJg) Wi

(a) Supposons cette inclusion. Soit « un pseudo-cube de k. Par défi-
nition il existe un idéle y tel que » = ay® soit dang W,. On a alors
z e (B*J) AW, et done (par hypothése) @ e W, (W,nJg)- Wi ce qu'on
peut éerire

avee @e W, pyeW.ndgy et 6eW,.

L ay® = pyb®
Lraction do 1élément non trivial de Gal(k/Q) sur 'égalité (1) donne
(11 a'y® = 'y,
les groupes W, ot W, 6bant globalement invariant par Gal(k/Q) oo a
@ e W, et 6'esW,. . o

Tos composantes @, b ¢, des idéles p et ¢ sont des unités principales
de %,, done sont des cubes dans k, (puisque Ia caractéristique g dn GOTPE
régiduel do &, a 666 supposée différente de 3). D'autre part le produit ao’

ot 1a morme du pseudo-cube a, donc est un cube. Multiplions (1} et (17)
o prenons les v-composantes; il viend:

(2) ava; = 9%@;"/’3 636::3 .
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Mais on & a0, = (aa’), done a,a, est un eube dans &, o ¢, ot ¢! sons
des cubes dans k, comme nous venons de le voir. L’4galité (2) monire
donc que %, et donc v, est un cube. Il reste alors & prendre log v-compo-
santes dans 'égalité (1) pour constater que a ogt un cube dans k,.

(b) Supposons réciproguement que les pseudo-cubes sont des cubes
dans les complétés de k aux places divisant ¢. Soit @ e (B*J* )" W,. On a
z = ay® avee aek’ ot y ed, et a o8t un pendo-eube puisque oayte W,.

Définizsons les ideles ¢ ob p par ¢, == 1 et p, == @, pour toute place w
ne divisant pas ¢ ot ¢, = @, eb g, == 1 pour los places v divisant ¢. On a
@ = gy ot p & W,. D'autre part, pour toute place » divigant ¢, on a par
hypothése que «, est un cube dans %,. I en rédsulte que ¢, = oy’ oxt un
cube dans k,; comme c’est aussi une unité, Pidsle ¢ est dans W2 Dar conss-
quent, @ == gy est dans W, -(W;ndJg) ‘W3, ce qui achdve la démonstration.

Remarque. En désignant toujours par k le 3-rang dm groupe des
clagses de %, le quotient du groupe des pseudo-cubes de % par le groupe
des cubes est un espace veetoriel de dimension b sur le corps & trois élémonts.
Pour vérifier que tous les pseudo-cubes sont localeraent des cubes, il
suffit de faive la vérification pour une base de ceb cspace vecboriel, i.e..
pour kb pseudo-cubes bien choisis. B partieulicr, si & = 0, il n’y a rien
& vérifior ef la surjection ¥ — X esb toujours bijeetive. L proposition 1,

dang ce cas, exprime uniquement que la comgruencs ¢ = (i) mod 3
q

est nécessaire et suffisante pour que dg? soit diseriminant ('un COEpS
cubigus. '

—_—

4. Boit « un pseudo-cube do k. Posons k' = k(l/:3—) ot N, == k’(f/ a).
On vérifie aisément que N, est une oxtension galoisienne de Q ot une
extengion abélienne de o= Q(V—Sd). 11 existe done une extension cubigne
N, dek et une seulo qui, composée avec k', donne N, . On montro facilement
que N, cst une extension galoisicnne de @ dont le groupe de Galois est lo
groupe symétrique. _ :

Soit v’ une place de &’ au dessus de q. Pur la théorvie do Eatmar,
on voit que ¢ 86 déecompose dans N si et soulemont si a ost un cubo duns
le complété %, que %' en v’. Désignons par v ot 4 ley placos de & ob & on
dessous do ¢ eb par &, eb %y les complétés correspondants. Liextension
K[k étant do degré 2, le nombre o est an cube dans ky sl et seuloment st
¢’est un cube dans %,. L'extension %'/k étant aussi de degré 2y 1o place v
8o décompose dans N si ot seulement si § se décompose dans N,. Ceci,

ajoubé au fait que les mombres premiers ¢ congrus & (i) mod 3 sont
; q

totalement décomposés dans 75, aux propositions 1 et 2 et & Ia remarque -

du § 3, se résume dans la proposition suivante:
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a
Prorogirion 3. Soit g # 2, 3 un nombre premier congru & (E) mod 3.

Lentier négatif dg? est discriminant @un corps cubigue 8 of seulement si g
est totalement déoomposé dons les corps N, pour i =1, ..., h ok les {a;);—1,..n
Jorment une base des pseudo-oubes de & modulo les ocubes.

Pour tout psendo-cube e de %, le corps % est la cloture abélienne
de Q dang N,. On gait donc [5] qu'il existe nn ensemble fini de formes
duadratiques tel gue la représentation d’un nombre premier g décomposé
dans k& par 'une de ces formes soit équivalente & la décomposition totale
de ¢ dang N,. Ceci permet de reformmler la proposition 3 sous la forme
suivante:

TmtoriME. Sott d ¢ —3 un discriminant de corps quadratique imagi-
ngire. Il ewiste un ensemble fini de formes quadratiques tel gue powr tout
nombre premier q + 2, 8 il y ait dguivalence entre les propriéiés sudvantes:

(i) dqg? est discriminant dun corps cubigue.
(i) ¢ = (_c_l“) mod 3 et g est représenié par Vune de ces formes.
¢

Remarque. Pour la généralisation indiquée dams Vintroduction,
il faut remplacer pseudo-cube par pseudo-puissance p™°, prendre pour k&’
lo corps engendré sur % par les racines p*™° le unité et pour N, le corps

. ~ . .
%' (Va). Le corps % est alors cyelique de degré p -1 sur Q et done les formes
qui interviennent sont des formes homogénes de degré p—1 & p—1 va-
riables.

5. EXEMPLE NUMERIQUE. Prenong d = —23. Avec les notations
précédentes on a b = 3. Il faut done trouver un pseudo-cube gui n'est
pas un cube. Pour cela on remarque que, dans & = Q(¥ —23), le nombre 2
est déeomposé en le produit de denx idéaux non principaux. L’entier
e = (3-1V —23)/2, qui a pour norme 8, engendre le cube de l'un d’eux
et donc est un psendo-cube. Ce n’est pag un cube car ancun entier de &
n’a 2 comme norme. _

Posons alors N, = N’ et N, = N. Le conducteur de N % est Tidéal
principal engendré par 3 (comme on le voit en ealculant d’abord le condue-
teur de lextengion de Kummer N'[E" puis en desecendant). Ley formes
quadratiques associées par [B] wu corps N sont done les formes normes
assocides aux clagses ’idéunx de Lordre de k de conducteur 3. Avec les
notations de [5], ce sont les formes associées d cl(ﬂi) qui est isomm:phe
A I(3)/¥(3). Co groupo st eycligne d’ordre 3 et laction de Gal(k/Q)
le partage en deux orbites: une formée de la classe neutre et 1'autre formée
des deux classes d’ordre 3.
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Pogons

B ot 1-v69
w = ) ) == 2 .

Le couple {1,3w} est une base sur Z de 8, done la forme norme
agsociée 3 lu premidre orbite est (X - 3w¥) (X - 3wY) soit X*-3XY —
156312 Pour trouver la forme norme assocido & Pautro orbite, on renine-
que que lidéal principal de & engendrd par 5-Fo west pas dang N (3)
et que gon intersection avee 0y o pour base snr Z lo couple {13, 15 - 30}
(en effet, on voit, on dév&lopjj—)m:ﬂ;, que (#--gew) (b --w) eib dans 0, si ot
seulement si 8lw; on en déduit que lo couple {17--6w, 15 | 3w} o8t uno
base sur Z de cette interseetion b done que {13, 153w} ost wussi une
bage de cette intersection). Lo norme de 54w étant 13, la forme norme
de cette deuxitime orbite est
(13X +(18 +30) Y} (13X - (15 + 3w) ¥)

soit  13X*4-33X Y £ 972,

13

11 régulte done de [5] et de ce travail que les nombres promiers ¢ == 2, 3

4

—23
¢f congrus 2 (»m&—‘ mod 3 sont reprégontdés par une of une seule do oos

deux formes et que —23¢% est discziminant ou nlest pas diseriminant an
corps cubigue snivant que ¢ cst reluémmm par ln premidre ou la seconde
de ces formes.

Sur les 168 nombres promiecrs plus petit que 1000, il y en w 83 qui

oo . — 23
vérifient la condition ¢ E(———é“) mod 3. Parmi ces dernicrs, 26 sonb

reprégentés par la formoe X2 4-3XY ~153¥2 ot les B9 autres par la forme
13X*+ 88X Y 49X La liste dos 26 qui sont représentés par la premiero
forme est la suivante:

83, 113, 137, 149, 151, 163, 307, 397, 409, 467, 521, 541, 547, BT,
601, 617, 64:1 673 797, 811, 828, 859, 911, 967, 077, 997.

Ily a done 8 corps cubigues non eonjuguds de diseriminant —28 (831,
~28- (118, ..., —23-(997)". Lo dernicr do cos diseriminants et plus
grand que 16000000, nombre qui sort des tables connues.

P Y e
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